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HOtE 

JiÎMr  Im  deux  lOCNlHMU  :  FIBUCBR  UNI  DèOtTU  ,   VRIt  QfMimXÈy 

EN  HOTsmiB  KT  htrAmb  uisoni  et  donnU  gn'cn  BAisofl.  — 
AUiratioiu  pnAtibles  Ami  /e  texU  tPEuclide. 

vAa  A.  j.  B.  TiirourT, 

PrafMHur  m  ralléfe  de  StinULooli. 


I.  Od  connaît  la  location  employée  dans  tow  les  oavragei 
élémentaires ,  pour  in^quer  le  mode  départage  ^une  droite 
en  deux  paUei,  dont  Fune  toit  votbnne  proportionndle  entre 
Foutre  forUa  devenue  ainsi  l'un  des  termes  ETTsiBu  de  la 
{««portion ,  et  Ui  ligne  entiire. 

Or,dès1405  (t),  le  Vénitien  Zamberti,  dam  son  ïnteT' 
prétation  latine  d'EucIide ,  imprîmée  cent  ans  plus  tard , 
remarquait  déjà  que  la  location  utundùm  mediam  et  extre~ 
mamratiottem,  loculioa  d'oà  la  nôtre  tire  son  origine,  ne 

(!)  TojeiliIlib1i(itMqa«gncqaadcFabricig«,èdlli»adeH*rl«i,  t.ir.fhli. 
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dit  pas  ce  qu'elle  doil  dire.  £n  effet ,  dans  une  proportion ,  il 
n'y  a  point  denx  raisons ,  Piine  moyenne  et  l'aalre  extrême  i 
il  n'y  en  a  qa'une  seule,  la  même  pour  les  deux  derniers 
termes  que  pour  les  deux  preminv  ;  et  l'on  ne  saurait  'vou- 
loir Are  non  plat  qne  cette  raison  est  i  la  fois  mofenae  et 
extrême ,  ce  qui  serait  également  absnrde. 

Reconnaissant  aussi  l'ineiactitude  de  la  locution,  M.  le 
docteur  Terquem ,  dans  nue  note  insérée ,  9y  a  peu  d'années 
(  en  1838  ] ,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
Tille  (  t.  III ,  p.  97  ) ,  propose ,  d'après  Lorentx ,  de  dire 
qu'ttfw  droite  est  partagée  en  proportion  continue,  lorsque,  etc. 
Je  souscrirais  volontiers  à  cette  rédaction ,  si  elle  ne  parais- 
sait signifier  tout  autre  chiae  qne  ce  que  l'on  veut  dire  : 
car  cmnntent  ezpriœu-ait-oa  iMéremment  que  la  droite  est 
drf  iséC  en  trois  segments  foomissant  k  eux  seuls  tons  les 
termes  de  la  proportion  ? 

Mais  moi-même  précédemment,  en  I8S4,  dans  la  3*  édi- 
tion de  mon  Omrs  de  Géométrie,  j'avais  cru  devoir ,  à  la 
phrase  vnigaire ,  en  substituer  une  autre  plus  simple  : 
Partagerune  droife  en  moyenne  eforfréme.  Cependant,ravan- 
tage  de  la  brièveté  m  serait  point  un  motif  suffisant  pour 
justifier  ce  changement  s'il  n'était  d'ailleurs  d'accord  avec  la 
logique.  Or,  en  effet,  l'expression  ordinaire  signiGe-t-elle 
aalre  chose  que  partager  une  droile  suivant  la  raison  de 
moyenne  d  extrême,  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  l'onc  des 
parties  soit  le  terme  moyen  de  la  pruportion ,  et  l'autre  par- 
tie un  des  termes  eitrémes ,  l'autre  terme ,  qu'il  faut  bien 
trouver  quelque  part ,  étant  alors  la  ligne  entière  f  Et  dés 
lors ,  cet  àioncé  :  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
{ sons-entendez  le  mot  parties  au  pluriel ,  et  bop  le  mot  raison 
au  »ngulicr)  ne  présente-t-il  point  une  locution  tout  à  fait 
convenable ,  tant  sous  le  rapport  de  la  justesse  que  sous  celui 
de  la  simplicité  et  de  la  brièveté  ?  Quant  à  moi .  son  «xacti- 
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tode  me  parait  si  inooolestable ,  qu'ayant  été  sollicité ,  i  l'oc- 
cuioa  delà  publicsticta  réœDtedela5'éditlo[ideiiu»i:CMri, 
de  rétablir  la  tocaticn  antique  et  solennelle  noymne  et  tx- 
Mflw  raimm,  je  pliésîUI  pcdmt  à  en  appeler  au  texte  d'Eo- 
clidc ,  persuadé  qa'on  l'aTait  mal  tradQit. 

Hoa  ébMinemeot ,  je  le  oonfesM ,  fut  extrême ,  quand  je 
Itu  dans  l'édition  de  !*eyiard,  oomme  dans  tontes  les  autres, 
ccspbrases  aosquellea  je  n'avais  pas  josqu'alora  prêté  une 
atlmUop  anffisante  ■  Âk^  wù  (lion  i,iyM  (soDs-ent  iwrà}  «ùOmci 
mpwBuUTtTw,  m»....  «.r.l.  (lÎT.  VI,  déf.  3  ;  lom.  I;  p. 390)  { 
T^  MiMOi  cùOtim  ntmpaf[iAn|i  npov  kcÙ  piva*  l^ov  T^ïy  {tbid., 
pCOp.  30 ,  p.  306  ]  j  Eày  tùSftoi  ypofifià  ôbtpov  >n  fiisov  Xi^av  Tftfin 

(Iir.XIJI,prop.  f,  toBLlIl.p.  213) 

Je  ne  craignis  point  d'avancer  alors  que  les  mannscritt 
arrieotMtDallos,  qnelesqncesabréviatiftranfrfacantles 
tamioaiaoos  et  derenaat  ainsi,  dans  les  manoscrits,  lesieals 
indices  de  la  déclinaison  (apices  qu'il  est  si  facile  de  coiiCm- 
dre)  allient  été  pris  les  ans  pour  lea  antres;  que  par  suite, 
dans  la  truwmptifNi ,  les  terminaisons  m  et  n  s'étaient  sob- 
stitoées  rme  à  raolre  par  cette  sorte  d'aoddrat  que  les  gram* 
BRirieBB  noaunent  oMnocfim ,  et  qu'en  déftaitiTe ,  les  atols 
bfm  iA  [Umi  liytj  deT«ient  être  las  partout  ôxpeu  m  iUsm 

Malbeareasement  atcore,  ma  conjectore  ne  se  IrotiTa 
ouBemeiit  cmiflnnée  par  les  laannscrils,  dont  la  plupart 
mteeportentéertten  toutes  lettres  ôifN»  wHfUoov 

£a outre,  Proelna,  Pappos,  Ptolémée,  lorsqu'ils  ont  à 
rendre  la  même  idée ,  ne  s'espriment  poa  antranenl. 

Battu  aînai  en  première  instance  et  en  appel ,  j'avais  au 
DOiaSjSeodiIaitHl,  la  coniolation  do  l'être  en  oorapagnieda 
la  logique.  Mais  après  loat ,  il  me  ratait  la  ressource  des 
IradodionB  mentales  -.  je  résolus  d'y  recourir.  Je  m'adressai 
Li  saTanI  H .  Mundi ,  qni  eut  l'obligeance  de 
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consulter  à  ma  prière,  la  traduclioD arabe,  traductkm toute 
littérale,  faite  tu  ncDTtèinc  siècle  par /foocben^onaïn,  et  qui 
me  donna  eo  ces  termes  le  sens  du  lexte  arabe  de  la  défioi- 
liôn  3'  du  lirre  VI  :  Une  ligne  droite  eit  dite  partagée  tuivani 
la  proportion  if  dak  moyenne  et  de  deux  extrêmes,  lorsque,  etc. 
Deméme,  la  proposition  30*  dn  même  livEe  s'énoace  ainsi 
d'après  le  même  teite  :  Partager  une  Ugne  droite  tuivani 
la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  extrêmes.  De  mène 
cnfii^la  proposition  1"  du  IjireXIII  :  Lorsqu'une  droite  est 
partagée  suivant  la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  er- 
O-Anes:  Al-khattal-maksotnuAlaniïbetdzfttoiiastoatarféln... 

La  traduction  hébraïque  faite  an  13*  siècle  par  Moti  ben 
Samuel  £bn  Tibbon,  s'exprime  d'une  manière  (ont  à  tait 
aual^^uei  mais,  peol-étre,  m'aditM.  Munck,  cette  traduc- 
tion a-t-«Ilc  été  faite  d'après  l'arabe.  Quoi  qu'il  en  soit,  la 
traduction  hébraïque  n'en  est  pas  moins  une  confirmation  de 
l'arabe. 

U  en  est  de  mteie  de  la  traduction  latine  A'AdhélaTd,  oom- 
meolée  par  Campanus ,  et  qui  TraisemblableiQcnt  aussi  est 
faite  sur  l'arabe  ;  l'hy polbèse  contraire  lui  donnerait  beau- 
coup plus  encore  d'autorilé  et  d'importance  dans  la  qnestioD 
actudie.  Elle  s'exprime  ainsi ,  lib.  VI ,  def.  3  :  Zinea  diàtur 
dieidiseeundiùmpropordonem  h<i6entem  mediumetdMoextre- 
ma...  Les  deux  antres  passages  sont  conformes  au  premier. 

Or,  de  tout  cela  on  peut  conclure ,  ce  me  semble,  avec 
quelque  probabilité,  et  de  plus  hardis  que  moi  diront  avec 
cerfiAufe  qne  si  la  locution  ôxpi»  ut  {moov  Ai^av  peut  être 
considérée  comme  passée ,  depuis  un  temps  imméDtorial ,  à 
l'éliat d'uUof tfrne  géométrique,  U  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
b  leçon  [Himitivc  a  dA  être  âxpo»  im  fûmu  \irjn  ;  le  mot  àic|>on', 
au  dnel,  au  lieu  du  singulier  ûrp^u,  n'en  est  que  plus  exf^c»* 
5it,  puisqu'il  fait  voir  qne  l'on  trouve  tout  à  la  fois,  sur  la 
ligne  divisée  conformément  à  la  déQnltioa ,  les  trois  ternoes 


nign^Pdi-vGoOgle 


deUproportioo,  tanllesdâixextrâiiesqaclclennCDioycn. 

Ea  définilive  donc ,  je  MAinTiufs  mon  inonct. 

II.  X'pn  Tiens  à  nne  seconde  «nreclion  qae  j'ai  aossi  à 
proposer  pour  le  texte  ^ec  d'an  autre  ouvrage  dn  même 
aatrar.  Il  s'agit  ici  d'nne  expression  bizarre  qui  a  doté  notre 
langue  de  cette  locntion  non  moiin  étonnante  qne  celle  dont 
iKKis  TMKMis  de  nous  occuper,  savoir  :  QuantUé  donnée  qu'en 
raûon  ;  en  latin  :  Magnituda  data  ijuam  in  raiione. 

CTesi  ainsi  que,  d'après  les  définitions  1(*  et  12*  du  livre 
des  Données  d'Eudide ,  Une  grandeur  est  plvi  \  .  J 
à  [égard  dune  autre ,  d'une  donnée ,  qu'en  raiion ,  quand  la 

.        ,       .    ..     .  (  retrtmchée ,  le  reste  1  „     , 

grmdewr  donnée  étant  {     .    .,      ,  \a  avec  l  autre 

[  ajoutée ,  la  sommt  ) 

une  raison  donnée. 

Il  ne  faut  nullement  être  gétHoèlrc  pour  rcconnallre  ici 
Qoe  location  de  pur  argot  :  quel  mo;«i,  en  efTcl,  de  Taire  l'a- 
nalyse du  qu'enraiion?  Aussi  M.  Chastes,  dans  son  ^perfu 
kûlorique  sur  Vorigine  et  le  développement  des  méthodes  en 
géométrie  (page  lï,  note  1"),  dit-il  que  t'est  une  expression 
«BtknTossanfe,  et  dont  le  sens  est  dilficile  dcomprendre,mime 
dans  la  définition  qu'en  donne  Euclide  i  après  quui  le  sa- 
vant géomètre  en  fournit  l'explication  suivante  :  •  Soit  A 
•  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison  ;  soit  C  cette 

A  — C 
>  donnée  et  ;•  la  raison,  aa  aura  — ^—  =  fi.  ■ 

Pour  embrasser  les  deux  dcGnitions  dans  nne  même  for- 

AzpC 
mnle,  nous  écnnms  — ^ —  =(*• 

Ces  préliminaires  posés,  remonloos  aux  deux  dé6nilioiis 

IKccédentes  du  môme  livre  (déf.  9  et  10)  :   Une  grandeur  est 

plus  I  ^-    *  i  qu' une  autre  grandeur,  d'une  grandeur  don- 

j  retranchée  de  J    ,     , 
née,  quand  la  grandeur  donnée  ètani  i     ■    ia   a        \  •"P"" 
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L  grand.,  Ure^      1     ^  ,_^  1  p«V<.     j 

t  pehte,     la  gomme  ]  \  grande  ] 

Ces  deux  déQuitions ,  comme  on  le  voit ,  ne  considèrent 
qa'nD  cas  particulier  des  deux  antres,  celui  de  (i  =^  1 ,  ou 
A  :^  C  =  B  (  ou  plutôt ,  les  deux  autres  ne  sont  qu'une  géoé- 
ralisatkm  de  celles-ci.  Dans  les  définitions  9  et  10,  la  raisMi 
donnée  est  la  raison  d'égalité,  on  l'vmié  -,  dans  les  dAfinitkMU 
11  et  12,  la  raîaoQ  donnée  devient  une  raison  quelconque  ;  et 
ainsi  ces  deux  dernières  déGnitioos  énonceat  relativement  ■ 
une  raison  quelconque,  ce  que  les  deux  premières  disent  d'nne 
manière  absolue,  on  pour  la  raiswi  d'égalité  -,  db  swte  qne 
lesmots  qu'en  raiton  dinvent  être,  pour  le  sens,  rempboés 
par  ceux-ci  :  relativement  à  on  quant  d  uneraiton  doiuUe.  ' 
Or,  si  maintenant  nous  remontons  an  texte  i  fiijSoç  lay^ovi 

Jo8tvri   ffii^av  OU  tlamrôv  içn  n  n  ^07^,  Ôian   x.r.l.,  il   BeOOnS 

sera  pas  difficile  de  reconnaître  que  tout  le  mal  provint 
d'une  faute  d'orthographe  dans  la  particule  n,  que  tes  copis- 
tes, éditeurs,  traducteurs,  semblent  l'étre  primitivement  ac- 
cordés ft  OHisidér^  comme  complétive  dn  comparatif  :  iVa- 

gmtudo  magmtudine  data      .        est  çuom  in  roJione  (En- 

clide  de  Pejrard,  twne  III ,  page  302),  Undis  qu'il  eât  fallu 
écrire,  avec  fetprit  rude,  Paccent  circonflexe ,  et  l'iota  soui- 
critii,  c'est-à-dire fud ,  quantum  ad,  en  tantquejd'oà  il 
résulte  qu'en  fïvnçais  nous  devons  dire  :  Une  quantité  ett 
plus  grande  ou  plut  petile  qu'une  autrCy  d'une  qwmtitédonnée, 
relativement  ou  quant  à  uru  ration  tionn^,  lorsque,  etc.  (1). 


conlrtla  qiie  poar  le  c*i  ffécMenl. 
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;*.  s.  —  Je  profile  de  l'occasion  poar  adresser  à  M  ■  le  Ré- 
dMlear  des  j^tmales,  une  obterration  relative  à  deux  artides 
deH.J^îMA,  infiérét,  le  premier  dans  le  tcHoel,  page  353, 
leaeamd,  bxne  II,  p.  399. 

11  s'agit,  M.  le  Rédacteur,  dans  ces  deux  articles,  d'une 
note  que  j'ai  donnée  dans  votre  tome  I ,  p.  â7S  ,  tttr  la 
eonttmetion  dt$  UAUi  de  timu  natureU.  Dans  celte  note, 
après  avoir  rcprodoit  une  démonstration  qui  ae  trouve  à  la 
page  333  du  Géamib^t  de  M.  GuiOard,  poar  la  limite  de 
l'erreur  qne  l'on  comniet  en  prenant  l'arc  pour  son  sinus  , 
démonstratioD  dont  l'idée  fondamentale  est  due  à  M.  Giraud, 
alors  ^^e  du  collège  de  Toulon,  j'ai  indiqué  l'emploi  de  la 
timiule  de  Th.  Simpson  pour  te  coDsImction  des  tables  de 
nnai  naturels,  en  faisant  voir  (je  l'aï  cru  du  moin^  que  les 
douze  premières  décimales  de  «  suffisaient  pour  la  détermi- 
nation des  douze  premières  décimales  des  sinus  et  cosinus  de 
ions  les  arcs  croiaant  de  seconde  en  seconde  centésimales. 

Pour  le  premier  point,  e'est-à-dire  pour  la  limite  de  l'er- 
reur qoe  l'on  commet  sur  le  plus  petit  arc,  M.  Lionnet  y  est 
revenu  dans  le  tome  II,  p.  216,  et  j'ai  été  très-satisfait  de  re- 
conoallre,  d'après  son  excellent  article,  qu'il  n'est  pas  même 
nécessaire,  pour  arriver  à  la  limite  (d>tenne,  de  recourir  A  la 
formule  de  trissection,  et  qae  la  bissecUon  est  suffisai)te.  Je 
m'empresse  donc  d'adopter  la  modification  qu'il  propose, 
comme  rendant  la  démonstration  plus  élémentaire. 

Qnantao second  point  {l'emploi des  formules  de  Th.Simp- 
n»),  ma  Aote  a  fait  reconnaître  i  M.  Aheft,  comme  il  ledit 
aatomel,  p.  353,  et  1»  répèle  »atome  II,  p.  333,  qn't^ 
maitété  trop  loin  dans  sa  Trigonométrie,  en  acciuant  d'in- 
suflisance  Icsdites  f(»inules  ;  mais  en  même  temps ,  cet  esti- 
mable et  savant  professeor,  dans  «m  premier  artide,  accusait 
ma  méthode  de  négliger  des  erreurs  qui  modifienl  t'exac- 
litude  de  mes  résultais.  Cependant  comme,  après  tout,  il  pro- 
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metlait  de  revenir  sur  ce  sujet,  j'ai  supporté  peodant  un  an 
entier^  sans  mot  dire,  l'interdit  proaoncé  contre  ma  méthode, 
espérant  toujours  l'article  annoncé.  Enfin,  cet  article  a  para 
dans  le  n*  d'août  dernier.  M,  Flnck  j  emploie  le  calcul  inté- 
gral aux  différences  finies  pour  évaloer  l'erreur  que  peaveQt 
produire  les  formules  de  TA.  Simpson,  Si  le  but  est  le  même, 
le  moj'en  est  bien  différent  de  celai  qacj'ai  employé,  n'ayant 
eu  en  vue  que  les  élévea  de  nos  classes  élémcnlaires  ;  et  en- 
coreM.  Finck  tcrmine-t-il  son  savant  article  en  disant  qne 
rien  n'empêche  d'en  faire  autant,  c'est-Jhdire  de  remplacer  ses 
formules  d'intégratiou  par  un  procédé  élémentaire ,  comme 
si  je  n'en  avais  pas  donné  un.  D'où  it  résulte  qu'en  définitive 
M.  Finck  maintient  sa  sentence  d'interdit,  sans  toutefois  fa 
motiver  plus  que  la  première  fois,  sans  rien  indiquer  pour 
corriger  l'imperfectiou  qu'il  a  décoaverte  dans  mon  procédé, 
et  sans  proposer  lui-mtoe  de  méthode  qui  poisse  atteindre 
le  même  but,  poisqu'an  contraire,  d'apréisa  conclusion ,  il 
reste  à  en  faàre  catlant  que  j'en  ai  fait,  sauf  les  erreurs  dont 
j'attends  la  rectification. 

Dans  cet  État  de  choses,  et  malgré  l'horreur  profonde  que 
j'éprouve  pour  toute  espèce  de  polémique,  puis-je  me 
dispenser  de  prier  M.  Finck  de  vouloir  bien  déclarer  s'il  re> 
connatl  la  vérité  de  ce  principe  :  qne  dan»  une  méthode  de 
calcul  qui  doit  préienter  le  double  caractère  d'itre  abrAviativb 
enmimetempi^  gu'ippaoïtiHiTivB,  si/«  degré  d'approximation 
demandé  ett  — ,  on  doit  négliger  ies  trreurt  de  l'ordre  ~  , 
(  p  étant  >  n],  toute»  les  fais  que  eelles-m  ne  se  mult^lient 
pas  de  manière  â  damner  un«  somme  de  l'ordre  — ? 

2°  Dans  le  eus  de  l 'affirmative,  de  dire  en  quoi  j'ai  trans- 
gressé ce  principe,  et  de  donner  l'évaluation  des  erreurs  qne 
j'ai  commises  j 
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3*  Enfin ,  si  M .  Finck  admet  que  le  principe  précité  est 
exact ,  et  ne  trouve  ou  ne  prouve  pa^  que  j'aie  commis  en 
l'appUqoant  ancane  erreur  de  l'ordre  proposé,  j'attends  de 
la  loywité  bien  connae  ile  notre  estimable  confrère ,  de  re- 
CDODallre  qu'en  ceci  encore  Ua&i  trop  loin. 

Sinon,  je  sois  tout  disposé  d'avance  à  me  rendre  à  ses  rat- 
NOS  ;  et  je  recevrai  ce  second  pOTfeclionncment  h  ma  méUtode 
avec  le  même  jriaisir  qoe  j'ai  reçu  le  premier . 


NOTE  SUR  LES  POLYGONES  RËGUUERS. 


Ke  des  aires  des  polygones  résaliers  de  2»  cô- 
téSj  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  inférieure  au  qcart 
de  la  dîKrence  des  aires  des  polygones  régoliers  de  n  côtés , 
inscrit  et  circonscrit  an  même  cercle. 

Soient  AB  et  CD  (/îj/.  1  )  les  cOlés  des  polygones  réguliers 
de  a  côté»,  EB  et  GH  ceas  des  pdygoncs  de  2n  côtés  :  la 
ditKrence  des  deux  premiers  polygones  est  2n.FBDE;  la 
diflértaice  des  deux  derniers  est  2n.EBH.  Or,  je  disque 

BBH<jFBDE. 

Comme  ce  triangle  et  ce  trapèze  ont  même  hauteur  EF,  il 
«Bt  de  prouver  qu'on  a  EH  <  J  (ED  +  FB).  En  effet ,  eu 
remarquant  que  la  figore  EIBH  est  on  losange ,  c'est-à-dire 
que  EH  =  IB,   la  proportion  DH:HE::BI:IF    donne 
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îfË  =DHx  IF{  maison  sait  que  le  cAtéd'on  carré  csl  plus 
petit  que  la  demi  -somme  des  cAlés  d'un  rectangle  équivalent, 


— ^ — ,  d'où  l'on  déduit, ea additionnant membreimcm- 
bre,  HE<1{ED+FB). 

CONSIDÉRATIONS 
SUR  LES  PREMIERS  ELEMENTS  DE  LA  STATIQUE. 


Noos  avons  en  vue ,  dans  cet  article ,  les  éléments  de  sta- 
tique servant  anjourd'lini  de  base  à  l'enseignement ,  cl  en 
particulier  r(vdre  dans  lequel  ils  ont  été  présentés  par 
M.  Poinaot.  Oo  sait  l'usage  non  moins  élégant  qu'ingénieux 
que  ce  géomètre  a  su  faire  de  la  tliéorie  des  couples ,  théorie 
que  SI  fécondité  a  fait  adopter  à  peu  près  aniverscllemeiit. 
ToQlefois  cette  théorie  elle^iéme  et  ses  applications  sem- 
blent subordonnées  à  la  connaissance  de  quelques  théorèmes, 
ceux ,  par  exemple ,  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces  parallèles  agissant  dans  on  même  plan.  Noos  noos 
proposons  d'examiner  quels  sont  les  changements  que  Tordre 
ainsi  établi  pourrait  recevoir  sans  inconvénient  et  avec 
quoique  atilité. 
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U  n'eit  pas  înulîle  do  rappeler  d'abord  qac  plusieurs  pcr- 
sonntt  ont  émis  l'opinioo  qn'il  serait  désirable  de  Taire  pré- 
oè^r  loDS  les  éléments  du  théorème  foodamental  de  la  com- 
po^Uon  des  torces ,  c'est-à-dire  de  la  r^le  du  parallélo- 
^mme ,  au  lieu  de  placer  celle-ci  à  la  suite  de  la  théorie  des 
toitea  paraUdes  agissant  dans  no  plan.  De  là  plusieurs  dé- 
monstrations immédiates  du  parallélogranùnc  des  forces , 
remplisunl  plus  ou  moins  parfaitement  le  bat  que  l'on  se 
proposait,  mais  dont  aucune,  jnaqn'à  présent,  n'a  prévalu 
mr  les  habitudes  de  l'enseignonent.  Ces  tentatives  montrent 
•eoleoient  le  besoin  qu'éprouve  l'esprit  humain  de  placer  à 
la  léle  de  toute  doctrine  les  {wiocipes  les  plus  généraux,  pour 
7  rattacber  les  notions  d'une  importance  scixmdaire.  Fût-on 
parvenu  à  satisfaire ,  par  une  démonstration  simple  et  courte, 
n'exigeant  pas  de  figure  compliquée,  à  toutes  les  exigences 
de  l'enseigunnent  élémentaire ,  il  n'en  serait  r^lté  aiicune 
simplification  nutabte  dans  l'exposition  des  premiers  théo- 
rèmes de  la  statique.  L'on  aurait  gagné,  en  an  mot,  fwtpcu 
à  intervertir  la  marche  consacrée ,  laquelle  d'ailleurs  consti- 
lue  une  véritable  synthèse,  qui  ne  laisse  presque  rien  à 
délirer. 

II, 

Un  moyen  «foMenîr  on  ensemble  moina  restreint  de  sim- 
plificalioDs  consisterait,  si  nous  ne  nous  trompons,  à  faire 
intervenir  la  théorie  des  couples  dans  la  démwistration  des 
pieaiiei»ll>é<Mfè«pea.  Le  eotyfe  et  kfarcgélant  les  deux  objets 
dont  s'occupe  la  Btallqne ,  rien  de  {dus  naturd  qne  de  rappro- 
cher tean  défioilioos.  L'une  et  l'antre  doivent  être  en  outre 
acoomp^nées  du  petit  nombre  de  notions  presque  évidentes 
qui  n'ont  pas  besoin ,  poor  être  établies  ,  d'nne  démonstra- 
tion profu^ment  dite. 
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Mais ,  pour  «trc  plas  clair,  citons  tout  de  suitu  ud  exomplt;. 
Od  fait  voir  Irca-facilcmcQt  qu'un  coUple  peut  être  Irangporlé 
et  U»tmé  comme  Pon  voudra  dam  ion  plan,  ian>  <fwe  ton  affet 
statique  loii  changé.  Il  suffît,  pour  cela ,  de  remarquer  que 
des  Torces  égales ,  appliquées  aux  sommets  opposés  et  dans  la 
directioD  des  côtés  d'au  losange,  se  font  équilibre.  De  ce  théo- 
rème on  déduit ,  comme  corollaire ,  que  deux  forces  égaies, 
parallitet  et  de  même  lent ,  appliquées  mtx  extrémités  d'une 
verge  rigide  e<  inextensible,  ont  une  résultante  qui  leur  est 
paratUle ,  gui  est  égale  à  leur  somme ,  et  dont  le  point  d'ex- 
plication est  à  égale  distance  des  composantes. 

De  là  on  déduit  encore  que  le  couple  peut  être  iremplacé 
par  nn  couple  égal  agissant  dans  un  plan  parallèle  au  sien. 

Cette  ubiquité  du  couple  répond  évidemment  à  la  propriélé 
de  la  force,  qui  consiste  eo  ce  que  l'on  peut  la  supposer  ap- 
pliquée à  tel  point  de  sa  direction  que  l'on  voudra.  Représen- 
tons, avec  M.  Poinsot ,  le  conple  par  une  droite  perpendicu- 
laire k  son  plan ,  et  dirigée  de  manière  à  indiquer  le  sens  de 
la  rotation.  Tranqtorter  le  couple  d'un'ptan  dans  un  autre , 
est  alarsla  même  chose  que  Vi^tiquer  à  volonté  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  ta  direction.  Les  énoncés  pour  la  force  et 
le  GOU{de  sont  ainsi  rendus  identiques ,  et  mettent  les  esprits 
les  moins  clairvoyants  sur  la  voie  des  analogies.   . 

IV. 

Pour  aller  plus  loin ,  il  est  nécessaire  de  connaître  la  me- 
sure de  l'effet  exercé  par  au  couple ,  de  même  qne  l'on  a  déjà 
celle  de  la  ^ce.  Orcettc  mesure  se  déduit  des  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

t°  Les  efforts  de  deux  couples  aganl  même  bras  de  levier 
sont  entre  eux  comme  Imrs  forces; 
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3*  Lxs  efforts  de  deux  couples  ayant  mêmes  forces  sont 
mire  eux  comme  les  longueun  des  bras  de  levier. 

Id  prenùère  est  démontrée  dans  les  éléments  d'une  ma- 
nière h  pea  près  immédiate ,  sans  reconrir  à  la  aHDpositi(m 
des  forces  parallèles.  Il  n'en  est  pas  de  mémo  pour  la  secoDde. 
Toatcfob  la  difficulté  peut  être  lerée  par  mie  démoostrtiioii 
directe  trés-simpla  et  très-élémeataire. 

V. 

Soient  dens  conples  (  P,  a  ] ,  (  P,  b  )  ;  P  désignant  la  force 
commiine ,  a  et  I>  les  bras  de  levier.  SnpposcHis ,  b  étant  le 
plas  petit,  qn'OD  le  porte  snr  a  bout  k  boat  aataat  de  fois  que 
faire  se  pourra  ,  sauf  k  tdXeoir  on  reste  c  moindre  que  b. 
A  diaque  point  de  division,  perpendiculairement  an  bras, 
appliquons  deux  forces  P  directement  contraires  et  par  suite 
se  faisant  équilibre.  Il  suflit  de  constroire  la  figure  pour 
apercevoir  que  l'on  peut  décomposer  le  système  ainsi  établi 
en  autant  de  conples  égaux  à  (P,  6}  que  fr  est  contenu  de  fois 
dans  a,  pins  un  couple  restant  [P,  c).  Si  le  reste  c  était  nul, 
le  couple  (P,  a)  contiendrait  an  nombre  entier  de  fois  le 
couple  (P.  b),  et  le  Ihéorèm^  serait  démontré.  Supposons 
quelecontrairearrire,  rien  n'empêchera  ds  comparer  de  là 
même  manière  c  à  A  ou  (  P,  c]  à  { P,  i) ,  et  l'on  (^tiendra 
géoâralement  nn  second  reste  if  avec  un  couple  (P,  ^  ■<  (P,  c) 
[quant  au  bras  de  levier  senlement).  Ces  opérations  étant 
cdles  qu'il  faudrait  effectuer  sur  a ,  b,  pour  la  recherche  de 
leur  commune  mesure,  il  est  clair,  s'il  y  eu  aune,  que  le 
couple  auquel  elle  servira  de  bras  de  levier  sera  aussi  la  com- 
mnne  mesure  de  (P,  <i),(P,  b).  Si,  au  contraire,  H  n'y  en  a 
pas ,  comme  Ut  opératioru  lueeeniees  et  indé/imment  prolon- 
gées de  ^  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
(P,  a)  et  {P,  b)  eonduiient  à  la  même  série  de  quotients  que 
taix.  X  HkTBta.  III  3 
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donnerait  cette  rechtrche  entre  a  tth ,  notu  en  eoncltirons  «n- 
core,  avec  Amf^e,  que  le»  effàrUies  deux  eo^alet  tout  pro- 
poriumneh  â  leun  brat  de  Uner. 

VI. 

Si  l'on  admet  la  vérité  du  théorème  ainsi  présenté ,  rien  de 
plus  Tacile  qoe  d'en  dédoire  la  mesore  de  l'cflbrt  d'an  couple. 
Les  corollaires  sont  :  la  oompoiition  dei  force»  parallèle»  et  ta 
règle  du  parallélogramme  det  forces.  Dans  ces  applications , 
qai  n'ont  besoin  qoe  d'être  indiquées  pour  qa'oo  les  troave, 
le  transport  d'une  forc$  parallèlement  à  elle-tnême  d'gn  point 
d'aj^icaliOD  à  nn  antre ,  transport  qui  donne  naissance  k  on 
couple,  fig:ure  comme  moyen  de  démonstration,  de  même 
qnc  dans  les  recherches  les  plus  générales,  les  plus  com- 
plexes de  l'éqailibre  d'un  système  donné.  Ainsi  non-seule- 
ment la  théorie  de  M  Poinsot,  an  Ilea  de  se  présenter  h  la 
suite  des  anciens  éléments ,  pourrait  être  produite  en  léle  de 
lenr  exposition ,  mais  encore  elle  les  réduirait  à  n'être  plus 
que  de  simples  corollaires  presque  évidents. 

Il  no  nous  appartient  point  de  décider  s'il  serait  conve- 
naUe  d'intervertir  ainsi  l'ordre  des  éléments  ;  nous  saTons 
BTep  quelle  réserve  ce  qui  eSl  consacré  par  l'nsage  doit  élre 
traité.  C'est  aux  professeurs  à  juger  si  l'enseignement  de  la 
statique  est  sosceptible  d'être  modifié  en  quelques  points ,  et 
notamment  dans  la  partie  tout  à  fait  élémentaire.  L'examen 
anquel  nous  venons  de  nous  livrer  est  destiné  bien  moins  à 
résoudre  la  qnustion  qu'à  la  signaler  i  leur  zélé  éclairé  ;  et 
nous  seriwis  heureux  si  notre  manitrc  de  voir  leur  paraissait 
mériter  qaelqoe  allenlion. 
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SOLUTION  OU  PROBLEME  63  (tome  II,  p.416). 
PAS  m.  A.  PBonHar. 

Éléie  d«  mitbtiBXlqnes  apAciilci  la  cillégc  d'Aacb. 


ËtSDt  donnés  les  milieaz  des  côtés  d'nn  polygone  convexe , 
d'un  nombre  impair  de  côtés,  détermitier  ses  sommets  en 
Taisant  sealement  usage  du  compas 

)■  Soienid'abord  A,B,C  les  milieux descAtésd'aD  triangle, 
et  proposons- nous  d'en  déterminer  le»  lommets.  SappoioQi 
le  problêoto  résolu  •  soient  A',  S,  G  les  sommets  cberdiés 
{fig-2),  d'après  an  Ihéorèmeconnn,  la  droite  qai  joint  A  et  B 
est  parallèle  à  A'Bf,  de  même  BC  est  parallèle  à  OB',  noos 
aurons  donc  dans  la  GgnreABCB'uD  parallélogramme  dont  ' 
UD  des  sommets  est  le  sommet  cbercbé  i  or  nous  cmnaissons 
trois  sommets  de  ce  parallélogramme ,  il  noos  sera  Tacilo  de 
déterminer  le  quatrième.  Pour  cela  je  décris  deux  ciroonfé- 
rences  :  la  première  du  paini  A ,  comme  centre,  avec  un  layoa 
égal  à  fie  i  ta  deuxième  du  point  C ,  comme  centre ,  avec  un 
rajOD  égal  à  AB  i  l'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  sommet  cherché  i  ondétermincrail  demémelespCMota 
A',C. 

3*  Si  maintenant  nous  aroos  pour  données  les  milieux  des 
c6tés  d'an  polygone ,  d'un  bqitagone,  par  exemple ,  le  pro- 
blème sera  ramené  au  cas  précédent ,  dès  que  nous  serons 
papTenns  à  trouver  les  milieux  des  diagonales  qui  jcrigoeot 
les  extrémités  des  c61ésconsécatirs. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  A,  B,  G....  [fy.  3  ) 
les  milieux  dcHmés,  A',  B',  C les  sommets  exposés. 

Dans  le  qnadrilatà«  CD*  E'  F'  on  conoalt  les  milieux  de 
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trois  eôtésj  le  milien  R  do  quatrième  se  déterminera  à 
l'aide  du  onnpas,  car  d'après  on  théorème  conon ,  ces  qoatre 
poiots  doivent  être  les  summels  d'un  parallé1(^aR]ine.  De 
mdme  les  milieux  de  trois  côtés  du  quadrilatère  C  F'  G'  B' 
étant  GOonoB,  on  déterminera  le  milieu  S  da  quatrième  on 
de  la  diagonale  G' B*,  ou  aura  donc  ain<i  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  A',  B',  C  et  par  leur  moyeu  les  trois  sommets 
A',B',G'. 

3°  On  inmvera  de  même  tant  de  sommets  que  l'on  Toadra 
de  l'heptagone;  mais  dès  que  l'ou  connaît  le  sommet  A'  il 
suffit ,  pour  avoir  les  autres,  de  savoir  résoudre  ce  problème  : 
ÉKmt  donnés  F  extrémité  A'  d'une  (igné  et  son  tRiVteuE(fig.  3) 
déterminer  à  l'aide  du  compoi  Vautre  extrémittR'  .Ma  ^aA^, 
comme  centre,  avec  ooe  ouvcrlure  de  compas  égale  à  EA', 
je  décris  une  circonférence.  Portant  ensuite  la  même  ouver- 
ture de  compas  sur  cette  circonférence ,  à  partir  de  A',  je 
détermine  les  sommets  de  l'hexagone  régulier  inscrit.  Le 
sommet  opposé  à  A'  est  évidemment  le  point  cherché  B", 
connaissant  B'  et  F  on  déterminera  de  mémeC,  et  ainsi  de 
suite. 

La  construction  que  uons  venons  de  donner  s'étend  facile- 
ment à  no  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés,  car  un 
pareil  polygone  est  toujours  décomposable  en  plusieurs  qua- 
drilatères et  triangles. 

4*  On  peut  se  convaincre,  à  posteriori,  qae  le  problème  ad- 
met tonjonrs  une  solution,  et  n'en  admet  qu'une.  En  eOet ,  si 
on  construit  tous  les  sommets  d'abord  depuis  A'' jusqu'à  D', 
ensaite  depuis  A'  jusqu'à  F,  il  est  bien  évident  que  les 
points  B,C,D,E,  F,  G  sont  les  milieux  des  six  côtés  du  po- 
lygone obtenu  -,  mais  on  ne  voit  pas  aussi  clairement  que  A 
devra  être  le  milieu  du  côté  D'F.  Nous  allons  démontrer  qu'il 
est  anssi  le  milieu.  La  ligne  B'  G'  a  pour  milieu  le  point  S , 
car  ce  milieu  doit  se  trouver  k  la  fois  sur  la  ligne  DS  parai- 
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VAt  k  A'B',  el  sur  la  ligne  ES  parallèle  k  A'G',  de  ménra 
Rsera  le  milieu  de  C'F' ,  car  le  milieu  doit  se  trouver  sarCR 
droite  parallèle  à  la  diagonale  C'G',  et  sur  la  droite  FR 
parallèleëVF  :  mémedémoastralioD  pour  proarer  queA  est 
le  milieu  de  DfE'. 

S*  Le  problème  analogue  pour  les  polygones  d'un  nombre 
pair  de  cAlés,  ou  admet  une  infinité  de  solution),  on  n'en 
admet  aucune.  D'aixtrd  si  on  donne  quatre  points  comme 
èlant  les  milieux  des  côlés  d'an  quadrilatère,  le  problème 
sera  impossible  si  les  quatre  points  ne  sont  pas  les  sommets 
d'un  parallélogramme  ;  mais  supposons  cette  condition  rem- 
plie. Par  le  point  B  je  mène  [fig.  4)  une  droite  qoeloonqne 
snr  laquelle  je  prends  de  cbaquc  cdlè  deai  longueurs  éga- 
les BF,  BË,  je  joins  Eau  point  A,  et  prends  AH  =A£;  je 
jnuB  Fau  point  C,  et  prends  CG  =  GF,  on  verra  par  nn 
raisonnement  analt^ue  a  cnlui  fait  dans  le  n*  3  poar  le  qua- 
drilatère B'CFG',  que  la  ligne  HG  passera  par  le  point  1),  et 
y  sera  partagée  en  deux  parties  égales-  Le  quadrilatère  con- 
struit sera  donc  nue  solution  du  problème ,  qui  en  adme  t  une 
infinité ,  puisque  la  direction  et  la  grandeur  de  la  ligue  £P 
sont  arbitraires. 

Ëosoite  pour  nn  polygone  quelconque  d'un  nombre  pair  de 
cOtés ,  on  pourra  construire  un  quadrilatère  tel  que  (rois  des 
points  donnés  soient  les  milieux  de  trois  de  ses  cOtés  ;  pais  un 
second  quadrilatère,  ayant  an  câlè  commun  avec  le  premier, 
el  tel  que  deux  autres  des  points  donnés ,  soient  les  milîenx 
de  deux  de  ses  côtés ,  el  ainsi  de  suite.  Le  problème  sera  im- 
posssible,  si  le  dernier  côté  du  dernier  quadrilatère  n'a  pas 
pour  milieu  te  dernier  point  donné.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie, le  problème  saa  possible ,  mais  admettra  une  infinité 
de  solalioos ,  puisque  le  premier  quadrilal^iv  peut  varier 
d'une  inGnilc  de  manières. 
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DÉMONSTRATION  DU  THEOREME  68  (p.  327, 1. 11). 

9AB.  P.  A.  a.  OOL0MBIBB. 

Héftat  de  aatbtmiliqacf  1  Béiitn. 


QtuUre  poùil»  [0,8,  o',  s")  (6g.  5]  éUaU  plaeéi  htcrmorù- 
9W«m«n(  (OB  :  o'b  ::  m'  ioV)  gur-unedrmU(Pi))  iUfudram- 
fértnce  qui  pou*  par  deux  pointi  conjugué*  (o ,  o'  )  coupt 
orlhogonalenent  la  ârconférence  décrite  xar  la  diitattee  des 
deux  ttutret  pomti  conjugués  (s,  s*)  comme  diamètre. 

iWmoiufrafton.  Swt  c  le  centre  d'une  circonfîêrence  pas- 
sant par  o,  o'  i  et  c*  celai  de  la  drconférence  décrite  snr  m" 
oomme  diamètre.  La  circonférence  qui  a  stn  centre  en  c  de- 
vant passer  par  an  point  o'  do  diamètre  »'  de  l'antre  circon- 
rArence,il  est  certain  que  les  circonférences  seront  toDJours 
aécaetes.  Soit  A  l'nn  quelconque  des  deux  points  d'intersec- 
tion. Il  faat  prouver  que  les  tangentes  menées  aox  circon- 
tiËrences  par  ce  point  sont  orlbogonales.  Mais  s'il  en  est  ainsi, 
la  tangente  à  l'ane  quelconque  des  deux  circonféreoces  est 
normale  Ji  l'antre  en  A  ;  dès  lors ,  d'api^  nn  principe  conoQ, 
ces  deux  normdes  dmvenl  passer  par  les  centres  c,c' .  Donc  la 
question  se  rédait  à  prouver  que  le  triangle  cAd  est  rec- 
tangle en  A ,  on ,  pins  simplement ,  qu'on  a  la  relation 

ce'  =cA   -\-  Ad   . 

En  effet,  désigncHis  par  r  le  rayon  de  la  circonférence  c. 

On  a  Ac'  =  /■'.  (t) 

R^réscnlonso«,  o's  par  dct  b;  dès  lors ,  d'après  la  propor- 
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tioo  bannoniqne  ,oaao/  =  a    t"-- ,  et  d'après U  figure , 


il  Tient 


Od  troave  racilemeDt  d'après  la  proportion ,  et  de  ce  que  le 
triaiigle  c&f  nt  rectangle , 

Si  l'on  joint  co',  te  triangle  rectangle  cBd  éuaa» 

en-^iininant^  pa  addition ,  et  rédnisaol  le  second  membfc 
il  Tient 

—  a'y 

m 

De  ce  qoe  l'équation  (3)  est  la  somme  des  éqoatioiis  (1) ,  (2) , 
il  s'ensuit  qa'fHi  a 

ce'  =  cA.  +  Ac" . 
Donc  le  triangle  ce' A  est  rectangle  en  A  ;  par  coM^neilt  les 
lang^tes  anx  deax  premières  drconfêrences ,  menées  par 
rrni.qnelconqoe  de  leor»  pirints  d'intersection ,  sont  oribr^o- 
Bales.  C.  Q.  F.  D. 
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DETERMINATION 

du  eeulre  dt  granté  de  la  surface  totale  (Tun  tronc  de  cône 
ôratlmTe  droU  àhtuesparaltèUs. 


\"  Solution. 

Il  est  évident  que  le  raooMtDt  de  la  sorfaee  totale  da  tronc 
de  oône  ABCO  (/Ig.  6)  est  ^al  aa  moment  de  la  snrface  coo- 
Tesedac&ieSCD,  plas  le  nKnnentdelabaseducdDe  SAB, 
plus  le  tpomait  de  la  bste  du  cane  SGD  moïni  le  munent  de 
la  surface  conveie  da  G6ne  SAB ,  tons  ces  moments  étant 
pris  par  rapport  à  la  base  CD. 

SoitAC=c,  SG=C,SA  =  c',CB=H,  AF=r,SE=H, 
SF=A',  EF=A. 

La  snrfsce  convexe  da  tronc  decdQee8titr:(R-|-r] ,  et  sa 
surface  totale  «{(R+/-)c+R"  +  /-'}. 

La  snrface  convexe  da  o6ne  SCD  est  ttRG,  cl  la  surface  de 
sa  baie  est  itR". 

La  surface  convexe  du  cOne  SAB  est  «rc',  et  la  surface  de 
sa  base  est  nr'. 

U'ailleurs  on  a  G  :c'::R  :r,  d'où  C  — c';C::R— r:  R. 
Donc  C=g— -.  Onadem^eC— c*  :c' ::  R  — r;  r;  d'où 

c'  =     _  ■  La  proportion  H  :  A'  :  :  R  ;  r  fonmit  aussi  H— A'  : 

H::R  — r:R;  d'où  H  =  h^-  P»'s  H-ft':A'::ii— r;/-,- 
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TtRC. 


d'où  *'=^  _-■  Cela  posé, a-  étant  la  distance  dn  centre  de 
lïravilé  dierdié  à  la  base  CD ,  on  a  poor  moment  de  la 
ratftce  totale  da  tronc,  j:.Tt{c(R  +  r)-f  R'  +  r*!- 

t  de  la  snrface  cooTeze  do  cùœ  SOD  est  évi- 

H 

— ,  ou  bien,  en  remplaçant  C  et  H  par  leurs 

,  cR  AR 

Taletm  «r.  g—-  .  —  Le  moment  de  la  Inse  CD 

est  nul.  Celai  de  la  surface  convexe  da  c6ne  SAB  est 
L  de  )•  base  Afi  do  cdne  SAB  est  itr'A.  On  a  d(Nic 


BMmoil  I 
l'égàtilé 


cr    /      hr  \ 

D'où  l'on  tire ,  après  avoir  fait  les  réductions  et  efliectoé  la 
divis«ipar(R— r)*. 


3c(R-f.r)+R'+,^- 


DÉMONSTRATION 

de  troi»  théorèmes  de  géométrie,  y  compris  le  6^ 
(p.  416,1.  II). 

»*a  m.  KtoM  AiiKB, 

JadM  élé*E  de  PfiMle  polj-wtluUqoe.  et  i«p«iiiear  <u  Ù>ll«(c  Ubi^Ib-GtmJ, 

I"  Théorème. 
Si  de»  polygones  (/ij.  7)  ABCD..,  A'B'C'D',  sont  sembla 
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biea ,  intérieun  Fdd  à  l'aotre ,  et  ont  leurs  cMës  homolc^ea 
parallèles ,  tout  polygone  PQRT  à  U  fois  inscrit  dini  l' un  et 
drcooscrît  à  l'astre ,  a  une  surface  moyenne  proportîoandle 
eotre  cel^s  des  deux  polygones  semblables. 

En  effet,  les  droites  AA',  BB*,  CC qai  joignent  les 

sommets  hoisologQes  des  deux  polygones  semblables  sembla- 
blement  placés ,  viennent  tontes  conconrir  au  même  point  o , 
centre  âe  simitilnde  des  deux  polygones  (tbéorëme  connu). 

Je  joins  ce  point  o  avec  tous  les  sommets  do  pcdygone 

moyen  par  les  droites  of,  oQ ,  oR  ,  oT qui  coupent  les 

côtes  correspondants  du  polygone  intérieur  aux  points^,  q , 
r,  t.,...  Cette  coDsIrnclioii  décompose  les  trois  ptdygoiwa  en 
triangles  tels  que  chaque  triangle  du  polygone  moyen  eri 
moyen  proportionnel  entre  les  deux  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  poLygcmes  semblables. 

Par  exemple,  oQff  donne ,  à  catise  du  parallélisme  de  AB 
el  AB', 

o<^;  otJB'  ;:  oB:oB'::  oQ  :oq  -.loQfi'-.oqB'. 
Ed  outre,  le  point  o  étant  le  centre  de  similitude  des  poly- 
gones ABCD A'B'C'D' ,  les  surfaces  de  ces  triangles 

qui  se  correspondent  et  qui  sont  homologués,  soûl  entre  elles 
comme  adies  S,S'  de  ces  pelygooesj  d'où 

„ni.-°f'''XS_lîB'     „. 


Substituant 

oQB' 

Chaque  triai^le  dn  polygone  PQRT donnant  cette  même 

relation ,  il  vient 


=  v/;®s?;iB'=\/!^xs.s'="^i/s.s'. 


opA.'-\-ok'q-i-oqB'+... 
'  S' 

mais  le  noméralcur  n'est  antre  chose  que  S'  lui-même  i 


oPA'+«A'Q-hoQir+ ^oP'^^'>''9^o^»-t v/s:s-; 
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poly.  PQRT =  \/po|y,  ABCD X  poly-  AffCTC 

Renuarqua.  1*  Ce  théorème  a  cela  de  remarquable ,  qu'il 
est  encore  vrai  quand  même  les  trois  pdnta  P,A',Q  ou  QVK 
ne  seraient  pas  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  qnaud  même 
le  polygone  PQRT  ne  serait  plus  oonvexe,  ponm  toutefois 
que  ses  sommets  soient  allernatiremetït  nu  sommet  dn  fdlj- 
gorte  intérieur  et  sur  un  c6té  du  polygone  extérieur.  Cela 
lient  aa  parallélisme  des  cdiés. 

S*  ZjQ  théorème  serait  encore  vrai ,  si  les  polygones  étaient 
remplacés  par  des  secteurs  polygonaux  assajettis  aux  mêmes 

(XMHtiUoOS. 

3"  La  démoosfralion  est  évidemment  la  niéme  pour  des 
triangles  assujettis  anx  mêmes  conditions,  c'est-à-dire  poac 
le  théorème  (64)  énoncé,  p.  4)6,  i.  II. 

Ce  théorème  sur  les  triangles  estdtédaosGei^one,  t.  Il, 
p.  9S  ,  sans  aucune  dënxHistratioo  ;  M.  Lilatle ,  professenr  i 
Angers ,  y  est  parvenu  par  des  considérations  trigonométrie 
qne»  j  on  peut  en  donner  cette  autre  démonstration  iBenant 
[fig.  8)  ce  parallâe  à  AB  ,  ainsi  que  les  autres  lignes  tra- 
cées sur  la  figura ,  le  parallélisme  donne 

A'DC=A'CC',    BTCssB'CC',    A'EB^A'Gff. 
Oooc  DEF=A'GC    et    A'CB'=A'C"B'. 

Les  triangles  A'C'B'  et  A'GC  sont  entre  eux  comme  G"ff  et 
CG  (  donc  comme  les  hauteurs  des  triangles  A'Cff,  ACB  ;  ou 
eofin  comme  leurs  c6tés  bomologoes  A'B*  et  AB.  En  outre 
A'GC  :  KGC  :  :  ca'  :  CK  :  :  AB'  :  KG 
KGC:ABC::KG  :  AB. 
Mnlti|riiant  terme  à  terme,  A'GC  :  ABC::  A'B*  :  AB. 

Ooac  A'G'B'  :  A'GC  :  :  A'GC  :  ABC , 

on  A'B'C  :  DEF  ::  DEF  ;  ABC  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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2"  Théorime. 

Si  aax  sommets  d'an  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
OD  Dktee  des  tangentes ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères 
ainsi  construite  concoarent  tontes  au  même  point. 

Ponr  le  démoatrer,  je  remarque  qne  si  deux  Iriangles  ont 
an  angle  égal  et  on  angle  supplément ,  les  cAlés  opposés  aox 
angles  égaux  srat  entre  eux  comme  les  cAtés  opposés  aux 
angles  snpplémentaires  (ce  qui  se  démontre  en  plaçant  les 
deux  triangles  l'un  contre  l'autre ,  de  sorte  que  l'angle  inté- 
rieur de  l'un  devienne  l'angle  extérieur  de  l'aulre.) 

Cela  admis ,  soit  o  la  rencontre  de  BO  et  de  HF  {fig.  9),  les 
triangles  BoF,  DoH  ont  l'angle  o  commun  et  l'angle  B  sup- 
pl^nent  de  D ,  puisque  BF,  DH  sont  tangentes  aux  extrémi- 
tés d'une  même  corde  BD.  Donc ,  BF  :  BH  :  :  Fo  :  oH. 

Soit  o'  iB  rencontre  de  AC  et  FH ,  les  triangles  Fo'C,  Ao  H 
sont  dans  les  mêmes  conditions  i  FC  :HA::Fo':o'H,  àcause 
du  rapport  commun  ;  Fo:oH  ::Fo':tf'H  ou  Fo:FH  :;  Fo':FH. 
Donc  Fo  =  Fo'  ;  c'est-à-dire  que  les  doux  diagonales  coupent 
FH  au  même  point.  Donc  aussi  EG. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

lîemarque.  On  peut  considérer  le  cercle  comme  base  d'un 
irrlindre  ou  comme  base  d'un  cône,  et  celte  figure  comme  une 
projection  cylindrique  ou  comme  une  projection  conique.  De 
U  ce  tbéorâne  :  Si  aux  -sommets  d'un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  des  tangentes  à 
cette  courbe ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères  ainsi  for- 
més concourent  toutes  au  même  point. 

3*  Théorème. 

Si  de  deux  points  (/ii;.  m)  D,D',  ducAléDCd'un  triangle 
ABC  quelconque,  on  mène  dt'S  parallèles  DË.UF;  D'F, 
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VF  «ox  deax  aulres  cAlés  da  triangle,  c(  si  l'on  joint  nn 
point  M  quelconque  da  côté  BG  aevc  les  exlrémités  de  ces 
parallèles ,  les  deux  triai^Ies  EME',  FMF'  qui  en  résnllent 
forment  one  somme  constante  et  ^ale  aa  triangle  DAD* 
formé  eo  joignant  les  deux  points  DV  arec  le  sommet 
q»posé. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  d'un  point  M  qnel- 
«mqne  de  la  diagonale  Dlf  d'un  parallélogramme  EDGiy, 
on  mène  des  parallèles  à  ses  côtés ,  il  eo  résulte  quatre  pa- 
rallélogrammes ,  les  deux  KRMT,  PMSG ,  qui  ne  contieu- 
nent  pas  la  diagonale ,  sont  équivalents. 

Ed  effet ,  ces  parallélogrammes  sont  entre  eux  comme  les 
triangles  RMT,  PMS,  c-ti  d.  oomiiQeMRxMT:MPxMS. 
Or  le  parallélisme  donne 

MR:KD'::DR:DK;    MT:DK  ::  DT:D'K. 
Multipliant  ces  denx  proportions  terme  à  terme,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs , 

MRxMT  =  DRxD'T  =  MPxMS. 
Donc  les  parallélogrammes  RMTK,  PMSG  sont  équivalents. 
Ce  qu'il  fallait  d^nontrer. 
Cela  posé, 

EME  =  ^.EPTE';     FMF  =  ^FRSF'. 

Faisant  la  somme  et  remplaçant  RMTK  par  PMSG,  il 
vient 

EME'+  FMF  =  ^EGD'E  +  iFKffF, 
•  somme  qoi  est  constante. 
Ed  second  lieu , 

D  Aiy  =  DA  K  -f  DKD'  +  K  AD' 

ou  DAD'=  ^EDKE'+^DGDK+iKFF'D'. 
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Donc,  EME'+FMF'=DAD  ; 

ce  qo'il  fallait  dérnootrer. 

La  démonstration  serait  abstdumeDt  la  même  si  le  point  M 
était  aar  tout  antre  pcrint  de  BG  non  îptértear  à  NJf.  Enfin , 
ai  le  point  M  était  sur  le  prolongement  du  cftté  fiC ,  ce  serait 
la  diflërencfl  des  surfaces  des  deux  triangles  MEF,  MEE', 
qol  serait  coDstaote  et  égale  k  celle  do  triangle  DAD'. 


NOTE  SUR  LES  PILES  DE  BOULETS. 


PoK  démoolrer  les  formoles  qnt  serrent  à  la  sommation 
des  piles  de bonlets,  on  emploie  ordinairaDentceUesqai  sont 
relatives  ans  sommes  des  puissances  semblables  des  termes 
d'ane  {vogresdon  aritbméliqae ,  on  bien  on  a  reconrs  A  la 
tbéwie  des  combinaisons  .-  là  démonstration  suivante,  qoi 
n'emploie  ni  les  nnes  ni  les  autres,  m'a  semblé  pins  simple. 

nie  est  fcmdée  sur  cette  remarque.  Une  tranche  de  pile 
carrée  de  n  bonlets ,  sur  chaque  cdté,  peut  être  considérée 
comme  l'assemblage  de  deux  tranches  de  piles  triangulaires, 
l'une  de  n  boulets,  l'antre  de  n — 1  boulets  de  cdlé. 

C'est  ce  que  l'on  voit  facilement  en  Qgoranl  une  tranche 
de  pile  carrée ,  et  tirant  nne  ligne  droite  le  long  des  boulf^j» 
qui  forment  la  diagonale. 

D'ailleurs,  on  le  voit  facilement  par  l'identité  suivante  ; 
..«_(»  +  *)"    .    «("-!) 
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La  {vemière  stHorne  est,  comme  on  «ait,  le  nombre  des 
boalela  de  la  première  tranche  de  pile  triangulaire  indiquée  -, 
la  deaxîèoie  est  relative  k  la  Irancbe  de  n  —  1  boateta. 

Par  suite ,  en  dteignaot  par  Qa  le  nmnbre  des  boolels  de 
loale  la  pile  carrée ,  et  par  Tu ,  T.-)  les  sommes  de  boalets 
de  deox  piles  triangulaires,  l'ane  de  n  (raoches,  l'autre  de 
«  —  1 ,  on  aura 

Q,  =  T»  +  T^,. 

Une  pile  triaagolaire  de  n — 1  tranches  est  ainsi  composée  : 
l"(mdie,  Ibontel. 
î-     Id.        1  +  2. 

3*       id.  1  +  2  +  3. 


(«— mtraKba,  l+2+S+...+«— I. 

D<»cT_,=l(»— l)+2(n— 2)+3(n— 3)+...(n— I){b— (n— i)) 
=n(l+2+$+...+n—l)—(*+2'+3'+... («—!)'). 

Eb  diaiigeuit r — 1  eDn,oa  nen  r+1|  onaort 

T,=  (n+l)(l +S  + S +  ...  +  «)-(! +2*  + a"...  «•) 

=  («+1)(l  +  2+3+...  +  «)-Q.i 
d'où      T.  +  Q«=(n  +  l)(l  +  2+3+...  +  n). 
RefDjteçuit  Qw  par  la  valeur  ci-dessus ,  il  vient 

aT,  +  T^.  =  (>.  +  l)(l+2  +  3+...n). 

Ajoatonsdes  deux  paris  1  +  2  +  3+  ...n,  valcar  d'ooc 
n' tranche,  Tm-i  deviendra  ^al  à  Tn ,  et  on  aiva  ST.  +  Tn 
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Pile  curée. 


*  1.2.1 


1 .3.3       '      l.â.3  l.a.3 

La  f(rmnle  qui  doane  la  somme  des  boulets  d'une  pile  rec- 
laagnlaire  se  dédoisant  facilement  de  la  précédente,  je  a'a- 
joQterai  rien  de  pins. 


NOTE 
sur  Ut  racines  infimes  des  équations. 


Je  me  propose  d'examiner  quelques  poiats  de  la  (bénie 
des  asymptotes  rectilignes  aux  courbes  algébriques. 

Dans  l'ordre  d'exposition  qne  j'adopte  rit  est  utile  dépar- 
ier en  premier  lieu  des  racines  infiuies  des  équations  à  une 
seule  inconnue.  Je  commence  par  l'examqn  du  principe 
suivant  : 

I.  Lenqtu  le  coeffUienl  du  premier  terme  d'une  éq%uition , 
A  j:" -f  B.r"-' +  Cr— +....=  0 , 
devient  nul ,  l'équation  admet  une  racine  infinie. 

Expliquons  d'abord  quel  est  le  sens  précis  de  cet  énoncé  , 
on  do  moins  celui  que  nous  y  atlacberona. 

Les  coefficients  B,  G,  .....  sont  supposés  réels  et  déter- 
minés; le  coeffldent,  A,  dn  premier  terme  est  variable ,  et 
peut  recevoir  des  Taleors  aussi  peliles  que  l'on  voudra ,  tant 
négatives  que  positives  :  il  sera  toujours  possible  de  donner  h 
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Ce  ooeffidflot  A  nae  valear,  a,  saiez  patite  pour  qœ  l'équa- 

tioo  oLr"  +  Bj:^"  +  Gi:""  +  ....  =0  ait  nne radm  réelle 
plus  grande  qaetoni  ncMidtre  déterminée,  et  cette  racine 
réelle  deriendra  de  plos  en  plus  grande,  lorsque  i  diminoera 
ivogressivement,  en  amTergeaot  rers  zéro. 

C'est  seolement  cela  qae  je  yeux  exprimer  en  disant  ■■ 
Lonqae  le  coefficient  duprtmier  terme  devient  nul,  FiqwUion 
admet  «ne  raâne  infinie. 

£t  par  Gonaéqoeal ,  je  ne  dirai  pas  :  L'éqoaUon  A*x*+1=0 
a  ses  radoes  iofinies  quand  A  =  0  ;  car  ces  racines  restent 
conslammcut  imaginaires,  quelque  petite  que  soit  k  valeor 
rtdle  atirftnèe  au  coefficient  A  (*]. 

La  ménie  otMerralion  s'applique  àVéqualîtm  A'x*-f- jc4-{- 
+X-' — 1  =0,  quoique  cdle-ci  ait  deux  racines  régies  pon- 
toutes  les  Tsiears  rédies  de  A.  Mais  ces  rsdms  ne  peuvent 
devenir  anssi  grandes  que  l'on  voudra ,  car  elles  giHit ,  né- 
cessairement ,  moindres  que  l'unité. 

Ad  reste,  les  conclusions  tirées  de  ces  deux  exemples  ne 
«mt  nullement  en  CMitndiclion  avec  le  principe  énoncé , 
puisque ,  dans  l'énoncé  même  de  ce  principe ,  j'ai  eipreasè- 
ment  sn{qKMé  que  le  coeflicient  du  premier  termede  l'éqaa- 
lion  considérée  pouTait  recevoir  des  valeurs  tant  négatives 
que  pontives  ;  c'est-à-dire  pouvait  changea  designs  ;  tandis 
que,  au  cntlraire,  dans  les  deux  éqnalions  prises  pour 
eifln|rie,  j'ai  admis,  par  la  forme  même  attribuée  an  coeffi- 
dent  du  premier  terme ,  que  ce  coefloicnt  conserverait  oon- 
stimroent  le  même  signe. 

Gonsîdénms  encwe  l'équaliOD  générale  du  second  degré  A 
niw seule  inconnue  kx^-j-Hx  +  C^o,  dont  les  deux  ra- 


de \t  loimffty —t.  CtWt  minière  de  p*rIcTptDléIre  admlw,  iMlt)e| 
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eines  x',  y,  «nt  Mtermioées  par  les  formules  . 

-ac  ^.,_       -ac 

^  ~  B+I/B»— 4AC  '  B— \/B'— 4AC' 

Je  suppose  qne  les  coefficienls  invariables  B,  C,  soient 
positifs ,  et  je  donne  au  coefflcienl,  A ,  du  premier  terme  des 
valeurs  positives  de  plus  en  plus  petites.  Dès  que  l'in^alité 
A<  5-  sera  satisfaite,  les  deui  racises  de  l'àpialion  secoBt 
réelles,  et  la  racine  x"  in  toujours  eta  «DBnwnlMtt  pour  des 
valeurs  décroissantes  de  A  ,  à  partir  de  ^.  11  est  d'ailleurs 
évident  que  l'on  peut  donner  an  coefficieni  A  une  valeur  po- 
sitive asseï  petite  pour  qne  la  valeur  de  x"  surpasse  Ipnl 
MBdm  donné  i.  Enfin,  cette  racine  jt"  reste  oonslanuoeat 
négstiTe  dans  tons  les  éUts  de  grandeur  ipi'eUe  acquiert, 
lorsque  la  valeur  positive  de  A  diminue  la-ogressivement ,  en 
convergeant  vers  zéro.  C'est  ce  que  je  conviens  d'exprimer 

ainsi  ■ 

L'éqnatiwi;+Ax'+Ba:  +  C  =  0,  a  une  racine  infinie 
négaMve,  quand  le  coefficient ,  +  A ,  de  son  premier  tenue 
se  rédnit  à  z^o. 

Si  l'op  suppose  A  négaUf ,  la  racin»  j?"  reste  constamment 
positive,  et  aagukeate  au  delà  de  toute  limite  assignable, 
poor  des  valeurs  absolues  de  A ,  suffisamment  petites.  C'est 
ponr^ui  je  dirai  : 

L'équaiion  — Ax'4-Bj:+Cx=0aune  racine  infinie  po- 
sitive, quand  le  coefiicient  —A  de  son  f^emier  terme  se 
réduit  à  zéro. 

Si  le  second  terme  manque ,  l'équation  est  Kx'+  C=0.  Le 
coefficient  C  étant  supposé  positif ,  les  racines  de  l'ôquaUon 
restent  imaginaires  pour  toute»  les  valeurs  podUvei  de  A  ; 
mais  lorsqu'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives , 
Véquation  devient  —  A  a:'  +  C  =  0  ;  et  si  A  s'annule ,  cette 
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dernière  éqmtioo  a  deux  ncines  ïnliDJes ,  l'aiie  potitive  et 
l'intre  iiégftliTe. 

S.  Je  pane  actnellenieQt  à  la  démooslralioii  da  principe 
générât  énoDcé  n*  1 . 

Je  comidère  d'abord  l'éqnatioa  de  degré  pair 
Ax""—  hx"^  -f-Cx'— '  + ....  =  0, 
dans  laquelle  le  second  terme  a  un  coefficient  négatif ,  et  je 
dooM  aa  coefficient  A  du  premier  terme  dei  valeurs  paai- 
tires  indéfinimenl  décroisBanles. 

Dans  cette  hypothèse ,  l'éqnatioa  ne  peut  admettre  une  rt- 
cineinfliiieDégatiTe;  car  «l'ondéaignepar  14  la  valent  absolae 
da  plus  grand  des  coefficients  B,  G,  etc., les  racines  négatives 

auront  ponr  limite  —  (  n  "i"  M' 

Maia  on  peut  donner  an  coeffldent  A  nue  valeur  postUre 
a  amet  petite  poor  qne  f  équation  admette  aae  radne  positive 
ploi  grande  qoe  toat  nombre  donné  i,  et  si  la  valeur  de  A 
3  à  dèerollre  à  partir  de  a,  cette  racine  réelle  ira  en 


En  efiet ,  soit  N  la  valeur  absolue  dn  pins  grand  des  coef- 
ficients da  polyndme  —  Bar'*"'  -|-  Cx"^  -\-  etc.  ;  en  rempla- 


par  one  valeur  plus  grande,  le  résultat  delà  sabstitation 
sera  négatif ,  et  sa  valeur  absolae  angnacntera  continaclle- 
ment  avec  celle  de  la  quantité  substituée  à  x.  C'est  là  an 
principe  démontré  dans  les  Éléments  d'Atgélire.  Cela  posé, 
désignons  par  ^  oA  nombre  an  moins  égal  an  plus  grand  des 

deux  nombres  q'  + 1  et  3;  et ,  snbslitaons  p  h  x  dans  le 

premier  nombre  Aa:'*  — Bj?'""-|-Cx'*"'+cIc.  de  l'équa- 
lion  préposée.  Ce  polynôme  deviendra  Ap'" — Bf"'~'+Cf;'*"" 
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+  etc. ,  on  bien  encore  :  Ap*" — n,  en  nomnuit — nlava- 
leor  de  — Bp'"~'+Cp"'"-f  elc.  Et  par  consAqoeiit,  ea 
donnuit  an  coefficient  A  une  valeor  porilîTe  s  moindre  que 

-^ ,  le  résollat  de  la  substilntion  de  p  i  x  dans  le  premier 

memlHti  de  l'équation  ajr" — Bx'*~'+Ca:'""+elc,  =0, 


membre  de  celte  équation  devient  porillf ,  et  conserre  le 
même  signe  pour  toute  ralcnr  plaa  grande  sabstitDée  à  x  i 
donc ,  l'éqnation  aura  one  racine  fi  comprise  entre  ^  et 

— [-1.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  a  ^>>^,  puisque  j3 

est ,  par  bypolhèse ,  an  moins  égal  à  i. 

Il  faut  encore  observer  que  0'  est  la  plus  grande  dies  ra- 
cines positives  de  Téquation  sj:*" — B.r'"^+<ir*"~*+....:^0, 
car  le  premier  membre  de  cette  équation  reste  oonslammeot 
positif  pour  des  valeurs  croissantes  de  jt,  à  partir  de  |3'- 

Mais  «m  donnera  à  l'équation  Ax*" — Bj'"~'  +  Gr'"^ 
+  ..■■  =0  une  racine  pins  grande qne  p',  eo  remplaçaotA 
par  one  valeur  positive  «'  moindre  que  a.  En  tBeL,  réalité 
«<i""~  Bp""-'-|-CS""--f ....  =  0  donne  r 

,'p'i-_B^'"^'+Cp"— + ....  <0. 

D'on  il  suit  que  l'équation  «'j^— Rr'"~'+Gr*^-l-....«=0 
a  une  racine  positive  supérieure  à  ^'. 

Ainsi,  l'équation  +Ax~— ftï:*-'-|-Gr""-f- etc.  =  0  ad- 
met une  racine  infinie  positive ,  quand  A  se  réduit  k  zéro. 

Si  les  valeurs  décroissantes  altribnées  au  coefficient  du 
premier  terme  sont  cooslammeot  négatives,  l'équation  prend 
la  forme  : 

—  A-x'"—  Bx*^"  +  Cx'"-'  +....=  0 , 

et  ses  racines  positives  ont  nécessairement    pour    limite 
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leur  a  ucez  petite  pour  qm  l'équation  ait  ane  racine  nèga- 
tïTe  —  3'  I^^  grande ,  en  Talenr  abKdne,  que  tout  nombre 
négatif  —  t  assigné.  Et  la  Talenr  de  ^'  ira  en  augmentant 
à  meanre  qne  «  deviendra  pins  petit.  En  d'antres  termes  : 

L'éqnation— Aj:"'— Bj:'—-f-&r""4-....  =  0  asra  ooe 
racine  Infinie  nôgative ,  lorsque  A=  0. 

Le  raîMmoement  est,  dans  ce  second  cas,  entièrement 
semblable  i  celui  dn  premier. 

La  même  analyse  s'appliqne ,  sans  aucune  modification  : 

i*  Aux  éqaaUcns  do  degré  pair  ±  Ax'"+Bx'"~"+...,=0 , 
tkmt  le  second  tenue  a  on  coefflcionl  positif,  puisqu'il  suffira, 
pour  rendre  ces  deux  nouvelles  équations  identiques  avec 
ks  deux  premières ,  de  changer  les  s^ues  de  tons  leurs 
tennes. 

2*  Ani  équations  de  d^ré  impair  ±Aa^'"~'±Bj:""~'+... 
sQ.  Car  si  l'on  introduit  dans  ces  équations  une  racine 
nulle,  en  mul(i|riiant  tous  leurs  termes  par  x ,  elles  prendront 
la  fwme  des  équations  déjà  considérées. 

3.  Ponr  compléter  la  démomtration ,  U  reste  encore  à 
eiaminer  les  éqnatiims  privées  de  leur  second  terme. 

Je  prends  pour  exemple  l'équation  A;i:*"+Fj:*"+ILc'+ 
-(- ....  =0,  de  degré  pair,  et  ordcHmée  snivaol  les  puissances 
décroissantes  de  j:.  Le  second  terme  manquant ,  je  suppose 
que  le  premier  des  termes  à  coefficient  invariable,  +  Fx*", 
soit  positif  et  d'an  degré  pair.  Pois ,  je  donne  au  coefficient 
A  du  premier  terme  des  valeurs  indéfiniment  décroissantes , 
mais  positives. 

Les  racines  positives  ou  négatives  des  équations  détermi- 
nées de  cette  manière ,  ne  peuvent  devenir  infinies ,  car  dies 

resteront  moindres  que  =  +  t ,  eu  désignant  par  N  la  va- 
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leor  absfdoe  da  plus  grand  des  coefficients  invariables  de  ces 
équations. 

Mmb  ,  S)  l'oD  donne  an  coefficient  A  des  TaJeora  négativea 
GOUTergentea  vers  i^o,  l'éqoalion — Ajr'*+F^"+A:c* 
-|-*>--  =  0,aura,  ponr  îles  Talears  de  A  NffisaniBacnt pe* 
tites.  one  racine  pcaitiTC,  el  une  racine  négative,  tooles 
deax  plus  grandes ,  en  valeurs  absdncs ,  qne  des  nombres 
quelconques  désignés,  et  ces  radnes  iront  en  augmentant 
ponr  dM  valeare  décroissantes  de  A.  C'est  ce  qui  résnlle 
évidemment  de  l'analyse  du  n"  2  (  p.  35-36). 

Lonqne  A  s'annale,  l'équatico  —  Ax^+Fx"-^  ....^0  ■ 
a  donc  deux  racines  infinies ,  l'ane  porillve,  et  l'autre 
négative. 

Le  premier  des  termes  à  coefficient  invariable  peal  Mr« 
de  degré  impair,  comme  datas  l'éqoalion 

Aj7'"+Fx~-' +  Hj^-|- ....  =0. 
Alors,  la  détnoustration  donnée  n°  2 .  pour  les  équations  dont 
le  second  terme  n'est  pas  oui,  s'applique  immédialemenl. 
Par  conséquent ,  lorsque  A  =  0 , 

L'équation 

-f  A  X— +  F  j:— +  H  jr*  +  . . . .  =  0 , 
a  une  racine  infinie  négative ,  et  l'équation 

—  Aj:*-  +  ¥x"^'  +  Hx»  +  ....  =  0  , 
ane  racine  infinie  positive. 

Toute  équation  privée  de  second  terme  se  ramène  à  l'aue 
des  quatre  formes  d'équations  déjà  considérées ,  par  un  chan- 
gement de  signe  dans  tons  les  termes,  ou  bien,  en  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Ainsi ,  dans  tons  les  cas  : 

L'équation  à  une  seule  inconnue 

Aj:"+Rr''  +  Ca:'-|-  ....  =  0 
admet  au  moins  une  racine  réelle  infinie ,  quand  le  coefficient 
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da  premier  terne,  tappmé  variable  ot  aMceptible  de  ckn- 
g«r  de  signe  ,  se  rédait  i  zéro. 

J'ajoatcrsi  encore  quelques  mots  sur  deux  raisonaenicots 
iFés-simplea ,  an  moyen  desquels  oa  a  vonla  établir ,  sans 
«Kane  restriction,  le  principe  qàe  je  viens  d'examiner. 
Qodque  facile  que  soit  la  réfutation  de  ces  raigtnuienicnls , 
«Us  ne  peut  être  déplacéd  dans  m  «rUole  qal  s'adresse  ani- 
qoMiMnt  1  des  eommcoçants.   - 

La  première  des  dénxMisIratloas  dont  jo  venx  parlar  cM- 
siste  à  mettre  d'abord  l'éqoatioD  proposée  ^        - 
KaT  +  Ba^'  +  Ca:^'  ....'=' 0, 

MHiB  la  IwBH  A-^ — i--i-;-4-....  <Bft.  Pua,  on  fait  ôbstr- 

x     X 

vergue  si  A  =  0,  la  fonctÎMi  A+  -+  —  +  etc.  est  coDver- 
geote  vers  zéro ,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  ^ ,  et  s'an- 
nale quand  x  devient  inâni. — Or,  la  fonction  qp'il  s'agit 

d'aonnln-   n'eat  pas   A-i-~  +  — ;  +  etc. ,  mais  le   prodoil 

(  A+-+-J+  ....  Jj".  Si  le  premier  facteur  est  ooaver- 
foA  ven  séro  pour  de  Irèa^andes  valoirs  de  .r ,  par  cela 
mlmt,  le  second  facteur  j^  se  rapproche  de  l'infini;  et  jns- 
qilfr4k,  oo  ne  peut  rien  conclure  pour  la  valeur  du  prodoit: 
L'aotre  raisamemeot  n'est  gioére  plni  concloant.  Dans 
cdoi-ci ,  on  remplace  x  par  -  ,  il  vient  -. 


fainm  diaparaltre  les  déooednateors ,  on  a  > 
A+Br+Çr'  +  eic.  =0. 
Celle  dernière  éqoatlon  admet  une  racine  nulle ,  qnanii^ 
A  =  Oi  etdeU^rsgo.— Mais,  la  fonction  de  ^  qoUfaut 
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it  le  iirodait  ^A.+^r+Ca■'■^'^■.■)  x  -s- 
Et  robjeetk»!  reste  la  même.    G.   (La  suite  prockmnemeni.) 

QUESTIONS  PROPOSÉES. 

80.  TatoBÉiiB.  Une  parabole  ayant  un  fofer  fixe,  et  pas- 
sant par  QD  point  déterminé  :  le  lien  ia  sommet  est  une  ép^ 
Ojr«lcrii<)e  eogeodrée  par  le  point  d'une  ciroonFA>raae  roulant 
SOT  une  circonférence  de  mime  ra^pio  [ClmU). 

81.  Construire  la  conrbe  donnée  par  l'équation  pt^ire 
P  =  taogf.  Et  démoatm  que  la  polaire  de  celle  comité,  re- 
latîTcment  à  un  cercis,  est  une  seconde  coarfoe  égale  à  la 
première. 

82.  Résoudre  et  discaler  l'éqaatioù 

Afin  do  bien  faire  comprendre  quelle  est  ici  la  question 
proposée ,  il  «iffira  de  rappeler  en  peu  de  mots  ce  qna  l'on 
trouve  dans  les  Traités  d'Algèbre,  au  sujet  de  la  rétolatton 
dei  éqdalîons  irrationnelles.  On  fait  disparaître  les  radi- 
caux ;  puis  ooobaarre  que  l'équation  rationnelie  ainsi  obte- 
tenne  doit  avoir  parmi  ses  racines,  uoB-seulement  celles  de 
l'équation  proposée,  B»is  enOKv  les  racines  deioutes  les 
équations  irratîonncUea  qu'il  est  possible  de  iwmer,  ta  pre- 
nant  chaque  radical  avec  toatca  ses  déicrmioalions  algébri- 
ques. Or,  en  opérant  de  cette  manière  snr  l'éqnatit»! 
+  V^i+x  +  Vi~.v  =  l,  on  parvient  il  l'équation  x'<=-, 

dont  les  radnes  sont  ±:  -  (^3.  Ancone  de  ces  deos  valeaH 
ne  peut  convenir  à  l'éqaalion  proposée,  car  il  estévidentque 
l'équatioB  +  |/l+ar+V/l  — x  =c  i  ne  pout  admettre  une 
radne  réelle.  C'est  ce  que  l'on  propose  d'expHaer. 
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RECHERCHE 


RACINES  COUPLEXES  DES  ÉQUATIONS  NUMERIQUES, 

:    VAK  M.  VXMfIX, 
DoetoBr  t»  laieaoa ,  proteiWBr  aa  mlléga  da  Slniboort , 


PmUimw,  Hcencii  ta  MtaiiCM  pfajtiQBai  m  malkénuliqvM. 


Not$.  la  déuNninatioD  de  raàne  complexe,  iotrodoile  par 
H.  GaoM ,  tert  maintenant  à  désigner  ooe  radae  igisginaire 
4ool  les  deux  coefficients  réels  soot  cominensiirables.  Dans 
nn  beaa  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres ,  M.  Dirkhlel  a 
donné ,  pont*  troaTer  les  radnes  complexes ,  ooe  méthode 
entièrement  identique  à  celle  qui  est  ea  osage  pour  les  ra- 
àBes  réelles  canmeosorables.  Nous  derotis  ce  renseignement 
k  l'obtigeance  de  M.  Lcbesgao ,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Bordeaux.  Cet  arithmtdogue  distingué  (')  nous 
promet  d'enrichir  |vocbainement  les  Annales,  de  démonstra- 
tions tiémentaires  des  principales  propositions  de  M.  Di- 
rîdil^.  Les  éléments  finiront  par  admettre  la  uooTelle  mé- 
thode ,  dont  celle  qu'on  pratique  n'est  qn'on  cas  parlicolier. 
Eu  attendant,  l'importance  de  la  matière  nous  engage  à  pn- 
blier  ce  que  nous  avons  reçu  k  ce  sujet ,  il  y  a  on  mois ,  de 


n  Noni  biMnloDi  «lie  eiprmiion  qal  parilt  pro{ir«  i  daigner  la  pMH 
MMDbre  d'npril*  «ninanU  qui  foDl  lairo  dei  pragrèa  1  li  plu  dilBclle  dc> 
knachei  do  e«l(wl ,  *  la  thAorie  du  oontm ,  où  il  iMW  ncera  tant  de  lerraini 
Iddiicher. 
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M-  IMadéréere  et,  rtcemment,  de  M.  le  profeaiear  Fiadt. 

KoDS  réunissons  les  deux  notes  en  une  seule.  Tm. 

1.  Définition.  Une  expretsion  im^iiiaire  a-\-b\^—'ï,  oà 
aelb  sont  des  onubres  entiers ,  est  divisible  pu  le  Dombre 
entier  d,  lorsqne  dans  le  qaotieot  t^-\-  bf[^—\  ,  à  été*  SMlt 
des  nombres  entiers.  (D.) 

3.  Propatition  I.  a  ti  b  étant  des  nombrea  entiers,  si 
a  +  iV^— 1  est  diTisible  par  «2,  il  fant  et  il  suffit  que 
^  et  3  soient  des  nombres  entiers.  (D.} 

.  3.  Propot^ion  II.  Si  un  nombre  premier  p  divise  nn 
produit  (a-t-él/HÏ)  (a'+y^CIï)  ,  où  a,h,  a\b'  sont  des 
nombres  entiers  ;  et  sip  dÏTÎse  Benlement  l'un  ^e  «s  nombres  : 
alors  p  divise  nécessairement  le  factenr  où  ee  nombre 
n'entre  pas. 

Démontlration.  On  a  {a-i-b\/^^){t^+b'V^^  = 
aa'—  bb'+  (o6'+  ba)  \/^  =  c  -f  d \/^ ;  il  tant  donc 
que  p  divise  c  et  i^  [IJ  i  supposons  encore  qoe  p  divise  b' 

sans  diviser  iT  :  'donc ,  ,  on  bien  — ,  —  aout 

P  P  P      P 

entios  ;  mats  p  est  premier  avec  d  ;  donc  -  et  -  M»t 

P      P 
des  nombres  entiers.  C.  Q.  F.  D.  (D.) 

4.  Ptfypo^tyan  III.  Tout  nombre  premier  p  qui,  dans  un 
produit  tel  que  U+*K— l)(a'+6'\/^)(a"-f4'V^).... 
divise  seulement  dans  chaque  facteur  l'un  des  deux  nombres 
entiers  a,b;  a',b'  ;  a",b"i ne  divise  pas  le  produit. 

Déftumatratûm.  Ce  produit  peut  so  mettre  sons  la  Tonne 
(a+i\/— l)(p+Q\/— l) ,  où  P  et  Q  sont  des  nombres  en- 
lii'rit  ;  tlouc  bi  ce  proiluil  était  divii^iblc  par/i ,  le  même  nom- 
bre premier  devrait  diviser  P+QV^ —  t,car/>ne  divise  que 
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l'un  des  deux  iHMDbres  n ,  £(3))  de  même,  p-f>Ql^— -Iss 
(^+  i/|/IZï)  (p'+  Q-V—  l)  ;  par  le  même  faisoniicment , 
p  devrait  diviser  F'+Q^ — f  ;  en  continnant ,  on  parrieiH 
drail  k  démontrer  que  p  devrait  diviser  l'an  de;  facteurs  du 
prodoit  ;  ce  qoi  est  impossible.  Bouc,  etc.  (D.) 

5.2}^y{flilion.  Un  nombre  de  la  forme  i+^\/ — 1  est  dit 
nombre  complexe  entier^  lorsque  a  et  &  sont  des  nombref 
entiers  j  si  a  et  fr  ne  sont  pas  des  oombres  entiers ,  le  nombre 
est  compUa»  fraetionruàre.  (D.) 

6.  iVoponfiony^.  SûitVéïFiatioo  jr"+4,3^+*V>^+ 

an  =  0  [l}ilescoeEBdeDtsa,,fi,, a.  dtant des oogabrei 

complexes  entierst  l'éqnatum  ne  peut  admettre  dos  nàne« 
complexes  fraclionnaifes. 

Démotu^ation.  Sapposons  que  l'équation  (IJ  ait  one  racine 

complexe    fractionnaire  de   la   forme  r4-  -  1^— l  ;  r-,  - 

penvfBt  être  mppotis  tarMoetnilei  ;  loit  <<  le  pins  grand 
conasona  Arismr  de  &  el  s  ;  de  snle  que  l'on  ait  b  =  de; 
«^  4e'  i  il'  et  ^  ieroot  des  nombres  premla*8  entre  eux.  Done 

V  -h  -  V  —  1  = Trn (2)  ;  soit  /)  on  nombre  pre- 
mier foctear  de  /^.  ;  p  divise  donc  cU  { il  divisé  anssi  b  -,  Aaw 
il  ne  divise  pas  a ,  pnisqoe  «  et  ^  sont  {H'eiiiiers  eotro  eox  ) 
et  par  one  rjùson  analogae,^  ne  divise  pas  tl  ;  par  oonséqnal 
le  second  membre  de  l'identité  (2}  est  anesi  an  nombre  com- 

plexe  n'aclionnaire.  Donc  anssi ^      - — ^estnnnom- 


bre  complexe  fk-aclionnaire(Prop.  III). 


dl/é 
l'éqoatioa    (1)  et  midtifriiant    par  {iWéf- 


NGoogle 


(^+cl/yz^)-  ^^         ^^--    04  M  et  N  «Dt  *» 

umibres  entiers  ;  équation  impossible,  puisque  le  prunier 
membre  est  un  n<»Dbre  complexe  fractionnaire.  Ikmc  l'éqoa- 
tion  n'a  pas  de  racine  complexe  fractionnaire.  (D.) 

7.  Problême  I.  Etant  donnée  l'équation  ii^"+a,y^  + 

d.j:'^ aN  =  0,  où  les  coefBcîeaita  a„  a,,  u. taai 

des  nombres  comidexes  quelconques,  tronrer  les  radius 
complexes? 

Solv^an.  Eio  cluiBSBDl  les  dénominateurs,  on  prat  lon- 
joars  ramener  l'éqnation  à  une  antre  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  complexes  entiers  ;  nons  sapposwons  donc 
de  suite  qoe  les  coefficients  a, ,  a,,  a a%  sont  des  niHn- 

bres  complexes  entiers  ;  faisons  ^  =  —  ;  et  chassant  les  dé- 
nominateurs ,  on  obtient  nne  éqaation  en  z ,  oà  z*  a  pour 
coefficient  rnoité ,  et  dont  tons  les  antres  coefficients  sont  des 
oomlwes  complexes  entiers  \  conséqaemmeni  l'équation  en  x 
ne  peut  admettre  qoè  des  racines  complexes  oititi'vs  (Pro- 
pos. IV  )  ;  le  fH^lème  est  donc  ramené  A  tronrer  les  ndne* 
complexes  entières.  (U.) 

8.  ProhlitM  II.  Étant  donnée  l'équation  a^+a,;c^  + 
a,^""+ att  =  Q,  les  coefficients  sont  des  nombres  com- 
plexes «nliers  ;  tronver  les  conditions  anxqndles  doit  satis- 
faire une  racine  complexe  entière. 

SoUiUon,  a:=a+by^  ;  aet  b  étant  des  n(Mnbre8  en- 
Uen  i  on  a                       _.                         < 
a.(a+iï/-l)"+fl_(a+t|/— i)— +a.U+6K=î)-.+ + 

d'où 
aSa+by—llr-'+a,iai^i/^)'-'+... 


a^V- 
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Le  pranjer  membre  est  un  nombre  complexe  entier  ; 

dmc  On  est  divisible  p«r  a  -j-  ^  |/ — 1  ;  et  par  oonséqaenl 

a,\a — dk^ï)  est  divisiMe  par  a'-^-b";  ahui  le  dernier 

coeEkiMit  maltiplié  par  a — 6(/~l  doit  être  divisible  par  le 

carrA  do  module  ;  première  condition  ;  déripwQS  le  quotient 

pirc+tiV^^;  on  en  déduit  

f     11/ — n»-.  — c— rfV^— 1— tf»_i 

a^{a+bV—tr^-¥ +  *i-ï=î T= •=» 

a-t-bV  —  i 

a  +  b]/^  «■  +  *' 

Ainsi ,  le  premier  qnotieni  «t^nneott  àa.  ooeficteut  a^-t , 
«t  multiplié  par  a  —  bV — 1 ,  doit  être  dÎTfsible  par  le  carré 
du  modale  ;  seconde  condition  ;  et  ainsi  de  salte  ;  la  deini^ 
ooodittDD  est  qne  le  dernier  quotient  soit  égal  à —  a,  ;  condi- 
tions qui  existent  aussi  ponr  les  racines  rédks'  entières  i 
mais  alors  h  étant  nul ,  la  multiplication  par  a  —  b  V —  1 
devient  superflue.  On  démontre  aussi,  comme  ponr  les  racines 
entières  réelles ,  qne  si  ces  conditions  existent ,  la  quantité 
essayée  est  racine.  (B.)  (T.  t.II,p.  5S3.} 

9 .  .^Yoponlton  V-  Dans  tonte  équation  de  la  forme  [fx)  := 

*''  +  «3^"^  +'a^"^+ a»  =  0,  où  o,,  o. tht  sont 

des  coetBdents  quelconques ,  le  pins  grand  des  nxMlules 
des  coefficients,  aogmaitéde  l,estnnelîmitesapérienredes 
nodolea  des  racines  imaginaires. 

XWmorufraHon.  En  ^el,  soit  G  ce  module  maximam  ;  le 
module  de/Ir  n'est  jamais  moindre  qœ  celai  de  :^ — Gr*" — 

Cr*-  — —  Cj:  — Ci  or,  C  +  1    fend  y>Cr*"  + 

Cy^-f- Cx-|-G;  donc,  tonte  Talenr  de  x  dont  le  mo- 
dule n'est  pas  inférieur  à  G+1,  ne  saurait  annuler/(jr);donc 
C+1  est  une  limite  supérieure  des  modales  des  racines  ima- 
fpnairc».  (F.) 
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10.  PnAlétiu  lïl.  Trouver  les  racines  complexée  eotlèrci 
d'une  Aqutk». 

SohUiOR.  Soit  ré<)na(ioti  a^+a,x'^  +  a,Ji^+ + 

(i«  =  0;  a,  a,  tOQt  dei  Dcmbres  coibpkxdi  édUen. 

S(ritG+l  le  plni  gnnd  toodole des eoeffioieDy)  oaeoMi- 
dère  tous  les  diTiseors  de  a»\o^b\/ — l)  compris  entre  0 
et  [G  + 1)'.  On  rejette  les  diviseurs  qui  ne  penreat  se  décooi- 
poser  en  la  Bomme  de  deux  carrés  ;  soit  D  un  diviseur  com- 
pris entre  0  et  (G+ 1]*  et  étant  la  somme  de  deux  carrés 
fl'  +  A",  il  y  aura  à  essayer  les  quatre  valeors  a  +  6  K  —  1  ; 
—  a+6V^^i  b  +  aV^^^i  —b+a\/^;  ce  même 
essai  suffit  anssi  pour  les  conjugués  de  ces  n(«Dtves.  (F). 

It.  PnpogUion  f^f.  a  +  bV^~t  n'est  pas  racine  coitt- 
plexeenti^de/(ic)=:0,  l'gi  (a— 1)'  +  6'  ne  dirise  pas 
f[l)iies\  [a  +  iy  +  l^  nedivisepas/(— 1);  3°  si  fr*  ne  di- 
vise pas /(a). 

Démotutration,  Si  a  +  fi  J^— 1  est  nae  radne  GiHn|dexe 
entière,  (ma  ridentité/(;r]=tjr'— 3a;):+a'+&')T^-,  tons 
les  coefBdenta  de  fx  sont  entiers;  faisant  dans  cette  identité 
SDCcessivenient  ^^=1,  :r  = — l,  x^a,  l'on  obtient 
/(!)  =  ((« -l)'+é')T(l)î/(-i)  =  ({fl+l)*+*^<P(-t)) 
^  =  6^(a);  C;Q.F.D.  (F.) 

i2.  Exercice  > 

(a + (/^3ï)  ^* + (i  _  2\/z:ï)  a^  _  (m + 37\/rD  jj  __ 

Les  ncibes  Mmt 
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Hklamation  au  sujet  (fun  article  des  ^nwtte$,  relatif  avr 
racine»  eommeniurMei. 

H.  Findi  nons  écrit  qae  ta  métbode  sor  les  racines  com- 
■CDsnnibles  (t.  Il,  p.  Sï3)  est  déjA  expliquée  dans  soa 
Algâlve»  publiée  en  1639. 


TRÉORËME 
SUR  LE  PRODUIT  DE  DEUX  POLYMOMES. 

Capiét  U>  QtoM  (■). 


frtelkniHin,  ajaat  a'  aHnme  fsctear  aa  dénominalear 

COQuami;  OD  suppose  A,  fi,C a,b,  c ..:,.  des  nombres 

tutiera  premiers  avec  le  nombre  entier  a.  Les  exposanis  de 
s  sont  entiers  et  poâtifB. 

Démonstratioti.   Réduisant  an  mflme  dénomioaleur ,   on 
obtient 


AJK.i,..  +  aRac s-VGoé.. 


o^abg... 


Or ,  le  DQinéralenr  n'est  pas  diviable  par  a ,  donc  le  faclenr 
«f  reste  an  dénominatenr. 

THAoaivB.  Le  produit  de  deux  poljnâmes ,  wdonnés  sui- 
TUt  la  même  variable,  k  exposants  entiers  et  posilifs,  à  coef- 
Acients  réels,  mais  pas  tous  entiers,  donne  on  troisième 
poljDûate ,  dont  les  coeiflcients  fae  sont  pas  toos  entiers  ;  on 

O  Di«q«l*tti*>M*  UiliUHUM ,  •Ml.  1 , 1 U. 
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suppose  que  les  cucfficienU  de  la  pins  haute  paîsMiKe  de  la 
variable  daim  les  deax  polf  ndmea  sont  égaux  à  ronilé. 
DénuMitratuM.  Soient  les  deux  polynâmes 

x'+Ay-'  +  A.x^  + AfJC^  + (P) 

j:'  +  B,j*-  +  B^*-  + B,jc^  + (Q) 

petq  sont  des  nombres  enliers  posiurs  ;  r  n'est  jamais  sapè- 

rieiirà/>,  uis  gnpérienr  i  g.  Les  coeSlc[enU  A, ,  A.,  A, 

B,,  B,,  fi, sont  réels,  mais  tons  ne  sont  pas  entiers. 

Soit  a  an  nombre  premier  facteur  d'nn  des  dénominatnirf 
qui  se  tronvent  dans  (P)  ;  rènnissant  tons  les  termes  où  a  est 
k,la  jdDsbanlepaiasance,  et  parmi céstomesprenons  celai  o& 
j:-  a  le  plos  baut  exposant  ;  soit  t  la  pins  haute  puissance  de 
«etp — r  le  pins  haat  exposant  de  fj  de  sorte  que  Ar:=-iir=} 
N  et  M  étant  des  ntmbres  enliers  pr^iiers  arec  a  ;  dans  toas 
les  termes  qui  précèdent  Ar ,  a  sera  élevé  à  one  puissance 
m(»ndre  qoe  1 1  et  dans  ceax  qoi  suivent,  o  ne  pourra  avoir  an 

exposant  snpérienrJt  Ijdans le pcd^nAme-^glecoeracientda  - 

premier  terme  est  -  ;  ainsi  il  y  a  an  moins  an  coefficient  qoi 

a  >  omuDe  focleor  aa  déncMuioatenr.  S(rit  »"  la  |das  haaie 

puissance  de  «  qu'oo  rencontre  dans  - ,  et  q — *  le  plos  haut 

exposant  de  x,  où  cette  roicootre  a  lieu  ;  on  aura  donc 
N' 

dans  les  termes  précédents ,  «  s'élève  à  nue  puissance  moia- 
dre  que  t' et  ne  surpasse  pas  ^  dans  les  termes  soivants  ;  dans 

k  produit  dea  polynômes  P.- ,  on  obtient  d'abord  le  terme  ' 
jfjrj?,,  coefficient  de  j*'*  ^  ',  et  i+t!  n'est  point  infé- 


PWtt"' 
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rieur  è  2.  Poar  «Toir  les  antres  co^Bdenh  qui  répondent  à 
la  ntéme  puissance,  il  bat  prendre  nn  terme  qui  précède 
j:'~' et  le  multiplier  par  anlertne  qui  snit.>7*^  et  vieevenà; 
donc  dans  ces  coefficients ,  a  s'élève  à  une  puissance  OKândre 
que  (  +  ''  ;  et ,  ai  vertu  dn  lemme ,  la  somme  de  ces  coef- 
ficients renferme  a'"*^'  comme  facteur  au  dénominatenr  ;  donc 
dans  le  produit  P.Q ,  la  pnissance  ei'+"~'  entrera  comme  foc- 
leur  dans  ïe  coefficient  j^**""^  ;  donc,  ce  coeffidoit  est  frao- 
timnaire.  C.  ,Q.  F.  D. 

Obiervatioa.  La  mteie  démonstration  s'appliqne  aax  po- 
tjnômefl  dont  les  coefficients  des  premiers  termes  ne  sont  pas 
égaax  h  l'unité,  poorro  qoa  tons  les  coefficients  de  Q  ne 
tolenl  pas  divisibles  par  s'. 

Corollaire.  Le  théorème  sobsisle ,  sons  les  mêmes  condi- 
tions, pour  nn  nombre  queloonqae  de  pcdyntaies;  et  par 
conséquent  pour  des  polpdmes  égaux.  Donc ,  un  polynôme 
à  noe  variable ,  ayant  ou  ou  plusieurs  coefficieuts  fraction- 
mires,  étant  élevé  à  une  puissance  entière  positive ,  donne 
pour  résultat  nn  polynôme  ayant  au  moins  nn  coefficient 
fractionitaire.  Tm. 


THÉORÈME 
SUR  LA  DIFFÉRENCE  ENTRE  L'ARC  ET  SON  SINUS , 

D'iprii  Pappw. 


TatoBÉMs.  La  diffiérmce  entre  on  arc  du  premier  qua- 
drant et  son  sinns  est  moindre  qne  le  double  dn  carré  de 
l'irc  divisé  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Démofulration.  Faisant  le  rayon  égal  à  un ,  représenlons 
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la  longtieor  de  l'arc  par  a,  de  sorte  que  Sa<ic;  on  a  In 

fl<teDga  (1),         COt.a>~fl  (2J 

acosa<Csioa  coaa>l  - — a  Isioa 

aeoi?  a<:,9iaacMa  1^— a  1slB*â<slliacos<i 

a — asio'a<^nnaeosa 
asin*a>-ii — sinacoan; 
donc 


ii-y 


a  —  staacosa 


O^ervaHon  l-.  On  parrwDl  à  ce  théorème  «i  écrivant  en 
caract^^  algébriques  la  proposilkm  XV  (théorème  XIV] 
dn  5*  livre  de  Papptu  ;  cette  proposition  n'est  autre  que 
l'iDëgalité  (3j,  que  Pappos  énonce  ainsi  :  Le  rapport  de  l'aire 
d'un  aeclenr  à  l'aire  de  adn  segtaent  est  pins  grand  que  le 
rapport  de  l'angle  droit  à  l'angle  da  secteor.  C'est  ce  qn'il 
démontre  par  dés  consldëratlong  géométriques. 

OhKna^an  II.  Les  eôrics  donbebt  ponr  limite  d— «in  <i<-r- 
(t.  II,p.  216);  cette  limite,  iDoindreqnecdle  de Pappns, 
est  par  conséquent  préTérable. 

QhtervuiHfm  III.  Lwsqoe  a  est  compris  entre  -  et  ^ ,  on  a 

Sa* 

a< — r,  et  alors  la  limite  de  Pappns  est  intnitiTC. 
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—  Ï1  — 

ObÊenaiion  If.  Pappas  w  sert  de  celte  mAne  prof»^ 
ikn  XV  pow  dtatOHlrer  celle-«i  -.  Si  une  dcdiiHnreonHmice    , 
et  OD  «rc  de  cercle  sont  de  même  longaeur,  l'aire 'du  demi- 
ca*cle  est  plus  grande  qae  l'aire  da  segment  formé  par  l'arc 
et  sacorde  (prop.  XVII  da  liv.  5). 

Observation  V.  Pappus,  anleor  do  quatrième  siècle,  ne 
connaissait  pas  dos  lignes  IrigOBométrlqaes.  On  d(dt  les  sinus 
et  sinoS'Terse  à  Mohammed-ben-Geber,  de  Batan  en  Méso- 
potamie ,  auteur  arabe  du  nenviëme  siècle ,  surnommé  A]ba- 
tegnins,  et  mort  en  928.  Les  laugetites  et  couageutes  ont  été 
ïntrodnilesparHobambied-beQ-YahTa,  prince  de  Syrie ,  an- 
tear  aslroncnae  du  \°  snède  connu  soos  le  nom  de  Âlmal-Wéfo, 
le  même  auquel  on  roolait  attribuer,  il  y  a  quelques  années, 
la  décoarerte  de  la  eona/ÛTn,  in^alité  lunaire  ;  assertion 
détruite  récemment  par  M.  Mauk,  orientaliste  diftiogué  et 
par  l'illustre  M.  Biot,de  l'Académie.  L'emploi  des  sécantes  est 
dû  à  Joacbim  (GewgesJ,  snniommé  Rhéticus ,  né  à  Feldkirk, 
dans  le  pays  des  Grisons  (Rbelia],  le  16  février  1514, 
mort  en  Hongrie  le 4  décembre  1576;  mais  sou  ouvrage, 
Opuf  foXaXiiwm  de  trianguiû,  n'a  paru  qu'en  1596.      Tm. 


GRAND  CONCOURS.  (Année) 843. J 
Exposer  d'une  manière  conçue  la  théorie  des  racines  égales 
et  la  méthode  qu'en  m  tire  pour  mener  le»  baigentes  aux 
courbes  alg&riqiies. 

PRIX   D'aONNBUR. 
VAB.  H.  HOaSB  (  ÉiraTiB-LOglfl  }, 


PUVllab  PÏKTIB. 

Théorie  de*  raeitue  égales. 
StÀsaia,  b,  e...  les  tsdnes  d'âne  éqaatkn  alg^mqw 
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/(:r]  3=0:00  sait  qac/{^)  wra  leprodoUdesfadeonbfDft- 
me8(:r — 0),(-r — b],  {x — c)...;  en  sorte  qoe  l'on  aura 

/ix)  =  Jiix-a)(ar-b)lx  —  c)..., 
(N  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  cette  équation). 
Il  peut  arriver  qofl  les  racines  a,b,  c...  ne  soient  pas  tontes 
différentes  entre  elles;  ainsi  la  racine  a  pourra  se  trouver 
répétée  n  fois ,  la  racine  6,  p  fois...  :  on  dit  alor$  que  Xi^) 
admet  n  racines  égales  ha,  p  racines  égales  à  b...;  et  od 
peut  écrirey[j^)  sous  la  forme 

/Cx)=  N  (x—a)'  {x—bnx—c)\.., 

expresiion  qui  s'applique  aussi  en  particulier  an  cas  des  ra- 
cines simples ,  en  faisant  n=:i  ,p^l,  etc. 

Cela  posé ,  l'objet  de  la  théorie  qni  nous  occupe  consiste 
principalement  h  ramener  ane  équation  qui  admet  des  racines 
égales ,  à  un  système  d'équations  tel  que  chacune  d'elles 
n'admette  pins  que  des  racines  simples ,  et  qne ,  en  supposant 
le  système  résoln ,  on  puisse  en  conclure  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée ,  chacune  arec  leur  degré  de  multiplicité. 

Ainsi,  soit  X,  le  produit  des  facteurs  simples  àe/ix)  on 

X ,  X,  le  fvodnit  des  facteurs  doubles ,  mata  élevés  cbacim  k 

la  première  puissance,  X,  le  p-odnit  des  facteurs  triplea, 

mais  élevés  chacun  à  la  première  puissance...;  alors  on  anni 

X=X,X,'X,'X,'... 

n  s'agit  d'obtenir  isolément  chacun  des  facteurs  X, ,  X,. . . 

Premiire  méthode.  Cette  méthode  découle  natnrellemesit  de  - 
la  forme  de  l'éqiution 

f{x)^V({x—aT(x  —  bf  (x~c)\.. 
On  voiteneflfetquesi/(j:)admetuneradne<iandegré«de 
multiplicité ,  ce  polyudme  devra  être  exact^nenl  div  isible  par 
(x— a)".  D'après  cela ,  pour  découvrir  cette  radne ,  il  faudra 
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r  la  divisiOD de/C^r)  par(:r— a)",  comme  û  aélait 
conira  ;  on  écrira  ensnite  que  le  reste  de  la  dÎTùioD  est  ideo- 
tîqaemeat  nul.  CoDune  ce  reste  sera  ordioairemeot  do  degré 
(a— 1)  en  ^,00  obtiendra  ainsi  n  éqnatioiiB  de  condition 
eotreoet  les  coefficients  de  l'équation  proposée.  Soient 
A=0,    B  =  0,    C=0..., 

ces  équations  de  condition  j  tonte  raleor  de  a  qni  annulera 
à  la  fois  tons  ces  polynômes  sera  ou  moine  n  /où  racine  dans 
/(x),  \  faudra  donc  cbercber  les  solutions  commnnes  anx 
pcdjDômes  A.,  B,  C...,  considérés  comme  fonctions  de  a; 
le  {dos  grand  commun  ^viseur  D  entre  tous  ces  polynômes 
contiendra  tontes  les  racines  qui  entrent  dans/(j;)  an  degré 
R  de  multiplicité  ,o»dun  degré  nipérieur. 

Cette  dernière  indétermination  Tient  compliquer  la  mé- 
thode, qui  parait  au  premier  abord  si  naturelle  ^  mais  oa 
peut  j  rsnédiw.  En  eflét ,  si  Von  a  ponr  le  polynôme  pro- 
poaé 

et  qoe  l'tMi  dwrche  d'abord  les  racines  doubles ,  en  divisant 
X  par  un  facteur  de  la  forme  {x — a]',  et  qne  l'on  détermine 
le  plos  grand  commun  mviseur  entre  les  équations  de  condi- 
tion ainsi  trouvées ,  on  anra  évidemment ,  en  appelant  D,  ce 
pins  grand  commun  drriseiir , 

D.=X.X,X,'S,"V-.-; 
car  an  bdeur  tel  qne  {x — a}*  poorra  être  conridéré  comme 
donnant  (x--^'{x — aY{x — a).  De  même,  si  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  qni  correspond  au  radnet 
triples,  on  doit  tronva* 

Or,  au  moyen  des  pdynômes  0.  et  D„  on  peut  isola  le 
lacteur  X,.  En  effet ,  X.  est  le  produit  des  faclears  étrangers 


nign^Pdi-vGoOgle 


fiox  deqx  pf^TDÔme»  D.  et  P, ,  et  void  omneiitOQ  pont 
l'obtenir. 

Soit  3  le  ptos  grand  common  diviseor  que  l'on  peat  etor- 
cber  eqtre  P,  et  h,  j  divitoq»  O,  juir  '  t  et  soit  D.'  1&  qopticBt  ; 
on  aqlwB 

D.=D.'3. 
Cherdions  de  même  le  plas  grand  commun  diviseor  entre 
D,'  et  D,.  So)t  f  ce  pins  grand  commun  diviseur  :  on  anra  de 
même  en  divisant  D.'  par  f 

D.'=D.''r 

D."=D'''a", 


et  ainsi  de  soite,  jnsqo'ft  W  qq'oa  arrive  k  un  [dw  gnmd 
commiiq  divtseor  égal  k  l'oBité,  ce  qoi  arrivca«  cnl^iie- 
ment)  attendu  qçp  les  degrés  D,'  et  0."  vcm^  en  dimiimant 
aq  moins  d'qpe  gnitê  i  cbaqqe  opération  t 

Itfnltii^ant  ensemble  toqtes  ces  égalitéa,  w  m  dédail 

alors  D,"  sera  le  produit  des  facteurs  de  D.  qui  ne  divisent  pas 
1^ ;  car  1*  D*  ne  <y vise  pas  D, ,  puisqae ,  d'après  la  manière 
dont  on  a  opéré ,  D",  et  D,  ont  poor  plus  grand  rammun  di- 
viseur ^=i  i  2°  loos  le«  autres  Austenrs  de  D.,  savoir  : 
jf  â*...,  divUenti:^. 

De  k  on  cwicl^t  que  le  polynthne  Ji',  e»t  (wéciBéaMat  le 
polf pûote  Vlwcbé 

X.. 

En  opérant  de  même  sur  D,  «t  D^,  on  obtiendrait  le  poly- 
nôme X,,  et  ainsi  de  suite.  [On  aorait  pu  isoler  d'abord 
le  pcAyntaie  X,  au  nwyen  de  X  et  de  D,.)  Le  problème 
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des  radaes  égiJe*  iloil  dtuiç  élrp  cooskléré  couiBe  r^ln. 

Mais  la  ntétbode  que  je  vieng  d'exposer ,  q^oiqw  suSr 
saste  en  théorie ,  devenant  le  pins  souvent  impratical^e  à 
cause  de  la  loogneor  4^4  calculs  qu'elle  exige ,  il  est  néces- 
sqire  d'avoir  recours  à  one  antre  mélbode  ;  c'est  celle  que  je 
Tais  expliquer  somnairement. 

Stamde  méthode.  Elle  est  fondée  sor  la  considération  des 
polynAmes  dérivés. 

Si  dans  on  polynôme /(j:)  on  remplace  x  par  j7-{-A,  (n 
sait  qoe  l'on  obtient  vn  dév(ilo|)pement  de  la  forme 

/ij:+h)=f{x)+f{x)\+r{r)^^+ +rwï:l^' 

f(x)  ,J"[x\..  étant  les  poljDOmes  dérivés  saccessifs  Acfix). 
SappOB(HU,  pour  on  mombnl,  qae/(x)  n'ait  qoe  des  ra- 
cines simples,  , 

f{x)=^{x-~a)  [x—-b]{x~-c)..; 
je  vais  chercher  quelle  sera  la  composition  dey^(^)  : 

f{x)  est  le  coefficient  de  la  première  (toissance  de  h  dans 
te  déTCkq»peiDeDt  de/(x-)-&).  Remplaçant  x  par  x-\-h 
diBS  ndeidté  préoédeate,  on  «on  eoowe  idntiqONWDt 

/(jr)4-/'(jr)-+....=;(ar-a  +  A)(ï=t+A)CJ=7+A).. 

On  peut  développer  k  weond  membre  satvant  la  )iA  qu'es 
dteODtre  aa  sujet  da  bindme  de  Nevlon  ;  on  aura  ainsi 

Sa,  Sm-i  —  déBi(pvqt  respectivement  les  produits  des  fac-. 

Iem^(j: — a)  {x — b)...  mhm,  m—i  à  n» — 1 De  U  OU 

dÉdoit  I4  compositi(»de/'[x}  , 

/'(j:)  =  S«-., 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  ' 
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Voici  maiQlMUUtt  le  théorème  sur  leqael  s'appuie  cette  se- 
conde métbode. 

TbAobéub.  //  exiite  toujown  entre  f (x)  et  f[t) un pluigrimd 
commun  diviieur;  et  ce  plus  grand  commun  divi$eur  est  le 
produit  de»  facteur»  binômes  de  f[x]  élevés  A  des  puissances 
dont  les  exposants  sont  moindres  d'une  unité. 

Démonstration.  Soit  f(x)={x—aT{x—b)'lj:—e)* ; 

piiisqae  les  racines  sont  dere&oeg  égales  i  a, onaura 

éTidemmeat 

•^  ^  '  X — a     '^  x—b     ':c— c 


=  [x~ar^(x-bf{=''-c)' 


n{x — b)[x — c... 
-{■q{x^~a){x-^b)... 


et  l'OD  rat  déjà  qtie  le  polyiiftnie 

H^ix  —  àT'ix  —  bf-'ix—c)*- 

divise  exactemenl/(x)  eif{x).  Pour  faire  voir  qa'il  est  leur 
pins  p-aad  conunnn  diviseor,  il  snffit  de  montra  que 

•^  '''d''  *"  «implemenl/ÏJ:)  «l"^^,  sont  premier»  entre 
enx.  Or,f{x)  n'admet  pas  d'astre  facteur  que  [x  —  a], 
{X  —  b) L'on  qnelôonqne  de  ces  facleors,  {x — a)  par 

exemple,  divisant  (ontes  les  parties dtf^-~,  tiws  me,  ne 

fix) 
peut  diviser*^-^.  Donc  puisque  tons  les  factoirs  dey(x] 


miers  entre  eux  ;  ce  qoi  démontre  le  théorème ,  car  D  est  le 
produit  de  tons  les  faclears  binômes  dK/{x)  élevés  chacun  i 
une  poiasance  dont  l'exposant  est  moindre  d'one  unité. 
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(Ccbt  B*ét«nd  Di^me  anx  hcteors  Ntntples  âe  X,  lesquels 
nnt  élevés  dans  D  à  la  p&inance  zéro.  ) 

Cela  posé ,  vcHci  comment  on  peut  décomposer  f{x)  en  ses 
bcleon  des  diSëreots  d^rés  de  momplicité. 

Ecrirons ,  comme  tout  à  l'heore , 

x=x.x,'vv 

Soit  D  le  plos  grand  ««mniin  divisear  de/(x)  et  de/'(j); 

lins  D  =  X,'X,'X,» 

De  même ,  soit  £  le  pins  gfrand  commua  diviseur  entre  0  et 
sondériTé,  E  =  X,'X.' 

F  =  x; 

Difisaot  chaque  polynteie  par  celai qoi  le  suit,  noasaunm 


Yoilà  donc  les  facteurs  amples  de  X  qai  le  trooyeat  isolés. 

On  Toit,  d'après  cela ,  comment  il  faudra  opérer  tontes  les 
fois  qa'il  i^agira  de  s^rer  les  racines  des  divers  degrés  de 
anltii^cité  d'une  équation. 

Mais  avant  tout,  il  sera  bon  de  débarrasser  l'équation 
donnée  des  radncs  c(»nmenBurables  qu'elle  peut  contenir. 
On  trooTera  d'alxtrd  ces  racines  par  les  procédés  coDuas ,  et 
pour  reconnatlre  quel  est  leur  degré  de  multiplicité ,  on  opé- 
rera par  des  diTisions  successives,  ou  bien  en  se  ftmdaat  sar 
le  Itiéorême  suivant  - 

Si  une  équation  f (x)  ==  U  admet  u  racines  égales  à  a,  les 
Am.  BK  Uxtt».  m.  ^ 
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polynômes  déritét  f(x),r(x), jtuqu'au  (a  —  i)'^admei- 

^nt  ta  mime  racâu  dii  et  réc^opummt. 

Ea  eSiBt,  dimiaaoas  toutes  les  ndnes  de/(j:)  =  0 ,  de  la 
quantité  <j,  eo  posaot 

yesx  —  a,     d'où     xs^a+y^ 
la  Iranaformée  en  y  devra  admettre  n  radnes  DoUea.  Or 
cette  lranBr(»inée  est 

/(a+y)=/la)  +f{a)^  +r\a)  ^+ 

Donc  on  devra  avoir 

L»  rédproqae  «st  érldeote. 

On  poorra  donc  troorer  quel  eil  le  degré  de  multiplicité 
d'une  racine  commensarable  a,  en  cherchant  quel  est  l'wdre 
da  dernier  dérivé  qae  cette  racine  anéantit.  C'est  ce  qu'on 
poaira  voir  encore  en  sapprimant  la  racine  a  dàus/ix]  par 
la  divisicm ,  autant  de  Toïs  qn'il  sera  possible. 

On  sent  pourqacri  ce  mode  de  vérification  ne  peut  être  ap- 
pliqué aux  racines  tnccxurnenaarables.  C'est  parce  qoe  tonte 
racine  incommensurable  ne  peut  s'obtaùr  qu'avec  une  ap- 
proximation plus  ou  moins  grande.  Mais ,  dans  loua  les  cas , 
le  nombre  a  n'étant  qu'approché,  la  vérification,  qui  con- 
siste k  voir  ai  /{a),  f{a) sont  nuls,  ne  pourrait  être 

qu'approdiée,  c'est-à-dire  défectueuse. 

Ala  rigueur ,  ce  mode  de  vérification  pourrait  s'appliqua 
aux  racines  imaginaires  (ii+  eV^^,  b  et  e  étant  commen- 
snrables).  Il  faudrait  alors  résoudre  y(^)  en  substitoant 
«  +  5  \/—l  k  la  place  de  -r,  ce  qui  donnerait  un  résultat  de 
la  forme  P-i-QV^, 
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d  par  suite  les  deoz  équations 

P  =  0,  Q  =  0, 
équations  A  deux  inconnues ,  dont  on  poamlt  déterminer 
les  racines  réelles  commensnrables.  Mais  fi  Tant  mieux , 
ponr  la  simplicité  des  calcols,  n'opérer  la  recherche  des  ra- 
cines imagioairea  qa'aprèsla  séparation  effactoée  des  diversee 
radoea  anivant  leur  mnltîpUdté. 

ToiU  donc  comment  on  arrive  au  but  principal  qne  l'on 
■e  propose  dans  la  théorie  des  racines  égales.  A  cette  théorie 
se  rattachent  d'aiUenrs  une  foule  de  questions  porlicnliéres. 
Par  eseiDid« ,  on  pmt  demanda  les  conditions  ponr  qu'un 
polynôme  donné /(j;)  sidmette  an  certain  nombre  de  racines 
égales  entre  elles.  On  <qièrera  sai/{x)  comme  si^>n  vonlait 
isoler  S« ,  et  on  écrira  à  mesure  les  conditions  oëcesBaires 
pour  l'existence  de  ce  polynôme.  A  cet  effet,  on  ponrn 
employer  l'noe  quelconque  des  méthodes  que  nons  btoos 
données  ;  mais  il  sera  généralement  plus  simple  de  s'appuyer 
sur  la  remarque  que  nous  aTons  faite  toat  à  l'heure.  En  dé- 
signant par  a  la  radne  incoonoe  qui  doit  entrer  dansy(x) 
aadegrén.demalliidicilé,  on  devra  avoir  : 

/(«)=»,   /'('ï)  =  0,     /^'(<i)=0. 

lies  GODïUtitHis  demandées  s'obtiendront  en  ëUminant  a  entre 
ces  n  équations  ^  on  aura  ainsi  (n  —  1}  équations  de  condi- 
tion. On  pourrait  aussi  exprimer  qn'il  existe  entrey[:r}  et 
fjc)  un  plus  grand  commun  dirisenr  du  (n — 1)*  degré,  ce 
qoï  donnerait  (n  —  1}  équations  de  condition,  en  ideotiflaot 
à  zéro  le  dernier  reste  de  l'éqaation  ;  et  de  fixa,  il  faudrait 
exprimer  qne  ce  pins  grand  commun  dirrsenr  est  une  (n — I)* 
puissance  exacte,  ce  qui  donnerait  en  sus  (n — 2}  eondl- 
ticHis.  Toutes  ces  conditions  devraient  ensuite  se  réduire  i 
(n— 1) etc. 
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&KC(MDK   PARTIS' 

Méthode  qu'on  peut  tàtr  de  la  théorie  âei  rannet  égalet 
povr  mena'  U>  tangenlei  aux  courbei  algébriques. 

Soit  une  droite  MN  qui  coape  iine  courbe  en  diTen  poiob 

M,  N, Si  l'on  conçoit  qac  la  droite  MN  loome  aalour 

do  point  M ,  jusqu'à  ce  qa'an  second  de  ses  ptHQls  d'iotersec- 
tion  N  vienne  coïncider  avec  le  premier ,  dans  celte  position, 
la  sécante  sera  devenne  tangerOe. 

Ainsi,  on  peatdéfinir  la  tangente  aune  courbe,  en  la  consi- 
dérant comme  une  droite  dont  deux  points  d'intersection  se 
sont  réunis  en  on  senl ,  la  droite  ayant  tourné  autonr  de  l'un 
d'eux  comme  Dxe.  Par  \k  on  voit  qu'une  tangente  peut  avoir 
wa  nombre  illimité  de  points  communs  avec  la  courbe,  sans 
cesser  d'être  tangente,  et  qu'une  droite  qui  n'aurait  qu'on 
point  commun  avec  la  conrbe ,  ne  serait  pas  pour  cda 
tangente. 

Cela  posé ,  il  s'agit  de  mener  une  tangente  k  une  courbe 
algébrique  f(x  ,y]=o, 

d'après  la  Oiéone  des  racines  égales. 

Soit  j'  =  aj:  +  é , 

l'éqnation  de  la  tangente  cherchée  ;  je  vais  déterminer  les 
conditions  ausqucllcs  celte  droite  doit  satisfaire  ponr  être 
tangente.  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  d'intersectttm  de 
celle  droite  avecla courbe,  on  aura,  pour  détenniner  x^ 
l'équation  /{x,  aj:+b)  =  0. 

Celte  équation  admetaatant  de  valeors  réelles  de  x,  que  la 
droite  anra  de  points  sur  la  conrbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  droite  dericnne  tangente ,  c'est-à-dire  que  deux  de  ses 
-points  d'intersection  viennent  se  réunir  en  un  seni ,  il  fau- 
dra que  l'équation 

f{x ,  ax-i-b)  =  0 
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admette  une  racine  double.  Cette  condition  est  si 
b  droite  ayant  denx  points  qui  cc^ncidenl ,  c'est-à-dire  dcax 
points  infinimeat  voisins  sur  la  courbe,  sera  éTidemment 


Ia  qoestioii  est  donc  ramenée  k  déteriniaer  les  conditions 
pour  qu'oDO  équation  algébriqae 

/{x,ax  +  b)  =0 
ait  deux  racines  égales  entre  elles. 

Pour  cela,  on  pourra,  ainsi  que  nous  l'aroos  indiqué, 
diercher  le  plos  grand  commun  dtTisénr  entre /(:r  ,ax  +  b) 
ety(-r,  ax  +  b),  et  exprimer  que  ce  plus  grand  «Hnman 
diriseor  est  da  premier  degré ,  ce  qui  se  fera  en  égalant  le 
derni^  reste  de  l'équation  à  zéro,  et  donnera  une  condition 
delaforme  <f(a,b)=0; 

ou  bieD  on  pmura  diviser /(x,  ax  +  b)  par  un  facteur  de  la 
forme  (X — a)',  et  exprimer  qae  le  reste,  qui  sera  du  pre- 
mier degré  eu  x ,  doit  être  identiquement  nul.  On  aura  deux 
équations  de  la  forme  M  =  0,  Pf  =  0,  M  et  N  étant  des 
foocliona  de  a,  b,  a.  Éliminant  »  entre  ces  deux  relations , 
on  devra  troQTer  la  condition  cherchée  T  (a,  i)=:0-  Lepro- 
cédé  qui  consiste  h  éliminer  x  entre  les  deux  équations 
J[xy  ax+b)  =  0,/'{x,  ax  +  fr)=0,  ramènerait  au  premier 
mode  de  calcul. 

On  aura  doue  ainsi  l'équation  de  la  tangente  &  la  courbe 
/■(j:,  ^)  =  0  ;  et  celte  équation  sera 

j=:ax  +  b^      avec  la  conditiou      f  {a,  l)=  0. 
Dèa  lors  on  peut  résoudre  toutes  les  questions  qu"il  est 
possible  de  se  proposer  sor  les  tangentes.  Par  exemple  : 
Mener  une  tangente  qui  patte  par  un  point  donné  (x*,  y'). 
II  faudra  joindre  k  la  coodiUon  f  (a,  ^)  =  0  la  couditioa 
y  =  (u/  +  i  ;  et  les  denx  équations  détermineront  complète- 
ment  a  et  &. 
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Metur  wne  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Le  coeEEcienl  angnlaire  a  de  la  tangente  cherchée  sera  le 
même  qae  celai  de  la  droite  donuAe  ;  et  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente sera  dtnmée  par  l'équalion  è  une  inctHume 

Généralement,  on  ponrra  demander  qne  la  tangente  salÎB- 
fasse  à  une  condition  eqnimée  par  une  relalii»  de  la  tonne 
+  («,*)  =0. 

On  lura ,  pour  détctminw  a  et  i ,  les  deoz  équation! 

Deux  conditioDS  déterminent  la  tangente ,  ain^  qoe  tonte 
droite.  Ce  n'est  qae  dans  des  cas  pardcalîe»  qn'on  pourra 
assnjetiJr  k  tangente  à  satisfaire  à  plosiears  conditions  à  la 
fois ,  marqnées  par  des  équations  de  la  forme 

|(a,fr)ssO,    ^Ja.b)  =  0 ootre  f[a,b)  =  0. 

n  bodra  qoe  tontes  ces  équations  admettent  nn  certato 
nombre  de  solntioni  cnnniHDes. 

Cette  manière  de  mener  les  tai^ntes  k  nne  courbe  ne 
pourrait  être  regardée  comme  complètement  satisfaisante ,  si 
elle-ne  faisait  pas  connaître  la  forme  remarqnahle  qu'est 
susceptible  de  prendre  le  coefficient  angnlaire  de  la  tangente 
menée  par  an  point  donné  sor  la  courbe.  Or  la  déterminatiim 
de  ce  coefficient  angulaire  peut  se  rattacher  à  la  thénie  des 
racines  égales. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'origine  des  coordonoies 
soit  sur  la  courbe,  et  qne  ce  soit  par  ce  point  qu'on  TmiUe 
loi  mena*  une  tangente.  L'éqnatitHi  de  la  courbe  sera  de  la 

forme         hx+(iy  +  Dx*  +  Exx  +  Fy'  + =  0, 

et  ceUfl  de  la  tangente       y=iax. 
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Les  abadMes  des  points  d'ioteraection  de  la  droite  arec  la 
coorbe  aeroot  données  par  l'équation 

(B  +  Ca)jr  +  (D  +  Ea  +  F<ï^x'+ =  0. 

n  tmt  actoflUanent  expi^iner  qae  cette.  éqnatiiMi  a  dea 
racines  égales  ;  et  r(»i  sait  déjà  qae  cet  deux  radoes  égalea 
doivent  être  nïdles.  On  a  donc  immédiatement 
B+Ga  =  0. 

Du  reste,  en  appliquent  les  procédés  ordinaires,  ils  don- 
nent le  même  résultat.  £n  eBét ,  la  première  métbode  con- 
siste à  diviser/  {x)  par  [x — af,  ici  ^alk^r'rft  cause  delà 
valeoT  connue  a=0,  etk  égaler  à  zéro  le  reste  B  +  Ca.  La 
seconde  méthode  consiste  à  chercher  le  {dos  grand  commun 
dÎTlseor  enlre/(j:)  elfix)  ;  et  comme  on  sait  d'ailleurs  quel 
doit  être  ce  pins  grand  conunnn  divisenr ,  x  —  a.=  x,  cela 

revient  à  4ire  que  f'[x)  ou  B+Ca  +  *( )+ =  0 

admet  une  racine  nnlle ,  ce  qui  donne  B  +  Ca  =  0.  Enfin , 
oo  a  vu  que  le  troisième  [vocédé ,  dans  le  cas  d'âne  racine 
double,  est  le  même  que  le  second. 

Ainsi ,  on  voit  que  la  théorie  des  racines  égales  Indique  la 
Gonditim 

B  +  Ca  =  0, 

d'où      a  =  —  --  =  — ■^(pnis(fueronaBtt4-Ce4-...=  0). 

Noos  avons  supposé  que  le  point  de  la  courbe  par  lequel  on 
vent  mener  la  tangetite  était  à  l'origine  des  coordonnées.  Or, 
on  pent  toujours  transporter  l'origine  au  point  par  lequel 
on  voudra  mener  la  tangente.  Ainsi ,  soit  (  a ,  ^  )  ce  point  ; 
Sfaudra  substituer  dans  l'équation, 

et  l'oQ  aura ,  comme  on  sait, 
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En  appliquant  la  métbode  qui  procède ,  on  aura  encore 
■f. 

Tdle  est  dooc  la  valeiur  générale  da  coetScient  angulaire  de 
la  tangente,  obtenue  par  un  procédé  qai  se  rattache  h  la 
théorie  des  racines  égales. 

La  tiiéorie  des  racines  é^les  roomit  encwe  le  moyen  de 
détermina'  les  points  d'ipDexion  d'une  courbe 

il  suffit  en  effet  d'exprimer  que  la  dr<Mte  MN , 

a  trois  points  communs  inGniment  Toisîna  sur  la  courbe,  ou 
que  l'équation  /[-r  ,ax-\-b)  =  0 
a  trCHS  racines  égales  entre  elles  ;  et  de  même  pour  les  cas 
de  contact  pins  intime ,  où  ta  coorhe  est  coupée  par  la  droite 
en  un  plus  grand  nombre  de  points.  Mais  il  existe  pour 
toutes  ces  déterminations  des  mélhodefl  plus  expéditires  -,  ces 
méthodes  ne  doivent  pas  être  exposées  ici. 


QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MITflMA, 


rv. 

Pi.  Trottoer  dam  la  parabole  la  normale  qui  intercepte 
la  plus  petite  aire. 
Sol.  Soil^  =  ^x  l'éqoatton  de  1a  parabole  donnée.  Dési- 
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gDOfl*  par  ' —  m  la  tangeDle  de  Vangle  qoo  la  aormale  cber- 
cbéc  fait  avec  l'axe  dee  xj  l'éqaatioa  de  cette  Dwinale 

Kra  y  =  —  mx -\-^  [m^  +  2m) , 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectAngulairement  et  cdiliqae- 
ment  la  courbe  auront  respectivement  poor  coordonnées 

on  en  dédait  aiaément  l'aire  interceptée  par  la  normale 
^W     p-m    p'(M'+2l'    p(m'+Wp  (OT'+ay  pm'\ 

3  -t— j-t-      3^  2m    \2       m'       '^    2  J' 

oa  en  snnpUBant 


Maintenant,  d'après  le  tbéor^ne  da  51)  le  miiûmnai  de 
cette  aire  anra  lien  qoand 

nt'-|-l^2m',    d'où    ff»^±l. 
Aiori  la  normale  cherchée  fait  on  angle  de  4â°  avec  l'axe 
des  X  ;  ponr  cette  nonnale,  on  a 

Si  in  calcule  la  portion  de  I4  normale  comprise  dans  la 
coorbe  et  le  rayon  de  coorbore  corretpondant  an  ptrint 
^,  y,  on  trouve  snccessîTement 

ce  qoi  fait  voir  que  la  partie  de  la  ntwmale  comprise  dans 
la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  arec  la  développée  i  on  verrait  aussi  sans  peine 
qoeri,  par  ce  point  de  rencontre,  on  mèneane  parallèle  à 
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l'axe  du  ^,  («  diviie  l'aire  interceptée  par  la  normale  eo 
deux  parttM  égales ,  etc. 

V. 

Pu.  Trowotr  doni  YellipK  la  ttormale  qm  intercepu  ta 
j)/ui  grande  et  par  cowéqvmt  la  pbu  petite  aire. 

Sol.  Soit  y+  b'x'=l^  l'équation  de  l'ellipK  proposée 
(  noua  faisom  pour  umplifier  o  ^  1  ),  et  m  la  tangente  de 
l'angle  qoe  la  iKHinale  cherchée  fait  «Tec  l'axe  des  x, 
l'éqaaUoQ  de  cette  normale  sera 

c'm 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangolairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectiTement  ponr  ooonkMmées 

,       "        I  ,  6'm 

3^=.,       .     -,     /=- 


D'ainenrs  l'aire  interceptée  par  la  normale 

Ponr  qne  cette  aire  sot!  maximam  on  minimum,  U  faut  qne 
sa  diBérentielle  soit  nulle  ce  qui  donne 

on 

+ <f{yd^+^4y-^dy—y4jf) = o , 
on 

-yv.'^+  y"rf.  Ç + é'd.j^iy—y^ =0, 
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toù,eiavertadea  vavanie^,yyX^,y"  éeeUeiti-AimM 

_      1         (ay— i)TO*+8iw'(6<— fr'+i)+*'(2— &')  j_ 
y/»Mft'-3*'+i)"'H-(*^-3y+i)i»'-f  _ . 

{m'+b'nX+b'my 

d'où  j«6-^m*_m' — )»»0. 

Celte  éqnalioD  donne  ±  1  pour  Tslmirs  admlnriblei  de  m. 

Gela  Doos  montre  que  dans  l'eilipae  craume  dau  la  para- 

b(de  la  normale  qui  intercepte  la  plus  petite  aire  Tait  un 

angle  de  45°  avec  l'axe  des  x  ;  pour  cette  normale  aa  a 

*  .      _i^      &' 

^=  —  ,     y^di    -  -  ":i— ,  etc., 

|/i  +  *'  \/i  +  6' 

la  Talear  de  S  s'oCfre  rien  de  ronarqnable.  Si  on  calcnle  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  conrbe  et  le  rayon 
de  ooorbare  correspondant  an  point  xf,  y,  on  trouve  la 
portiov  de  la  normale  donble  do  ray<xi  de  courbure  ;  ce  qni 
montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la  cour- 
bore  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  mw  point  de 
rencontre  avec  la  développée ,  etc. 

VI. 

Pa.  ZWIsmtMwr  don*  la  parabole  la  normale  qui  inier- 
etpbt  le  plut  petit  arc. 

Sol.  Soîty=2px  réqoation  de  la  parabole.  Gonsîdé- 
rtma  une  de  aee  nonnales,  et  soient  j/,  y  ;  x",  —y",  tes 
coordonnées  des  pointa  où  elle  renocmùre  rectangolairement 
et  obliquement  la  courbe.  Soit  enfin  S  l'arc  intercepté  sur  la 
conrbe ,  noos  aurons 
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Des  deux  preiniJTes  éqoatÙHis  od  lire 

^  j  y-y 

et  portant  dans  la  troisième 

Maîntenant  pour  que  S  soit  minimom,  il  faat  qae  sa  dilK- 

rentielle  soit  nulle ,  ce  qui  donne 

yF+P''^  +  yp'+y"4/'==  0 ,     (2) 

mais  de  l'équaUoD  (1)  on  tire 

_  y-fr" 

portant  dans  (9)  et  sopprimant  4/\  fl  vient 

dimiDant  y  mire  cette  éqnatioo  et  l'éqnation  (f) ,  on 
trouve 

d'où 

La  Tsleor  de  S  n'oin^  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  oonnalc  comprise  dans  la  coorbe  et  le  raym 
de  coorbore  correspondant  au  pwnt  j/,  y,  on  trouve  Boc- 
cessivouent 

ce  qni  montre  qne  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  est  divisée  par  son  point  de  rencontre  avec  la  déve- 
loppée dans  le  rapport  de  9  à  1 ,  etc. 


nign^Pdi-vGoOgle 


VII. 

pR.  D&ermnar  dont  Feîlipu  la  normale  à  laquelle  wrre$' 
pond  ie  plus  petit  are. 

Sot.  Soit  toQJoon  y+l^x'=b'  réqaalioa  de  l'ellipse 
donnée ,  et  m  U  tangente  de  l'angle  qoe  la  oomule  cheiv 
cbée  dit  avec  l'axe  dea  X ,  de  aorte  qoe 


soil l'équation  de  cette  nonnate,  et 

(1)         ■r'=.,  y= 


y=- 


[a— y+w')fc'ro 


(m"  +*')  i/i+b'm'  '  (m'  +  A')  1/ 1  +  iW 

ks  coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangolaire- 
BMst  et  (d)IiqaemeDt  la  courbe  ;  nous  deTona  avoir 

f^^VdjT-^dy+J'  Vda?^  +  rfy  =mRX.oamin., 

ce  qnj  exige  qoe  la  diflërentidle  du  premier  membre  tfAi 
mUe.oDqoe 

d'où  (di<+(ir")((ir'  — <ir"J  +  (</y+*^)  (rf/— rfy)=0, 
on    d(a^+^)rf(.r'— yj+^tZ+r^rfiy— y)==0' 
nbsBtnant  à  j^+j/',  af—j^,  /+/',  r*— r"  1«»  Taleuw 
que  l'on  dédnil  des  éqnaliotu  (1) ,  (m  troare  sans  difficulté 

(m*— i'in*— 2»t*)  (AW+ft'(3— &')»»•  +  **— 2*'+2) 
+  {26'm*  +  m'— 6')  j{26i— 2ô'+l)n»*+C3*'  —  l)m'+ft'  [  =0, 
wen  simplifiant  et  posant  m* =u 

_(3é•_86•+6^l'+l)«'— (5M— 6é>'+»)«— At=0. 
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Celle  éqaatioo  admel  pour  racine  — 1 ,  topprimaat  celle  ra- 
dne,  qui  esl  éridemment  élrangère,  il  vient 

ftV+2ft'(2i»*— S6*+2)u*— 3(ô'— ♦i.*+*6'— l}u'  — 
—  2(26*  — S6'+a)«— è*s=0, 
éqDAticHi  du  quatrième  degré  qu'il  ne  me  parait  pas  facile  de 
réBondre.  On  peat  recMinalIre  pourtant  qu'elle  n'a  qn'nne 
radne  réelle  pouliTe,  que  cette  racine  n'est  ni  enlière  ni 
fractionnaire,  et  qa'eofln  elle  ne  correspond  pas  comme 
l'indiquenut  l'analo^e  de  la  par^mle ,  à  la  normale  dont  la 
partie  intérirare  i  la  courbe  est  divisée  par  le  point  de  con- 
tact avec  la  déreloi^  dans  le  rappwt  de  2  i  S. 

Vin. 

pR.  Parmi  totu  les  triangles  de  même  pirvuitré  et  dtmtmt 
surface,  trouver  celui  datis  le^l  la  distanee  mtre  le»  «entra 
de  cavité  dupèrmitre  ttdela  surface  est  HMmmtfm ,  et  eduï 
dans  le^l  la  mime  diêtance  est  mmimum. 

Sol.  SiAeat  a,b,  c  les  trois  cdtés  do  triangle  cherdié ;  ap- 
pelons .r,^,  et  j:',  y  les  coordonnées  respectivesdesceotres 
de  gravité  de  la  surface  et  dn  périmètre  de  ce  triangle ,  prises 
par  rapport  à  deux  de  ses  cMés  a  et  fr,  par  exemple ,  que  nous 
soiqiioseronB  biiant  entre  eux  nn  angle  6. 

0  s'agira  de  trouver  a  ^6 ,  c  de  manière  que 

U)     4'=(x— ^y+(j'— yy+acx— a/)  cr— /)<»•» 

soll  mazimimi  on  ndoimum,  tachant  que  cea  varlabks  véri- 
fient les  otmditioDB 

(S)         fl+*+c  =  2p,/)(^— a)  (/»—&)(/>  — c)  =  S', 
a>0,  6>0,  c>0,  a<ô  +  c,  b<::^a-¥c,   c<a+6, 
oàlCB  c<MUtantes  2y>  et  S ,  qd  repréaenlent  respecUveiDent  le 
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périmMre  et  U  emtaea  ia  triangle  cheicbé ,  soot  aapfKMées 
tdles  qiie27S*  _^^,  aSn  que  ce  triante  soit  pOMiUe. 
On  déduit  aisément  da  [viodpe  des  momenls 


3"      3'  2(af  ft+c)'  "^       a(a  +  i  +  c)' 

mbstitiiaiit ces Talamdaiis réalité (l),flTieot,  ea  serap- 

tf  +  l^—tf 
pelant  qœ  cm  6= — — ? — •, 

£3)        U*p'y^ar&b—a—cy  +  ^(?a-b—cT+ 

+  (26  —  a— c)  (Sa— ft — c)  (a*  +  *' —  «') 
=  (f[3b  —  a—c)(b  +  a~-ic)+ 
+WC3C— «—*)(*+«— a«)+«'(2o— 6— e)(a+c— 36), 
poams 

les  éqaations  de  coodilioa  [3}      remplaceront  par 

27S' — p* 


*<3/',  r<j/'.  »<3/'; 

et  l'équation  (3)  denendra 

=  —  fp'C-^  +  ■» +r«)  ~  W/uy» , 

d'où 

36/>4'  =  — />t^  +  xa  +J^)  —  9j^  , 
d'où,  en  ajonlant  la  secixide  des  éqaationB  (5), 
pars, 
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Cda  nous  fait  voir  qn«  les  itXeatt  maiimom  oa  mlniintuD 
de  A'  et  de  —  [:ty+xz+yz)ojït]iea  va  m^me  temps.  Ainti 
coiiHdàt>as  la  fonction  —  [xj' + xz  +yz) .  Posons 

(6)  -  (.rj*+«+^s)  =  3m', 

ce  qui  demie,  d'après  la  secondé  des  éqnations  (5) , 

xy%  ^  i^  —  pm"  i 
l'éqoation  dont  les  ndnes  suit  x,jr,z  sera 

(7)  U*—  3m*u  i-pm'  —  i'  =0 , 

et  oonune  d'après  les  six  doniâres  des  owditkHu  (5)  x,y,  z 
doivent  être  ccmiHns  entre — 7.P^^\>  l'éqoation  (7)  devra 

avoir  Ks  racines  rédies  et  tontes  les  trois  comprises  mtre 

3        p 
—  =/)  et^  ;  esprimons  qne  cela  a  Uea ,  et  nous 

les  limites  de  m. 
t     AcetoBet,  j'appliqaelethéorèmedoM.  Stormàréq 
tion  dont  il  s'agit ,  je  troave  poor  la  suite 

U,  ss  «' —  m', 
U.  =  am'u— ^m*  +  *% 
U,=  *m'— (^m'  — *»)•} 
Je  fais  maintenant  dans  celte  suite  snccessivemeat 
2p  p 

3  ■  s' 


ce  qui  me  donne  pour  u 

»P 

3   ■ 

-1^+^™--*. 

9 

,       7 

-"'-5'"" 

+*',  4» 

-{pm 

-*■)• 

■»""=f' 

'^-.^ 

n',   - 

-j/"»'+*' 

4/»»- 

(;»"•- 

*■)'. 
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U  |»«flU6rc  suite  ne  doit  présenter  que  ia  varialions ,  et 
la  seconde  que  des  permanences;  j'ai  dooc 


Je  n'écris  fos  la  relation  ||-  —  i'  >  0  qni  est ,  on  le  Toit 
aisément,  ane  identité. 

la  seconde  inégalité  est  inulilc  à  cause  de  ravant-dernièrej 
la  première  et  l'avant-demière  sont  également  inaliles  à 
canse  de  la  dernière  ;  on  peut  donc  ne  considérer  qoe  les 
trois  inégalités 

«»'>■=—,    ♦"!«— (pm'— **)•>  0,    /»•< .     (8) 

'P  p 

h  seconde  de  ces  dernières  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme,  die  revient  d'abord  à 

(  Sm}—pm*  -f-  i^)  (2m»+pm'~  *»)  >  0, 
et  poiaà 

(m'  —  a.')  (m-  —  «")  («'  -  c/")  >  0 ,  (9) 

«1  ajqiebnt  «,  a,  a",  les  racines  de  l'équation 
2m}  — pm'-^  **  =0. 

Je  fais  remarquer,  maintenant ,  qne  les  racines  « ,  o',  a", 
sont  lontes  trois  rédies,  qne  deux  sont  posiLires  et  une 
négative,  et  qu'enfin  la  racine  négative  est  en  valeor  ab- 
solue la  pins  petite  des  trois.  £n  effet  si  l'on  snbstilue  à  m 
dansSm' — /)B»'-|-i^, successivement  —  ao,  0,  ■^,  oo,  on  ne 
IroBve  que  des  variations  ;  cela  (ait  voir  déjli  qne  les  trois 
tacines  sont  réelles  et  qu'il  y  en  a  deux  positives  et  une  né- 

Asrir.  BU  IUtiémai.  IU.  6 
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galJTC  ;  puis  si  a"  esl  la  racine  n^atire ,  le  troiaièine  terme 

manqDant  dans  l'éqaatîon,  oa  a 

d\t  +  œ')  ~|-  na'  =  0,     OQ     —  «"  =  — — j  , 

d'où 

_^'_<,  = ^     et    ~d'~~d^ %—,. 

Ce  qui  (ait  voir  que  «  et  (t*  sont  pins  grandes  qae  la  valeur 
absolue  de  «"■ 

Cela  étant,    si  nous  snppoflOQS  a'>«''>a"',    l'jnéga- 
lité  (9)  revient  à  l'in^alité 

"»■>  «*.  (10) 

ou  aox  deux  inégalités 

«.'<«",    «*>«'".  (11) 

L'inégalité  (10)  esl  inadmissible,  car  m' doit  être  <  —  m 

P 

vertn  de  la  troisième  des  in^alités  (8)  et  —  est  <  a*,  ainsi 
P    

qu'on  le  recoonatt  en  substituant  \/  —  à  m  dans 
'in^  —  />m*  -|-  i^  ;  nous  ne  devons  donc  prendre  qœ  les  deux 
inégalités  (11).  Je  dis  maintenant  qa'ï  cause  de  ces  deux  der- 
nières inégalités  la  première  et  la  troisième  des  inégalités  (8) 
sont  inutiles  -,  eo  efEet  si  l'on  substitue  i  m  dans  Sm'— '/rm'+A:^ 

successivement — \/  — et  \/  — ,  on  trouve  d'abord 
y     Ip        V      p  ' 

on  résultat  positif  et  puis  un  résultat  négatif.  Cela  prouve 
que— \/  — est  >  a",  et  que  \/ — est>«',onbien 

que  — est  <«"'  et  qne  —  est>>o^',  donc,  etc.  Ainsi  nous 
^      Ip  ^      p 

n'avfflis ,  en  cléfinilive ,  qa'k  satisfaire  aux  deux  inégalités 

nC<J\    m*>."*. 
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Noos  en  conctcroiis  que  m'  =  J"  est  la  plas  petite  valeur  de 
m*  et  91e  n^  =  «/*  est  U  pins  grande.  Pour  chacone  de  ces 
valenrs  de  m' l'éqoation  (7)  admet  denx  racines  égales ,  dooc 
pour  les  Tal«in  maximom  et  minimum  de  m*  an  de  A ,  denx 
des  trois  quantités  x,y,z,  et  par  conséqaent  deux  des  trois 
quantités  a,  6,  c,  sont  égales,  ainsiles  triangles  clierdiés 
flOBl  des  triangles  isocèles  ;  de  plus  comme  dans  le  cas  de  x=j', 
on  a  .r"  =  m'  en  vertu  de  l'équation  (6)  et  de  la  première 
desrelaticHis  (5),  on  Toit  qne  le  triangle  isocèle  pour  lequel 
A  est  maximum ,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  côté  double ,  et 
qoe  le  triangle  îsooMe  ponr  lequel  \  eit  minimum  est  celui 
qoi  a  le  {dus  petit  côté  double.  {La  fnprochmnemaU.) 


QDAMiTmiB  DB  U  COOBBE  BEPRËSENTËB  PAR  L'ËQUiTION 


Oo  peut  aisément  constrofre  et  disculer  la  courbe  Aaoi  il 
s'agît.  On  reccmnalt  ainsi  qu'elle  estjsjmétriqae  par  rapport 
aox  axes,  qu'elle  est  comprise  entre  l'axe  des^  et  une  pa- 
rallèle à  cet  axe  menée  h  la  distance  1 ,  que  son  point  le  plus 

3  31/3 

baot  a  pour  coordonnées  x  =.  -,  y  =  -~- — ,  qn'elle  est 

tangente  à  la  parall^e  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  1 , 
qn'elle  a  un  point  de  rdiroussement  de,  preml^e  espèce  à 

3~  V~% 
l'origiBe,  qu'elle  a  ose  inflexion  au  point  x  = — , 

r  =  W6  1/3  — «, etc. 
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Jo  mo  contenterai  de  faire  remarqaer  une  propriété  qui . 
Gonduil  d'nae  manière  élémentaire  à  la  quadrature  de  la 
conrbe. 

GoiuidéroDB  le  cercle  représenté  par  l'éqaatitxi 

et  retranchons  d'ane  ordonnée  positive  quelconque  de  ce 
cercle  l'ordonnée  positive  corre^Kindante  ï  la  même  abscisse 
de  la  conrl)6  proposée,  il  viendra 

Y—y~ii~x)V^x{i—x) 
Or,  le  second  membre  n'est  antre  lihose  que  la  valeur  de 
l'ordonnée  de  la  conrbe  correspondante  h  l'abscisse  t  —  x  ;  on 
conclut  delà,  par  la  méthode  des  infiniment  petits,  que  l'es- 
pace compris  entre  l'axe  des  j:  et  la  partie  de  la  cMirbe  située 
an-dessus  de  cet  axe  est  égal  à  l'espace  oMnpris  entre  cette 
même  partie  de  la  conrbe  et  la  demi-circonférence  placée  au- 
dessus  ,  et  par  conséquent  que  l'aire  de  la  courbe  est  moitié 

de  celle  du  cercle,  ou  -. 


NOTE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ALGÈBRE  ; 

PAR  AJ^CAM  THAbkKT  (')■ 


Ou  trouve  à  la  page  46S  du  tome  II  de  cet  ouvrage  une 

démuDStralion  du  théorème  suivant ,  qu'on  peut ,  ce  me  sem- 
ble, présenter  beaucoup  plus  simplement. 

TréorAme.  a  et  B  sont  deux  nombres  entier»  et  posiiifx , 
ai/antplus  de  la  tnoitié  des  chiffres  d  gauche  en  commun ,  et 

re  qui  nr4  publié  diDs  nom 


N  Google 


A  >  B.   On  a  toujours  A'  —  B  "  <  -  (p  étant  entier  et 

P 
pomUf). 
Démonstration,  (hia  idenliquement 

-^—^  =2*-'  -if-ya»  -  '  +  +y  -  -, 

Posant  x'  =  A ,  ^  =  B ,  on  aura 


Soit  k  le  nombre  des  cbifltes  de  A  —  B,  B  aara  an  moins 
M  -f  1  chiffres,  donc 

A  —  B  <  10*  et  B  >  10'* . 
-,       (A  —  B)'  10'*  1 

|nisqae/>  est  au  moins  égal  à  3. 

Donc  enfin  A^  —  Bf  <  - 

P 

C.  Q.  P.  D. 


LES  CENTRES  D'HOMOLOGIE. 


Soient  dans  on  plnt  denxfigares  semblables,  d'ailleors 

«piekjooqaea,  ABC....  et  afrc...,CAy.ll),dontle9  côtés  soient 
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parallèles  et  de  méoieseni;  ou  bien  ABC....  cl  o'^c'....  dont 
les  cAtés  soient  parallèles  et  de  sens  contraires. 

On  sait  qne  les  droites  A.a,hb,Cc,  etc.,  ou  Aa',  B^,  Ce*, 
etc.,  qui  joignent  denx  à  denx  leurs  points  bonuiogiies,  coa- 
eoDrent  en  un  même  point  I ,  sitaé  sor  le  prolongement  de 
ces  droites  dans  la  première  hypothèse ,  et  entre  lés  points 
homologues  considérés  dans  la  seconde. 

Ce  point  a  été  nommé  centre  de  similitade  ou  d'bomologîe, 
direct  dans  le  premier  cas ,  inverse  dans  le  second.  Comme 
la  théorie  des  centres  d'homologie  est  encore  peu  répandue, 
noos  croyons  utile  d'exposer  ici  qnelqne^unes  des  propriétés 
de  ces  centres  qui  ne  nous  paraisseol  pas  soffisamment  édair- 
cies. 

NoDunons  d  la  distance  de  deux  côtés  homologue*  et  pa- 
rallèles des  deox  âgores ,  X  et  x  les  distances  do  point  I  k 


premier  cas 


et  dans  le  aecood  : 


dL  _    dl 


On  Tolt  par  ces  valeurs  qoe  si  l'nne  des  drax  figures  vient 
à  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan ,  de 
manière  que  la  distance  d  demeure  constante ,  le  centre  1  se 
mouvra  aussi  sur  une  parallèle  aux  deux  cotes  hamolognes 
considérés,  et  pourra  prendre  sur  cette  parallèle  telle  poà'- 
tion  qne  l'on  voudra. 

D'ailleurs ,  si  l'on  fait  varier  d ,  la  distance  de  celle  paral- 
lèle k  chacun  des  deux  cAtés  homologues  pourra  devenir 
aussi  grande  et  aussi  petite  que  l'on  voudra  ;  d'où  il  suit  qu'il 
n'est  pas  de  ^sàxA  du  plan  qui  ne  puisse  être  considéré 
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couine  lo  centre  d'homok^c  do  denx  flfTnres  semUables  et 
parallèles  doonées  placées  conTenablcmeat  dans  ce  plan. 

Si  l'on  fait  tourner  l'na  des  deax  systèmes  abc,..,  je 
suppose,  aatoDr  du  point I,  de  aorte  que  chaque  sommet 
dècriTe  no  arc  de  «ercle  da  même  nombre  de  degrés  dont  ce 
point  soit  le  ceotre,  alors  les  droHeaAa,  fi6,Bc,etc.  ifig.  12) 
ne  passeront  plus  par  le  poiot  I  ;  mais  le  point  I  sera  lonjonrs, 
cunne  dana  U  première  figure ,  le  sommet  comman  des 
triangles  semblables  ayant  poar  bases  les  câtis  on  lignes 
hoDKdogae*  AB  et  ab ,  AG  et  ac,  BG  et  bc,  etc.  ;  il  sera  en- 
core le  poiot  mdqne  da  fdan  où  deux  pcnnis  hotnolognea  des 
deu  gysttaies  Kroat  confcnidos  en  on  seul,  et  l'on  aort  les 
fvopMlioaa  soivules  t 

lA:U'.:AB:ab 

IB  :ib::ÂB:ab 

K:lc;:AB:ab 
Etc. 
RècîiHtMlDemeDt,  à  le  point  I  est  tel  qne  deax  des  pro- 
portions précédentes  aient  IJea ,  il  est  facile  de  reconnaître 
qnetOQtes  les  antres  auront  lien  également,  et  que  par  soitc 
le  point  I  sera  le  centra  dliomologie  des  deux  figures. 

Supposons  maiotenant  que  la  fignre  abc...  tourne  sur  ab 
comme  axe-et  vienne  prendre,  dans  le  plan,  de  l'autre  câté 
deiTÂ,  la  position  symétrique  ofrc'...,  etc. 

S'il  existe  un  point  K  entre  les  droites  AB  et  ab,  tel  que  les 
triangles  KAB ,  Kot  soient  semblables,  les  triangles  KAC 
et  Koc,  KBG  et  H-bc',  etc.,  le  seront  aussi,  et  l'on  aura  les 
lMi>portioiis  suivantes  ;  , 

EJi:Ka::kB:ab 

%B:Kb::iiB:ab 

KC:Kc'::AB:a6,     . 

Etc. 
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C't'st-ù-dire  que  \a  pmalK  sera  le  centre  d'hotnologie  par 
symétrie  des  polygones  symétriqaement  semblables  ABC... 
elabt/..: 

Gela  posé,  je  vais  d^ontrerqae  deux  systèmes  de  points, 
directement,  inTersement  oa  symétriqaemeat  sonblables 
dans  nn  plan  ^  qui  ont  denx  droites  données  poor  côtés  bo- 
mologues ,  ont  lonjonTS  un  centre  d'bomologie  et  ne  peuvent 
en  avoir  qn'nn  seul ,  quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  po- 
sition de  ces  droites  dans  le  plan. 

On  sait  qoe  dans  nn  plan  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  donnés  A  et  fi  (fig.  1 3}  sont  dans  le  rap- 
port d(Hmè  Aejt  h  q,  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
centre,  en  sopposantp^-;,  est  au  delàdapwnt  B,  sur  le 
prolongement  de  AB ,  et  que  si  0  est  le  centre  de  celte  dr* 
conférence ,  et  I  le  point  où  elle  coupe  AB ,  l'on  a 

En  UMnoiaDt  l  la  longaeor  de  AB ,  r  le  raySn  du  cercle  et  d 
la  distance  OB ,  les  expressions  précédentes  dcTicnneut 

p~q  p^q 

Soit  maintenant  un  quadrilatère  quelconque  AB6a(/E;.  14) 
dont  les  côtés  Aa ,  B&  se  rencontrent  en  O. 

Je  dis  que  la  circonférence,  lien  des  points  dont  les  dis- 
tances aux  points  A  et  a  sont  dans  le  rapport  de  AB:aZ>,  et 
la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  points 
B  et  &  sont  aussi  dans  le  rapport  de  Afi:a£<,  se  coupent 
toujours.  • 

En  elTet ,  soit  K  le  centre  de  la  première  et  L  celui  de  la 
seconde  -,  nommons  /?  et  ^  les  deux  côtés  AB  et  a6 ,  et  soit 
p>q  \  désignons  les  dislances  OA,  Oa,  OB ,  OA  respectif 
ïcnicni  par  a,  a'.  S,  p'  ;  les  rayons  des  daix  circMjférenccs 


N  Google 


par  R  rt  r,  et  les  distances  OK  et  OL  par  iell,  noas  aurons 
d'abord 

R^'— -''W    et    ,=<i=£te, 
pais 

parstrite 

P'-q 

00  réduisant 

P"— S*  ' 


0L  =  /  = 


P— î 

Cela  posé ,  appelons  6  l'aosle  AOB  fXd  la  distance  KL  des 
deax  centres.  Le  triai^le  OKL  donnera 

<r=A'+r— 2Wcose. 

U  Tant  donc ,  si  la  {Mn^iositiiMi  énoncée  est  True ,  que  l'on 
ait  i  la  fois 

d<li+r    et    <i>R-r, 

ou,  ce  qai  esll'éqniTaleaf,  que  l'on  ait  les  deux  iné^Iilés 
Biiivanles  : 

i'  +  Z'  — 2Aico8e<(R+r)'  (1) 

*'  +  /'--aWcos8>(R-r)'.  (2) 

Or 

Hlr^J'g("  +  P-'''-P') 

p'—i' 

et 

p'-î' 
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Rcn)|Aa¥«u  dans  (1)  les  quantités  k,  i  et  R  +r  par  leon 
valeurs ,  il  Tiendra 

00 ,  développant  et  wdonnant , 

+  2pp'-2{a'p+«P')c099]</,V[^'  +  P"+«"+r- 
—  a«(«'+p')  — 2p("'+?)4-2ap+2a'p'].  (4) 

Remarqooiuqae  l'on  a 

;>'  =  a'4.p'— 2apc08« 
et  g'  =  a"+3" — 2a'0'coe9, 
et  qae  par  suite  le  facteur  p'q'  est  comintin  &  tons  les  termes. 
Alors  CD  le  sapprimant  et  en  ranplactnt  p'  et  g'  par  Imrs 
Taleors,  il  viendra,  en  efbçant  les  termes  commons  aux 
deos  mflDil)rei  et  dhlsant  par  3 ,  l'ezprssrion  soivaiile  -. 

COfle(ap'+pa'-«p-«'p')<-{ap'+P«'-a?-«r), 

on ,  en  passant  tout  dans  le  premier  membre , 

(COSe+I)(ap'+pa'-»P^'P')<0.  (5) 

Oron  passederiaéf|:alité{l)irinégalité(3),  enchangeant  ' 
le  signe  de  r  j  ee  qni  revient ,  en  remontant  à  l'expression  de 
cette  quantité ,  à  changer  le  signe  de  ^  et  de  ^  dans  le  se- 
cond membre  de  (4). 

La  seconde  condition  éqnivaat  doncfc 

(cofle-l)(c<p'  +  p«'-«p-«'p')>0.  (6) 

Orqnelqneatrit  lesigiiedecosO,co«e+l  esttoojotirs  pod- 
tif  el  cosQ  —  1  toujours  négatiT.  Four  qao  les  inégalités  (S)  cl 
(6)  soient  satisCiites,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  ait 
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oa  Imb  que  la  Bonme 

aire  OAB  +  aire  Oufr  >  un  OA/>  +  atre  OBo. 
on,  ea  snpprînumt  3  Oab  commniu  sax  deux  membres,  que 

ABA  +  abK  >  ahk  +  abB , 
oa  enfin  qae  AB£>>a&B. 

Or  cette  derniAre  inégalité  est  manifeste.  Donc  les  dens 
circonférences  se  coupent.  Donc  en  rereoBiit  k  la  pn^HHitkm 
primitive,  quelle  qae  soit  la  posilion  des  figures  semblatdes  di- 
rectes, inverses  ou  symétriques ,  le  centre  d'homologie  exisCe 
loajouTS.  Mais  les  circonféreDces  R  et  r  se  coupent  en  deux 
ptants  T  et  nous  avons  vu  que  le  centre  cherché  était  uniqne 
pour  les  deux  systèmes  considérés.  Ainsi  l'un  des  deux  points 
dînterseclion  trouvés,  toujours  facile  à  choisir  d'après  l'es- 
pèce de  similitude  dcmnée ,  conviendra  seul  h  la  question. 
L'autre  sera  lié  an  premier  par  les  considératicms  que  nous 
■vous'  {vécédemmeul  exposées. 

Pour  mettre  cette  dernière  asserlîoD  hors  de  doute ,  exa- 
minons les  cas  particaliers  où  les  deux  systèmes  sont  pa- 
rallèles. 

Bans  cette  hypothèse ,  soient  AB  et  ab  ifig.  15)  deux  oMéa 
bomcdogaes  des  deux  âgures.  Prolongeous  Aa  et  B&  jusqu'à 
leor  rencontre  en  I.  Tirons  A.b  et  Ba  qui  se  coupent  en  i, 
pois  menons  par  les  pointa  I  et  i  des  parallèles  m'm",  m"'n'^ 
kAB,  et  par  ces  mêmes  points  les  perpendiculaires  IK,  ik 
sur  cette  même  droite.  Les  points  I  et  i  seront  les  centres 
dliomologie  cherchés  suivant  que  les  deux  systèmes  auxquels 
appartiennent  les  lignes  homo](^nes  ABetat<  seront  directs 
OD  inverses. 

Les  points  I  et  m',  I  et  m"  seront  coDjngnès  harmoniques 
par  rapport  à  An  et  B& ,  et  les  points  i  et  m"',  i  et  m'''  le  sé- 
nat aunt  par  rapport  à  A&  et  Ba.  Les  circooférences  décrites 
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sur  Im'  otim''  comme  diamètres  se  couperont  enK,  et  celles 
décrites  sur  im'"  et  un'*  se  coopotint  en  k. 

Dodo  ,  indépeDdamment  dei  propM-tioos 
IA:Ia::IB:I&::  AB:aA 
iA  :  ib  ::  ïB  :i<i::  AB:ai, 
on  aura  encore  celles-ci  : 

KA:Ka::KB:Kt::AB:a6 
iA  :  W  :  :  iB  :  ia  :  :  AB  :  at. 

Donc  }es  triangles  KAB  et  Ka&  sont  semblables ,  ainsi  qae 
les  triangles  lAB  et  \ab ,  et  les  triangles  ^AB  et  iab  le  sont 
anssi,  de  même  qne  les  triangles  ïAB  et  iab.  Le  point  K  a 
donc  réellement,  entre  les  droites  AB  et  nfr,  la  position  ana~ 
l<^oe  à  celle  du  point  I  an-dessus  de  ces  droites. 

Il  en  est  de  même  dn  point  k  relativement  an  point  i.  Les 
points  I  et  K ,  I  et  A  sont  donc  des  centres  d'hoUKilogie  dis- 
tincts correspondant  aux  diverses  bypotbèses  qne  l'on  peut 
faire  sur  le  genre  de  similitude  des  systèmes  auxquels  appar- 
tiennent les  câtés  AB  et  ab.  On  conçoit  qne  qumqne  nous 
n'ayons  pris  qu'un  cas  particulier ,  des  considérations  analo- 
gues auraient  lien  dans  le  cas  général. 

i"  Corollaire.  Nommons  G  la  première  circonférence  décrite 
darayonK,o«surAa(yîjr.t4).  DésignonsparC,C,C'",  etc. 
les drcontérences  analogues  décrites  sur  B&,CCf  Qd,  etc.  - 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  G ,  C,  G",  G'",  etc.  auront  une 
corde  commune ,  ou  se  couperont  toutes  aux  mêmes  points. 

3*  Corollaire.  Si  p  =  q,  c'est-à-dire  si  les  systèmes  sem- 
blables deviennent  ^aux ,  les  rayons  R ,  R',  R",  etc.  devien- 
dront infinis  j  les  circonférences  G',  C,  G"',  etc.  se  change- 
geronl  en  des  droites  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  Ad,  B^,  Ce,  etc.  -,  d'où  il  suit  qne  ces  pen>endiculaires 
iront  toutes  concourir  en  un  même  point. 

3»  Corollaire.  Soient  deux  droites  AN,  AN'  {/ig.  16}  issops 
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du  poiit  A  et  terminées  k  la  droite  OX.  FatsoDS  N'n'  n  Nn 
et  n'ff  =  nA.  En  conséquence  da  coitdlaire  (3) ,  les  perpen- 
dicDlûres  sur  les  milieax  des  droites  AH',  na',  NN'  se  ren- 
«ntreront  en  an  mémo  point.  Si  l'on  fait  toarner  AN'  sar  le 
jnint  A,  et  qn'on  snppose  les  droites  NV,  n'H'  invariablea 
de  fnndeur,  quand  le  point  N'  se  rapprochera  du  point  N , 
le  pùnt  n' décrira  un  arc  deconchoïde.  À  la  limite,  ou  quand 
les  points  N'  et  N  se  «Mtfondront,  les  points  H'  et  A  se  con- 
fondront aossi.  La  droite  nn!  deviendra  tangente  à  la  courbe, 
et  la  perpendiculaire  sur  cette  droite  deviendra  normale. 
Cette  normale  passe  donc  alors  par  le  point  de  concours  des 
perpendiculaiTes  en  N  et  en  A  sur  tes  droites  ON  et  NA.  Ce 
qui  fooroit  un  mo;en  facile  de  mener  par  un  point  de  la 
Goncbofde  nne  tangente  à  celte  court». 

DES  RACINES  INFINIES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQOES. 
(  Salle  d'un  premier  article.  To j.  L  01 ,  ptgM  »...  40.) 


4.  Dans  la  discossion  complète  d'une  équation  &  deux  in- 
coaaat»F{x,jr)  =  0,  on peutaussi  avoir  à  considérer  dessolu- 
tioDs  compoaées  d'nne  valenr  infinie  et  réelle  pour  l'one  des 
inconnues,^,  et  d'une  valeor  finie  et  réelle  pour  l'autre  j:. 

Qnaod  je  dirai  :  l'équation  proposée  admet  la  solulitw 
x  =  a,jr  =  <x>  (((étant  nne  quantité  réelle  et  finie],  Toici 
ce  qu'il  faudra  soos-entendre  : 

Ou  peut  donner  à  rinconnne  j:  une  valeur  a+Aon*— A, 
assez  pen  didërente  de  a  pour  que  l'autre  inconnue^  ait  une 
Tslenr  correspondante ,  € ,  plus  grande  que  tout  nunbre 
déterminé  i;  et  si  ïoa  fait  converger  la  valeur  de  x  vers  « , 
parla  diminution  pn^ressive  de  &,  la  valeur  correspoo- 
daiitc  dex  ira  conlinucllemcDl  en  augmcnlaot  à  partir  de  €. 
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C'est  à  oe  genre  de  mlutioiu  que  m  lappcvle ,  ea  dMni- 
tiTe ,  la  déterainitiOD  des  aiymplotes  reeUligoes  aox  ooDilm 
ilgéfariqneg. 

DaiH  la  redierche  des  Bolntions  de  la  forme  x=s  a,  ^ = OD , 
j'ordoniurai  l'équation  proposée  saivant  les  puissances  dé- 
crfHHantesda^,  en  fécrïTant  de  cette  manière  : 

Ar'+iîr'+Cr'f -=o. 

Je  sapposerai  qae  A ,  B,  G ,  etc.  soient  des  fonctions  entières 
de  X ,  prdnières  entre  elles ,  et  à  coetBcieots  nom^qaes 
réels  et  fii^s.  Aacone  valenr  sobslituée  ft  :r  ne  pourra  an- 
nuler à  la  fois  tontes  les  fonctions  A ,  B ,  C,  etc.,  poisqD'elles 
sont  dâurrassées  de  tont  divlseiir  common. 

5.  L'équation  V"  +  %'  +  Q^  +  "- =<>  "»  P«">t  «d- 
mettre  la  solution  ^  =  « ,  ^  =r  « ,  qu'autant  que  la  sobtti- 
tutioD  de  a  à  a;  annule  le  coefitdeDt  A  du  premier  tenue. 
CarsiAneserédQitpasà  téro,  learadues  de  l'équation  à 
nue  seule  inconnue  j',  obtenue  par  la  substitution  dont  il 
s'agit,  ont  évidemment  one  limite  supérieure  que  l'on  peut 
asrigner.  Ainsi,  l'équation  n'admet  aucnne  solution  de  la 
fonne  indiquée,  lorsque  le  coefficient  A  est  ind^>endant  de 
«  (  et  0  en  est  encore  de  même  si ,  A  contenant  x ,  l'équa- 
tion A  =0  n'a  aucnne  racine  ré^. 

Mais  il  n'ai  faut  pas  condnre  que  tonte  racine  réelle  «de 
As=0,  donne  à  l'équatitm  proposée  la  stdntion  jr=a,^^=:ae . 
Pour  écarter  cette  coDclosion,  il  suiBra  de  prendre  comme 
exemple  les  équations  : 

(X— 1)><+(j:'  +  1)j^  +  I  =  0 

Le  coefficient  de  la  plns^hante  puissance  de  y  de  diacune  de 
ces  deux  équations  se  réduit  i  zéro  lorsque  x=\i  et ,  ce- 
pendant ,  si  l'on  donne  à  x  des  valenrs  pins  grandes  ou  plus 
petites,  aussi  peu  diffârentes  de  l'unité  que  l'on  voudra  ,  les 
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■  iey  seront ,  dans  la  preaàtn  équa- 
tion, lODJours  ImagliialreB  ;  et  dans  la  aeeoade,  tonjoon 
mniidres  qoe  l'iuiité. 

Poor  reconnaître  qnelles  sont  les  racines  a  rteHes  et  Bniea 
4e  A  =  o,  qui  donnent  *  l'équation  propoaée  Ày  +  ^y^  + 

(Jr'4- =3  0,  des  wlntions  de  la  fonne  x  =  a^  y  =  tB, 

\t  ttstingtienf  deux  cai  i  BoîTant  qoe  le  nnntve  dei  racines 
de  A  =  0 ,  égales  A  a,  est  impair  on  pair. 
C.  Si  riquation  A=0  a  un  non^e  impair  deraeineaégaks 

tmnoTHbrt  »  riet  et  fitH ,  l'équatiim  Ay'+^+<iy*+ œO 

adfluttm  néeeuairemetU  la  aolvUon  »  s  «,  j^  =  » , 
Cesl-à-dire  qoe 

1*  En  ranidaçant  x  par  a+h  oa  a  —  h  [h étant  on  nombre 
réel  snfiBsamnient  petit),  l'éqnatiiHi  Anne  seule  inconnne 

A.y +By^ +0}^  + -=0,  aura  m  ntoins  une  racine  réelle 

fba  grande  qœ  tout  nombre  donné  3. 

a:  Si  l'oa  fait  converger  Tcrs  Ci  la  Tsleor  H -f  A,  on  a — h, 
sidMlitaée  i  X ,  la  TBleor  onrespCKidante  de  j' ira  toqonrs  en 
angnentaBL 
Ce  KM,  les  deux  points  qa'il  fant  établir. 
UiTaleor  aqBl,snbstitaéeii;c,annnle  A,  peut  de  même 
annuler  qaelqnes-nns  des  coeffldenls  soivants  B,  G,  ele>  j 
nuis  tons  ces  coeffîciaits  ne  sont  pas  ft  ta  fois  réductibles  à, 
sére  :  je  iMMime  A'  le  premier  des  coefficients  qoe  a  n'annnle 
pas;  B,  C,  etc. eeax qoi  pearentraine  A';  etAnn  imnbre 
réel  assez  petit  poar  qœ  l'équation  A'=0  n'ait  ancone  ra- 
ciiM  comprise  entre  a  -{-  A  et  a  —  A.  Et  de  plus ,  je  sappose 
qu'en  faisant  variCT x  depuis  a-^-h  jnaqn't  >—  A,  la  fonc- 
tioa  A  soit  aenkment  réduite  k  ràv  par  JT  ss  a. 
D'après  la  noUtimi  indiquée ,  i'éqoation  pnqposée  est 

Aj'+Br'+ +A.'y+ffy'+ =0. 

Ain  d'a^orta  plu  de  préosmi  dans  l'examen  dos  valeurs 


nign^Pdi-vGoOgle 


«t  des  Bignes  qoe  {vend  l«  premier  membre ,  lorsque  xely 
reçoivent  diSërentea  Taleors ,  je  considérerai  d'abord  séparé- 
ment cbacaa  des  deux  polyndmes  A>'+By+ ,  et 

V"+ïîr"+etc. 

On  peot  dramer  h  l'inconnae^  une  valeur  y  assez  grande 
ponr  qae,  aifaisaol  varier  ^depuis  a+Ajasqn'àn  —  A,  le 
polyntaie  A'^  +  tty+  etc.  ait  constamment  le  signe  de  son 
prankr  tenne  A'^"*.  En  effet ,  soient  a'  la  {rios  petite  valear 
que  prend  A',  et  M  le  maximum  de  B',  C,  etc. ,  lorsque  x 
varie  depuis  <'+ A  jusqu'à  a  —  h  lilsuflSra,  ponr  satisfaire  à 
la  condilion  énoncée,  de  remplacer  ^  par  oo  nomlM^  y  an 

moins  égal  k  -r  +  i  [")•  La  même  condition  étant  remplie  par 

tout  DCKnbreptus  grand  que -7+1,  je sDpposeraiyanoK^ 
égal  an  nombre  dcmné  9. 

En  substituant  y  ky  dans  le  second  polynôme  ^r*  + 
-j-  By'  +,  etc.,  et  faisant  varier  x  depuis  «  +  ■*  ou  «  —  h 
jusqu'il  a ,  on  donnora  à  ce  poly ndme  des  valeurs  absolues 
anssi  petites  que  l'on  voudra  :  car,  lorsque  x  =  <t,'  tons  les 
coefficients  A,  B, ,  s'annulent  à  la  fois  [**].  Pour  des  va- 
leurs de  h  suffisamment  petites ,  on  aura  toujours ,  en  valeurs 
absolues,  l'inégalitéA/"+^r^-|-....<Ay'+B'y'+.... 
En  effet,  «Humons  N  le  minimum  des  valeurs  de  Ay 
-|-  By .. . ,  correspondantes  ans  valeurs  de  x  comprises  entre 
a-^-h  et  a  — h,  l'in^tité  indiquée  existera  néccssaironrat 


immedctouiltBiDlrcilerniei,  laTiqD'oD]rrcnipl*ccriypu'-,  +i,  ou  bien 

ir  uac  TilsuT  plui  gnadc.  C'tll  un  princi^  dimoniré  dini  togi  lei  Inilé* 

alRèhre. 

(")L«i  foDctian*  A,  D...,  idiDHUni  le  diviMor  x—x  i  àe>  puiuanccd 

',B',ele., prendront  la  [orme  o*"',S*"',ele.,  lorM)U'onyinl»lilnot«  ■+***; 

'Si  pourqaoi  le  polinûmo  Aï'"  +  B)i"'...  devient  autsi  petit  iiue  l'tnitMl,  en 
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4h  que  Aj''"  -f-  By"  ■+■  ....  deviendra  moindre  qae  N. 
Enfin ,  je  ferai  encore  observer  qu'il  est  possible ,  en 
dispoonl  coaTeDablement  du  signe  de  A ,  de  donner  aux 
aoefiicieatB  A  et  A'  des  sigoea  oonlraires.  Si,  par  exem- 
ple ,  les  Taleors  de  x  comprises  entre  n  4-  A  et  s  rendent  ces 
deux  coelBcîeQtspoRlifsipoarlesTaleBrsdej;  comprises  entre 
a. — &  et  >,  le  ivemier  deviendra  négatif  et  l'antre  ne  dumgera 
pu  désigne  ;  ilsanrontdonc  alors  des  signescontraires.  Lapoi- 
sflHliléde  satisfaire  à  cettedemi^  condititm  timt ,  comme  on 
voit,  à  oe  que  l'éqoalion  A  =  0  ,  a  on  aoTobn  impsir  de 
racines  égales  à  a. 

exposé,  ronptaçonsjr  par/,  et  x  par  a  ±k,  dans  le 
premier  membre  de  l'èqnation  Aj'"  +  %■"  +  ....  -f-  Afy 
-{-  Wy  -|-  ....  =  0.  En  disposant  da  signe  e(  delà  grandeur 
de  h ,  comme  nous  venons  de  l'indiqner ,  les  termes  Ay*, 
K'y^  auront  des  signes  contraires,  et  la  valenr  absolue  du 
polynOme  Ay  +  By"  +  «tc- ,  sera  moindre  que  celle  do 
poIynAme  A-'y^  -\-  By  -f-etc;  alors  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
pnoôer  terme  Ay". 

Pnts ,  sans  rien  changer  à  La  valeur  ni  au  signe  de  h,  fai- 
sons croître^  à  partir  dey,  jusqu'à  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier  terme ,  et 
conserve  ce  signe  poar  toute  valeur  plus  grande  de  y.  Par 
cette  augmentation  progressive  de  la  varialde^,  le  premier 
membre  de  i'éqoation  s'annolera  au  moins  une  fois ,  puisqu'il 
dnnge  de  signe  dans  l'intervalle  des  valeurs  attribuées  à  y. 
Ainsi  l'équation  en  j' aora  au  moins  une  racine  réelle  S  pins 
grande  quey.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  pour  la  valeur  de 
C,  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation.  Donc , 

1  '  En  remplaçant  x  par  a  -j-  ft  ou  >  —  hik  étant  un  nom- 
Ire  réel  sofBsaounent  petit)  l'équation  proposée  Ay"  4-  Qr" 
AKI.BI  h*tbc>.  ni.  7 
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-j-etG.,  =  0,  ivaau  moiiunnc  racine  réelle,  6,  plus  f 
que  le  oonitH'e  donné  S. 

Si  plosioirs  râleurs  diDérentes  de  A  correspondenl  è^=6, 
je  pnodrai  poor  h  h  plus  petite  de  toalcs.  Ainsi  a  -|-  h  oo 
a  —  h  re[véaenten ,  pami  les  Trieurs  de  x  qui  peoTent  cor- 
reqKHidreà^  =  S,  ccUe  qni  diffère  le  dhhus  de  ».  Alws, 

en  fiûsanl  diminuer  A,  le  poljntaie  Ae"  -\-  86"  + 

-f-A'S''4'B'S'-f ...,  qoiélait  annolé,  reprendra  immédiate* 
ment  le  signe  da  terme  A'ë'  ,  pour  A'  <  h ,  quelque  petite  que 
soit  d'ailleurs  ta  diminution  de  A  (*).  Bieomme,  enaugmen- 
tantlaTalcarde^àpartirdeS,  on  pourra  de  noQTcao  donner 
ao  polynôme  A^"+Br"+ ...  + A>'  +  B>'+...,  le  signe 
de  son  premier  terme  i^**,  l'équation  admettra,  pourA'<A, 
une  racine  S'  >  e.  D'où  je  conclus  que 

a*  Si  l'on  bit  convergerTcrs  « ,  la  râleur  s  +  Aona  — A 
at^boée  à  x,  la  râleur  cerrespoodante  de  y  ira  toujours  en 
augmentant. 

Et,  par  conséquent ,  l'équation  proposée  admettra  réelle^ 
ment  la  solution  X  =  s,  ^=  go  . 

7.  En  général ,  l'équatitm  proposée  admettra  loujoars  pour 
l'inconnuej^  une  râleur  infinie  réelle ,  correspondante  A  la 
raleor  réelle  et  finie  a  de  l'antre  inconnue  j:,  qui  annule  le 
coefficient  A  de  la  plus  haute  puissance  de^  >  lorsque,  en 
attribuant  à  x  une  râleur  a  +  A  uu  a  —  A ,  snfflsammoit  rap- 
prochée de  d ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes  contraires 
an  premier  terme  Ay'  de  l'équation  et  au  premier  des  lar- 
mes A'y  dont  le  coefficient  A'  n'est  pas  annulé  par  la  substi- 
tution de  a  à  x  ("). 


(*J  31  II  labuilulion  de  V  lAdonadlaa  ptljnMMas  *i|tMraDlriJra  iedii 
du  leime  A'P,  H  y  in  ri  il  rai™»'  «i  o  gne  r«lsar  »f  <4  oorrct^nduto  à 
t  —  i-.Btr  lortqiie  A— g,  le  polinAine  ■  «ildemmenl  )«  tlgae  da  MrncA'e'. 

(**}  Ja  M  TNi  pti  dira  qgg  cdtc  eonditlon  ia)l  indlipenuble  ,  elle  en  leulc- 
niMt  raDunli.  J'aumineril  plui  loin  (n.  9}  oemnitnl,  Igraiju'«l1e  n'en  pu 
remf  Ile,  on  peut  raconnilln  il  U  Tairur  de  y  rorraipondanle  à  x—  x  eti  eocor* 
l'InSnl  rlel. 
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Ceat  là  une  cuoséquence  évideola  de  la  démoMtnUoa  qai 
Tient  d'être  doonte  a°  6. 

Que  si  nous  avoDS  considéré  a  G(»nme  onc  raeioe  siaple , 
ou  d'ua  ordre  de  multiplicité  imp^r,  de  l'éifDalîaQ  AbcO, 
c'est  parce  qa'il  est  «Ion  toujoors  poflRUe  de  CsirB  {Nfendre 
des  signes  fxmiraira  «uz  deaz  lenoes  A.y",  Âiy,  en  dispo- 
sant GoaTeDaUemeol  des  signes  de  h  et  der- 

Dans  ctiaqoe  cas  particulier ,  il  sera  facile  de  distÎDgBer 
quels  sont  les  signes  de  &  et  de  ^  qui  donsent  aux  deux 
termes  Ay".  A'y  ieê  signes  diffiMnts.  Cette  obserralioa  est 
utile  pour  la  construction  des  courbes  ;  j'en  mootrwai  fauBé- 
diatement  l'atiliU,  en  appliquant  le  prioâpe  du  n*  S  i  la 
recliercbe  des  asymptotes ,  paraHéieaàraxedesordomBées, 
d'une  courbe  algébrique. 

esil'éi 


Aj-"4-B^"  +  etc.  =0 

représente  une  coarbe  ayant  une  ou  plusieurs  asymptotes 
piralléles  à  l'axe  des  ordoonées ,  it  faut  précisément  savur 
si  celte  équation  admet  des  stHutions  delà  fwme  x=a, 
r=  I»  ,  en  définissant,  comme  nous  l'avons  fait ,  les  soln- 
liODs  de  cette  forme  j  car  ji  cbacunerfle  ces  solutions  corres- 
pond une  braocbe  de  coorlK  qui  a  pour  asymptote  la  droite 
jT^oi;  et  réciproquement,  A  cliacuae  desasymplotes,f  =a, 
parallèles  k  l'axe  des  ordonnées  correspond  one  solotkw  de 
la  forme  j:  =  « ,  ^  =  « . 

D'après  cela ,  pour  délermioer  les  asymptotes  dont  il  s'^d 
on  cberche  d'abord  les  racines  réelles  de  l'éqnalion  k  une 
seule  inconnue  A  =  0,  et  il  reste  ensuite  k  examinrr  si  les 
valeurs  de  x  ainsi  obtenues  doonent  i^  des  valeurs  rédies 
infinies. 

Lorsque  la  radne  obtenue  a  est  simple  on  multiple  d'ordre 
impair,  une  des  valeurs  correspondantes  de/  est  toujours 
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réeHe  infinie  (n*6)j  donc  l'équation  proposée  re)H4smte  nne 
courbe  dont  une  brandie  au  moins  a  pour  asymptote  la 
droite  J^sa. 

Afin  que  cette  prami&%  donnée  poine  servir  à  construire 
une  partie  de  la  OKirbe  avec  quelque  prédsion,  il  foot  encore 
savoir  de  quel  cAlé  de  l'axe  des  absctsaes  et  de  li  droite 
jr  =  o  les  branches  de  la  courbe  derienncnt  asymptotes  à 
cette  dnnte. 

A  cet  effet ,  je  substitue  à  ^  la  valeur  ce  dans  les  coeffi- 
cienti  soccessîrs  B ,  C ,  etc. ,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à 
un  terme  h!y  dont  le  cœflteient  A'  ne  soit  pas  annulé  par  la 
snbsUtntiMi  de  a.  Ce  coefficient  A'  se  réduira  à  un  nombre  r* 
dont  le  signe  est  détenniné. 

Puis,  après  avoir  divisé  le  coefficient  A  du  premier 
lenne  A^"  par  la  plus  baute  puissance  de  x — a  qui  oitre 
comme  facteur  dans  ce  coefficient,  je  remplace  encore  .r  par  t 
dans  te  quotient  obtenu  j  il  en  résulte  un  nombre  m'  positif 
or  négatif. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  nombres  t',  m'  aient  le 
même  signe. 

Les  termes  A'^',  hy"  prendront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  fera  varier  ±  depuis  o — k  jusqn'i  a ,  en  donnant 
de  [dus  i  ^  des  vateurs  posttires j  par  conséquent,  la  droite 
jr  =  a  sera  asymptote  à  une  branche  de  la  conrbe  située  dn 
cdté  des  ordonnées  positives  i  et  si  et  est  positif,  en  laissant 
aux  axes  la  disposition  ordinaire ,  cette  branche  sera  située 
à  gau(^  de  l'asymptote  x!=u. 

Lorsque  les  exposants  r,  n  de  j'  dans  les  termes  K'y',  Ay" 
seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deox  impaîrsi  ces  termes 
prendront  encore  des  signes  contraires  ponr  des  valeurs  né- 
gatives de  r,  les  valeurs  de  X  étant  toujours  comprises  entre 
a — htit.  Ainsi ,  la  droite  x~a  est  encore  asymptote  à  une 
brandie  de  la  courbe  située  au-dessous  de  l'axe  des  x-,  cette 
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DOiiTelle  branche  sera  ,  comme  la  première ,  dirigée  à  gauche 
de  J'as^rinplute. 

Mais  8Î  l'an  des  dcax  exposants  r,  n  est  pair  et  l'astre 
impRÏT,  en  donnant  àj  des  valeurs  négalives ,  il  faudra  faire 
varier  ^  depuis  a  4- A  jusqu'à  « ,  pour  que  les  termes  A^*, 
A.y  prennent  des  signes  contraires  ;  alors  les  deux,  branches 
sont  situées  de  diffàvnts  cAtés  de  l'asymptote. 

On  déterminera  de  même  la  situation  rdative  de  la  <bY>ite 
j:  =  a  et  des  branches  aoxqnelles  elle  est  asymptote,  dans  le 
ca»  particalia'  où  les  deux  nombres  r*  et  m'  ont  des  signes 
contnires.  G. 

{ La  fin  prochainanmt.  ) 


QUESTION  D'EXAMEN. 

SX  M.  ■■  UOMMM'X , 

iM  ta  Collège  rojal  de  Louis-l»-ensd. 


Trouver  le  volume  d'un  segment  sphèrique  à  uw  baie  en 
lotution  du  rayon  r  de  la  base  du  legmtnt  et  de  sa  hauteur  h , 
connaiisanî  le  volume  de  la  sphère  et  sachant  que  la  fonction 
demMdie  est  entière  par  rapport  aux  quantités  r  eth. 

Soit  AGB  le  demi-cerdc  générateur  de  la  sphère ,  BO  la 
hanteur  dn  segment ,  CD  le  rayon  de  sa  base  et  c  son  to- 
lomc  ;  on  aura 

(1)  f  =  AÀ'+BA'r+CA/-'+Dr', 

A,  B,  C,  D  désignant  des  nmnbres  oMistanls  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

La  droite  CD  çtant  une  perpendiculaire  abaissée  d'an  point 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB,  on  a  la  proportion 
AD:CD::CD:BD, 
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;  mais  la  ligue  AD  est  la  hau- 
teur d'DD  antre  sèment  de  même  base  que  le  premier  ;  donc, 
pour  exprimer  le  volume  f'  de  ce  segment  en  fonction  de  r 
et  A ,  il  suffit  de  remplacer  h  par  r'hr  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  (1) ,  ce  qui  donne 

/=AÀ-V+BA-V  +  CA-V+Dr». 
Pour  e^qtrimer  le  volume  V  de  la  spbère  en  fonction 
des  mêmes  quantités  r  et  h,   nous  observons  qu'on  a 
V=-it&B^  el  AB=BD  +  AD  =  A  +  r'A>~',d'o(k  l'on  dédoH 

V=J(i'+3Ar'+3/.-'r*+A-V); 
mais  la  sphère  entière  est  égale  i  la  somme  des  deux  seg- 
ments; donc 

-  (A*  +  ihi'  +  ^h~^T*  +  A-3/-*)  = 

=  AA' +  BAV + CAr" -H  2Dr' +  GA-V*  +  BA"  V  +  A  A-»/*. 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  des  valeurs  de  r  aussi  petites 

qu'on  Tondra,  lorsqu'on  attribue  A  A  des  valeurs  omiprises 

entre  AB  et  -  AB ,  les  coefficients  des  même  puissances  de  r 

sont  égaux  dans  les  deux  membres  -,  donc 

A=-,        B=:0,        C  =  i,        D  =  0, 
6'  2' 

et,  par  suite, 

c=5:--itrVt+-iiA'. 
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Développemetas  tur  phisieun  points  de  la  théorie  des  pertwr- 
hatiom  des ptoailcs ;  par  V.-J.  Le  Verrier.  In-4  de  1  à  29, 
Bachelier  IMl,  n°  1. 
Les  corps  célestes,  dans  leurs  mouvements,  i  cause  de 
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leurs  allracUoDS  mutaelies,  ne  suivent  pas  rigoureusement 
les  lois  du  moaTement  elliptique  ;  ils  s'en  écartent  par  de 
petites  quantités,  nommées  inégalité»,  dont  les  unes,  dîtes  pé- 
riodiqaes,  se  reproduisent  dans  un  petit  nombre  d'anuées ,  et 
les  antres,  dites  léeutamg,  ne  s'accomplissent  qu'après  un 
temps   très  -  long.  La   détermination    précise  de  ces   mé- 
gëliléi  est  le  point  lo  ptns  épineux  de  l'asironomie  calcu- 
htrice.  C'est  que  l'inté^tiou  des  équations  du  monvement 
ne  s'eSectuc  qu'au  moyen  de  s^es ,  dont  chaque  terme  est 
doDBé  parane  séries  comment  juger  du  degré  de  convergence 
de  ces  séries  de  séries?  Bien  plus,  on  n'obtient  ces  séries 
qu'en  négligeant  les  puissances  de  certaines  quantités  moiu- 
dm  que  l'onilé  ;  comment  reconnaître  le  degré  de  la  puis- 
sance qu'il  est  penais  de  négliger  ?  Car  ces  quantités  peuvent 
«BMDer  des  coeflcients  diviseurs ,  qui ,  &  raison  même  de  leur 
petitesse ,  raideot  les  expressicHts  qu'elles  affectent  très- 
gnodes.  M.  Le  Verrier,  déjà  avantageuseoient  connu  comme 
exedlent  caladatenr,  indique  dans  ce  mémdre  une  méthode 
d'ioterpolalicm  pour  déterminer  ces  coefficients ,  et  la  ques- 
tion est  rmeoèe  à  la  résolotlon  d'un  nombre  S»  d'équations 
du  premier  degré  à  9i  inconnues  ;  la  méthode  d'élimination 
est  fort  ii^^ieoic  ;  nous  nous  ea  servirons  en  les  modifiant 
euQvenaUemeat,  comme  moyens  d'exercice. 
Id,n°3,  31  à  £3, 1843. 
Dans  le  numéro  précédent ,  on  a  développé  une  nouvelle 
méthode ,  celle  d'interpolation  ,  pour  calculer  les  coeffideuls 
de  la  foDctioo  perturbatrice  j  dans  celui-ci,  l'auteur  discute 
l'ancienne  méthode ,  et  emploie  on  moyen  indiqué  par  Le- 
gendre  pour  calculer  les  divers  coefficieuls  avec  plus  de  pré- 
dsion  et  de  facilité  ;  il  appliqae  ces  méthodes  h  la  consIrDc- 
lion  de  nouvelles  tables  des  quantités  b,'.^  et  de  leurs  dérivées, 
qui  forment  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  dévelop- 
pée. Ces  tables  se  rapportent  à  Mercure  combiné  avec  Vénus, 
ta  Terre  et  les  planètes  supérieures ,  et  k  Vénus  combinée 
avec  la  Terre  et  Mars  Dans  ces  applications ,  on  adopte  des 
données  numériques  diflérentes  de  celles  qu'on  trouve  dans 
la  Méeaniqitt  eilttu.  Choisissons  Uranus. 
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Métma.  «(iMle.     Le  YeTrwT. 

prise  pour  unité. 

^gr.  axe  de  l'orbite   19,183305   19,182729,  le  4  gr.  axe  de 

Uterrepoapaaité(«^.  ci«I.,  1.  III,p.  64.) 

Il  règne  quelque  dissentiment  entre  les  astKHiuDies  calcu- 
lateurs sur  l'apprécialiou  des  dirers  termes  de  la  fonction 
perlarbalricei  etqnandil  s'agit  de  résnllats  numériques  qui 
exigent  nn  long  Iravail,  on  ne  peut  en  appeler  à  l'opinitm 
publique,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  public.  Cependant,  il  est 
dans  l'inlérét  des  pn^rës,  qu'on  sache  à  quoi  s'en  tenir.  A 
cet  efTct,  il  serait  trés-olile  d'élargir  les  attributions  du  Bu- 
reau des  longitudes,  et  de  l'élcTer  au  rang  d'une  espèce  de 
tribunal  mathématique.  Des  calculateurs  de  proression,  at- 
taches en  nombre  suffisant  à  ce  tribunal ,  seraient  chargés , 
sous  la  direction  de  juges  si  éminemment  compétents ,  de  vé- 
rifier toutes  les  tables  importantes  présentées  par  des  géo- 
mètres., asirouMnes,  physiciens,  e[c.  ;  et  aussi  de  la  vériSca- 
tion  de  formules  algébriques  longues  et  compliquées ,  que 
l'on  jugerait  dignes  d'intérêt.  On  aundl  ainsi  le  moyen  d'é- 
tablir la  confiance  snr  des  bases  assurées.  Vingt  calculateurs 
à  deux  mille  francs  par  année  sufliraient  :  que  signifie  une 
telle  dépense ,  lorsqu'on  consacre  des  ceotaioes  de  mille 
francs  à  imprimer  cl  à  réimprimer  des  ourragesque  les  édi- 
teurs eux-mêmes  ne  lisent  pas  ? 

L'Académie  des  sciences ,  par  cette  institution ,  éviterait 
aussi  le  désagrément  de  couronner  des  ouvrages  contenant 
desrésollats  faux. 

Avant  de  finir,  nous  devons  faire  observer  que  M.  Le  Ver- 
rier ne  manque  jamais  de  fournir  au  lecleiu*  les  moyens  de 
vérifier  facilement  ses  calculs.  Le  contrôle  est  indispensable 
dans  les  opérations  de  ce  genre ,  et  doit  inspirer  un  grand 
degré  de  confiance.  Tm. 
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L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  VBGtiÉ. 


J'ai  donné,  «nlrdob  dam  te  G^om^Av (*) >  «t  pins rtem- 
meat  dans  le  Cours  de  Mathimatiqtte»  de  M.  Blum ,  on  pro- 
cédé Tort  rimple  serrant  ii  trcaver  hiu  tohuion  de  l'éqoatloD 
da  premier  degré  k  dcax  tnconnoes.  D'après  la  note  de 
H.  duvillard,  iùaérée  dans  le  tome  II  de  ce  journal,  11 
paraît  qne  le  procédé  dm!  je  parle  est  tncon  peo  eaaaa  ■. 
je  me  décide  donc  à  le  pobKer  de  noateaa.  On  me  pardon- 
nera d'afoir  cberofaé  i  propager  cet  algoHibme,  si  je  dé- 
dar«,  coaane  je  l'ai  déji  fait  fl  y  a  treiie  a»,  qn'fl  avait 
élé  indiqué  depoia  longtemps  par  M.  PiioUt,  dans  les  an- 
note de  Gergotmê  [t.  Il,  p.  230  en  1819). 

1.  S<rit,poar|dasderégalarilédanalatiolalioD,réqDalion 
<y+4j7  =  Aî  (I) 

■oDan^poMTOOS  a,  6,  A  eatierB,  a  et  A  premiers  entre  eux , 
et6<<i. 

On  déduit,  de  cette  équation,  j:=:— ^^^-^;  (»,  rn  an>e- 
lanlQ,^,  B,  <r  les  quotients  et  les  reaies  qne  (oamîsMBt  A 
et  a  diTiiés  par  b , 


DP-  irr.  Cl  TBOaril  bcUomuIjIra  pablléw  ii»,p(rH.6DiU*nl,iiiol«n 
pwtMiB^r  «H  CBlléte  Loul»-le-6r»nd ,  »  wnt  Ja  piTrttr» ,  per  Mf»l  dt  Hm- 
tn.  Il  lataM  ■DiiAc. 

U  tsnM  premlM'  *'*rTéie  i  la  p*ge  lit,  Tm. 
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Nous  TOukiDS  qoe  jc  et  y  soient  eoticrs  :  noui  devons 
donc  aKribuer  à  y  une  valeor  qui  rende  entière  la  qaanlilé 


ramena  à  la  résutotion  ,  en  nombres  entiers,  de 
B  — <y_ 

b      ~'' 
ou  de 

>a  +  c^=_B,  '  (3) 

laquelle  esl  plus  simple  que  la  propotée  <  car  le  coelGcient  c , 
reste  de  la  division  de  a  par  b ,  est  moindre  que  b, 

Hésoivons  l'éqnation  (2)  par  rapport  i  l'iDcootaue  qui  a  k 
plus  petit  coefficient  ;  nous  aurons 

en  repr^Hntanl  par  Q*  et  9'  les  qoittients  «itiers  de  B  el  6 

parc,  et  par  C,  d  les  rettes  correspondants.  Répétant  le 

raisonnement  ci-dessDS,  nom  verrons  que  z  doit  rendre  en- 

C — dz 
rière  la  quantité ,  on  que  l'équation  (2)  se  réduit  à 

rellc-ci  : 

cr  +  d:  =  C,  (3) 

dsns  laquelle  les  coefDcients  c  ei  d  sont  respecliTemcot 
moindres  qoe  6  et  c.  A  son  tour,  cette  dernière  équation  en 
entraîne  une  plus  ample  qu'elle  ;  et  ainsi  do  suite. 

a.  Observons  actuellement  qae  les  cocfficfenta  c,  d,  «,  .... 
sont  les  restes  successifs  qae  fournirait  l'opération  dn  plus 
grand  cranmondiTiseiu' effectuée  sur  a  et  6.  Car  c  est  le  reste 
de  la  division  de  a  par  fr  ;  de  même ,  <<  est  le  reste  de  la  divi- 
àoa  de  b  par  c  ;  etc.  Par  hypothèse ,  a  et  b  sont  premiers 
entre  enx  ;  donc  l'<q>ération  dont  fl  s'agit  conduira  nécessai- 
rement à  on  demiw  reste  ^1  i  l'anilé.  Ainsi  la  résolnlioo 
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(♦) 


-         M         —  :  - 

île  PéquatioD  (1)  se  réduira,  en  dernier  lieu,  à  celle  d'une 
éfutioo  de  C6tle  forme 

c'eal-à-dire  dans  laquelle  le  coeflScïent  de  l'une  des  deux  in- 
oonnnes  sera  l'antlé.  Or  si  l'on  attribue  à  v  une  valflor  entière 
<|nelcDDqDe ,  il  eo  résultera  pour  u  une  valeur  entière  ;  et , 
en  remontant  toccessiTanent ,  on  finira  par  déterminer  les 
Tslenrs  «itiëres  correspoudantes  de  j:  et  à&y. 

3.  On  peut  donner  au  calcul  une  mar«be  r^oliére  qni  le 
simplifie  ceosidà^blemeDl. 
Supposons 

K—ay      _B— fa  C— w-      _Vi—dt  \ 

_  E— ef      _  F  —/m      _G— gw 

*~     /    '  '~      g     '  "  Â~ 1 

Dans  ces  expressions,  les  quantités  c ,  W,  e,f....  sont,  ainû 
que  ooas  l'avons  déji  dît ,  les  restes  successifs  fournis  parla 
redierdie  du  pins  grand  commun  dirisenr  entre  a^Kb  -.  ad- 
mâbM» ,  pour  Bzer  les  idées ,  que  le  dernier  de  ces  restes , 
égal  à  Vnnité,  soit  A. 

Relatirement  aux  quantités  B,  C,  D,....  la  loi  decom- 
pontioa  est  fort  sinaple  :  B  est  le  reste  de  la  division  de  A 
par^;  C  est  le  reste  delà  division  deB  par  c\  etc. 

Le  eakol  de  ces  divers  coefficients  s'eflectne  comme  l'io- 
£qne  le  tableau  ci-après  : 

a\b\c^d\t\f\g\    t 

a|b|c1die|f|g|o 

"Km  ligne  supérieure  se  fwme  comme  dans  l'opération  du 
^Bs  grand  commun  divisear.  Pour  former  la  seconde  ligne , 
on  écrit  A  sons  «c,  puis  l'on  divise  ce  premier  terme  par  b  -, 
on  obtient  ainsi  un  reste  B ,  qne  l'on  écrit  an-dessons  de  fr  ;  etc. 
£o  général  :  e&ofue  (crnu  de  Ja  tijrnfin/ifrteiirffesf  fa  r«tfe  de 
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—  100  — 
/a  dtmnm  dH  terme  placé  A  gauke,  par  le  terne  pUui  au- 
deieia.  Il  est  Tisîble  que  le  dernier  lerme,  onrespondant  la 
diTbear  1,  esl  0. 

Ces  deax  lignei  étant  calculées,  od  détermine  lei  incoD- 
noet  u^t,i,r,z,y,  j;  en  foDCliOD  de  v,  i  l'aide  des  éqna- 
tions  (4]  ;  c'eat-&-dire  que  ; 

chaque  tttconnM  ^obtierU  en  retranchant  tf  tm  terme  de  la 
$econde  ligne,  te  produit  du  nombre  écrit  aw-demu  jioT  Ttn- 
eotmiM  qu'on  vient  de  déterminer  ^  et  diviiant  le  reUe  par  le 
terme  écrit  à  Ut  droite  de  ce  nombre. 

4.  Gomme  application  des  régies  précMentea,  prenons 
l'équation 

89X-I- 16^  —  309. 

t62  I  89  I  7S  |_I6  [    8    17    18    11 

a09  J   31   I   31   I   15   I    6    I    6    I    0    I    U 

D'abord,  163  divisé  par  89  draine  poor  reste  73;  89  dirisé 

par  73  doDDfl  pour  reste  16  j  etc. 

Ensnile ,  209  divisé  par  69  donne  31  poor  reste  ;  31  divisé 
par  73  donne  racore  31  ;  etc. 

Les  denx  lignes  étant  fwmées,  nous  aiiroDs,  en  prenant 

f  =  0  : 


iH-'gx3 


31+89X30      _  209-163x37 

y= -^ =97,  x  = — s  — 65. 

■^  73  '  89 

L'éqiiatiottea(doneBallsfaiteparx=— 65,  ^B=S7i  d'oà, 

on  génàvl, 

xs=_65-f  1626;    j'  =  37  — 896. 

Soit  encore  l'équation 

«j  — 4ïr=iia. 
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7—18x1  ^  25+29x1  _  

«I        ~         '  —18      ~         '  2» 

éaoc 

j-  =  — 1  +  4M,    ^  =  ~3  +  M6. 

On  peot  otaerrer ,  d'après  ce  dernier  exemple ,  que  si  la 

ligne  inférieure  eal  terminée  par  ane  Btdte  de  léros ,  il  est 

boa  de  commencer  le  calcol  des  inoonnuea  h  partir  du  terme 

qni  précède  le  denifer  zéro. 


DB  lA  SPHÈIUB  TANGENTE  A  QUATRE  «>HËRES  DONNÉES  ; 
PAB  m    AHOAS  Ta±BMB.T. 


Le  |»tAlème  qni  eouisle  i  troarer  one  tpbtoe  langenle  à 
quatre  aotret,  a  occupé  nos  plus  ctièbres  géomètres  ■  Fer- 
mât, Hadiette,  PcrfMon,  MM.  Gei^;oaae,  Bioet  el  Gaochy 
en  ont  donné  des  solutîcHis  diflërentcs.  Toaterois  ces  scdutioDS 
sont  b^  d'offiir  toute  la  simplicité  désirable  :  on  va  vtAr  . 
dans  cdle  que  noos  allons  donner  qael  avantage  on  peut 
retirer  d'one  notationBymétriqneetcooTeDableinentdmlsic. 

Soit 

{x—o)'  +  (^~b)*  +  it  —  c)'  ~^  =sO, 

l'éqnalioa  d'ono  8|Aére,  que  je  représenterai ,  aussi  pour 
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abr^cr,  par  5  =  0.  J'appellerai /niÛKUtee  d'un  poÎDl  p»r 
rapport  à  la  spbére ,  le  carré  de  sa  distance  aa  centre  mma» 
le  carré  da  rajoo  ;  en  sorte  que  S  représente  la  palssaace 
du  point  (X,  jr ,  z)  par  rapport  h  la  sphère  dont  S  =  0  est 
l'éqaalkm.  Je  représeDieral  par  p*  la  puissance  de  l'origine , 
e(  l'on  aura  toujours 

a'  +  fc'  +  c'— r'  =  /)'. 

II. 

Soient  S^O,  S'  =  0,  les  équations  de  dcuxspbte^s; 
l'équation  S  =  S' est  celle  d'un  plan  qu'cm  appelle  pion  ra- 
dical des  deux  sphères  :  ce  plan  est  éridemment  d'après  la 
déOnition  précédente ,  te  lieu  géométriqae  des  points  d'^ale 
puissance  par  rapport  ans  deux  sphères  ;  il  est  aussi  le  lien 
géométrique  des  points  communs  aux  deux  sph^es,  lors- 
qu'elles se  coupent,  et  dans  tout  les  cas  le  lien  des  puât», 
d'où  l'on  peut  lenr  mener  deux  tangentes  égales. 

Li  position  do  ce  plan  par  rapport  aux  deux  spbèRS  ne 
dépend  évidemment  pas  des  axes  coordonnés;  si  donc  on 
preni  pour  axe  des  z  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  l'è- 
quati(«i  S  =  S'  sera  de  la  Tonne  z  =  h,  ce  qui  montre  que 
le  plan  radical  des  dpux  spfaèrcs  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  cenlres. 

IIJ. 

Soient  S  =  0,  S'  =  0,  S"=0,  les  équalitms  de  trois 
sphères  :  les  plans  radicaux  de  ces  trois  sphte«s  considérés 
deux  à  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',      S=S",      S'  =  S". 
Ces  trois  plans  se  coupent  soivant  une  même  droite  dont  les 
équations  sont 

s  =  s-=s", 

et  qu'on  appelle  axeradiealàea  troissf^ros.  t^t  axe  radical 
est  le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  aux  Iroi» 
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spbiMB,  il  est  d'aillearséviileinmentperpendjcalaïn  an  plan 
éa  trois  centres. 

Ce  qoi  précèdeexige  qoe  les  ceotres  des  trois  sphères  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  car  si  cela  était,  les  trois  plans 
radicaux  des  sphères  prises  deux  k  deux  seraient  parallèles , 
el  l'axe  radical  sérail  sîtaé  à  l'infini,  ou  pour  mieux  dire 
n'existerait  pas  j  néanoioins  il  poivrait  arriver  que  ces  tr«s 
plans  coïncidassent,  et  dans  ce  cas  les  (rc»s  sphères  auraient 
on  plan  radical ,  au  lieu  d'un  axe  radical. 

On  peut  aisément  construire  le  plan  radical  de  deux 
sphèn-s  ;  mais  je  n'inaiBlerai  pas  sur  cette  opération  pure- 
ment graphique 

IV. 

Soient 

S=0,     S'=e,     S"  =  0,     «'"s:©; 
les  ëquatioDs  de  quatre  sphères.  Les  plans  radicaux  de  ces 
$|Aère8  prises  deux  A  deux  auront  pMir  équation 
S=S',    S  =  S",    S  =  S'",    S'  =  S",    S'  =  S"',    S"  =  S'". 
Ces  six  plans  se  couperont  en  on  même  point  qui  aaia  poar 
éqaaiiotts 

S  =  S'  =  S"  =  S'". 

C'est  le  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre 
sj^res ,  et  qu'on  appelle  een^e  radicai  de  ces  tfbère». 

Ce  point  sera  toujours  unique,  à  maim  que  les  quatre 
sphères  n'aient  leurs  centres  dans  un  même  plan ,-  dans  ce 
cas  il  ponrra  arriver  que  le  centre  radical  soit  A  llnGni ,  ce 
qui  sigoî&e  qu'il  n'existe  plos,  ou  bien  ce  centre  sera  rem- 
jUacé  par  on  axe  radical ,  on  même  par  un  plan  radical ,  si 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  (ffotalème  dont  nous  allons  nous  occuper,  nous 
supposerons  que  les  quatre  centres  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  alors  les  sphères  auront  toujours  un  centre 
radical  i 


nign^Pdi-vGoOgle 


Soit  toujours  S  =  Ol'éqiuti(nd'iuwBpbâre,  et  (x',  y,  z'} 
les  coordoon&s  d'un  point  quelconque  de  l'eapace;  on  «it 
qoe  le  plu  p(daire  de  œ  point,  par  rapporta  kapbdfe,  « 
pour  équation 

On  sait  ai  outre  que 

1'  S  le  point  i^,  y,  z')  est  bora  de  la  spbère,*BOB  plan 
polaire  n'est  antre  que  le  plan  des  contacts  de  la  spbtee  et 
des  tangentes  issues  de  ce  point  ; 

S*  Si  le  pointes!  sur  la  spli^«,  il  ert  aussi  SOT  aon  plan 
polaire  qoi  est  lai-méme  tangent  à  la  sptiére  ; 

3*  Si  le  pcMut  (V ,  y,  s*}  est  k  l'intàienr  de  la  spMre , 
son  plan  polaire  est  le  lieu  géométrique  de»  soimnets  des 
cènes  drconscriu  à  la  spbére^t  dont  les  plana  de  contact 
avec  cette  dernière  passent  par  ce  point. 

TI. 

Soieot  les  deux  spbèries  S=0,  S'=0{  les  centres  de«- 
militude  direct  et  inverse  de  ces  deux  qibéres  auront  respec- 
tivement pour  équations 

Cmm  Ainsi.  CWra  Ihtww. 

ix  — a»-^(«'^a),     I   jr_a  =  -_l-(a'_a>. 

Les  plans  pcdairee  de  ces  deux  centres  de  simililnde  rela- 
UTcment  à  la  sfdiére  S  auront  respectivement  pour  équations 
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Ha--a')x  +  a(b—e)y  +  i(c—c')z—(j,'—p'']  = 
=  (a_rt')"  +  (i_6^)'+  (c  — c')'-  (r— /O' . 

2(tf—a')j:  +  3(*—6')j'+S(c—c')  »—{/»*—/»")  = 
=  (a— <*')■+(*  — frO'  +  (c  —  *^'— ('■  +  '')', 


S'-S  =  4(r,  O, 
S  — S  =  »(r.   O, 
ca  pOMBl,  poor  ■brtger , 

A(r,  ^)  =  (a— fl")*  +  (6  -y)*+  («— «■)•  —  ('•-'')*, 

«(r,  /)  =  (<»  — fl-jV  (A— fiT  +  («— «')'—('•+'')'■ 

Les  pUni  poUirei  des  deux  mêmes  centres  de  similîtnde, 

rehb>eKenl  à  la  sphère  S'  auront  ëvidemment  poar  éqoa- 

liOBS 

S  — S'  =  i(r,r';, 
S  — S'=J(r,  r'). 

Si  les  deax  sphéns  Mafenl  exlâriearcs  l'ane  é  l'salre,  les 
deux  ceotres  de  rimUiluds  seraient  les  sommets  de  deux 
cten  dranscrits  à  la  fois  aax  deux  sphères,  et  les  qnantilés 
dtsigaén  par  a(r,  0 ,  i{r,  r']  seraient  les  carrés  des  parties 
des  arêtes  de  ces  ctees  cooqiTlses  entre  les  deax  sphèces. 

vn. 

TMorime. 

Le  lieo  gtemôlriqae  des  points  de  ooniset  de  l'une  qoel- 
oooqne  de  trcns  sjAères  dumées  avec  loates  les  sphères  qai 
les  loncheoltoatas  trois,  est  on  petit  cercle  de  cette  sphère, 
dont  le  |dan  est  perpendicalaire  au  plan  des  centres  des 
iplièrei  données. 

Il  est  bien  enteoda,  dans  cet  éaoocé,  que  l'nne  qoelumquc 
(tes  trois  sidières  données  doit  être  toncbéo  de  la  même  ma- 
uière  par  tontes  les  iphèreg  qac  l'on  considère. 
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ComidéroDB,  pour  fixer  ksidéâ,  la  «érie  des  qibte«*  qui 
lOQcbent  exIérieDrement  trois   spbèra  données  dont   les 
éqnalioDi  aeroat  Gomme  d'babilade 

S=0,     S'=0,    S"  =  0, 
et  désigDOOB  par  (a,  p.  7)  les  coordonnées  do  centra  dal'aoe 
des  spbôres  (angenles ,  par  p  wm  rayon  et  par  j:  ,  ^ ,  x  les 
coordonnées  do  point  <m  elle  loucbe  la  sfitére  S  •  on  anra 
d'abord 


Pois 

(a  _»)•  +  (& -p)M(c-ï}'-('-+p)'  =  0, 
{a!  —  »)■  +(V—  p)'  +  (tf  -7)'  ^  (H  +p)'  =  0, 

d'où  l'on  déduit  par  la  soastraclloa 

(21  i  '""*''  "*'  '*~*'^  ^  f*"*^  7+(r-/^îp-  T  ip'~pl  »=  « , 

Portant  dans  les  éqoaiiont  (S)  les  râleurs  de  a ,  p ,  7  Urées 
de  (1) ,  on  anra 

(p+r)  { 2  (a— û')  ^+2(è— è  V+a(c— <^)  ^—(p'—p")  )  =pi('-»'') 
(p+r)  {  2(fl— a")  j:+2[A— i'>+2(c— c"jï— (^'— /") }  =rpA(r,r) 
L'tiimination  de  p  entre  ces  deux  éqoatioiis  conduit  k  la 
BuiTanle 

S'-S  _  S"-S 

qui  est  bien  l'équation  d'an  plan. 
11  suit  de  là  que  les  points  de  contact  des  trois  sphères 


(3) 
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doDBérs  avec  ia  aério  des  sphères  qai  les  (oucheol  eité- 
nraranenl  toDies  trots  seroot  snr  trois  plans  ayanl  poor 

éqnaljons 

j   S'— S  __  sr—s 

I    û(/-.  r')~  &{r,r')' 

!   S" -S'      S" -S 

(   S  — S"      s*— S" 

Ces  trois  plans  se  coupent  éTidemmeot  suivant  la  droite 

S  =  S'  =  S", 
qai  est  l'aise  radical  des  trois  spbères  ;  et  comme  celte  droite 
est  perpendicolaire  aa  plan  des  centres  des  trois  sphères,  il 
j'en  suit  qae  ces  trois  plans  le  soronl  pareîIIemeDl. 

Si  l'niie  des  sphères  proposées ,  la  sphère  S,  par  exemple, 
devait  â(re  enveloppée  par  la  série  des  sphères  tangentes,  il 
mfBrait  de  i^nger  le  rigne  de  r  dans  les  équiUions  [1)  el  (â), 
tt  par  suite  dans  tontes  celles  qne  l'on  en  dédniti  ce  qni 
revient  évidemment  à  remidaccr  dans  les  éqoatioDS  (3), 
l(r,  T^  et  A(r,  p")  par  Ji(r,  r")  et  *(r,  r'). 

Si  les  trois  spbtees  devaient  être  enveloppées  par  la  série 
des  qthârca  tangentes,  il  fondrait  changer  les  signes  de  /-, 
'',  r"  ;  ce  qui  ne  produirait  aucun  changement  dans  les 
postions  (3). 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  (3]  s'appliqnertHit  à  tous 
les  cas ,  si  l'on  convient  de  remplacer  la  caractéristique  & 
P>r  S ,  lorsqoe  les  sphères  dont  les  rayons  suivent  la  carac- 
tériitique  doivent  être  touchées  de  maDières  différentes. 

Dans  tous  les  cas  les  plans  ainsi  délenninês  passent  tou- 
iours  par  l'axe  ra'dical  des  trois  s|^ros. 
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PnoutNi. 

CMufTNtre  «Nte  ^Kire  tangmu  à  quatre  ^liérm  dtmniei. 

Soient  S  =  o,  S'  =  o,  S"  =  0,S"^  =  0  les  éqaalioiu  des 
quatre  apbèrei  données,  et  anpposoiM  poor  Qxee  les  idées 
qne  la  tfbixe  cborchée  doive  toocher  les  qnalre  sçlbbra 
données  tontes  eztérieureiDMit  oo  toutes  intériearemoot. 

Les  Ueux  des  points  de  «nlact  de  la  sfriière  S  et  des  aérics 
de  Bpbéres  qai  toacbent  extérteorenient  oa  {ntMearemeot 
celle  s|diàre  et  deax  des  tnds  antres  seront 
S— S  _  S"— S 

S-— S  ^S"— S 

Ces  trois  plans  se  coQperont  saivant  one  même  droite  qui 
anra  poor  éqnattoD 

y- S  _  S"- s    s-"— s 

Cette  droite  coopéra  la  sfibire  S  généralement  en  denx 
points  :  l'on  d'eux  sera  le  point  de  a»itact  avec  la  sphère  q« 
toodte  extérienremeat  les  qnsire  proposées;  l'antre,  le 
point  de  coolact  avec  la  spbôre  qoi  les  enveloppe  tontes 
quatre. 

La  dnrite  (1)  serait  assez  difficile  k  coRSlrnire  k  |n4ori  ; 
mais  cm  peut  trouTer  trois  poinU  fort  remarquaUes  de  œf  le 
droite  ;  ce  qoi  est  pins  qae  suffisant  pour  la  déterminer. 

r  La  droite  (I)  passe  éridanmeot  par  le  point  S  =  8'= 
S"  ==  S'",  qai  est  le  centre  radical  des  quatre  sphères  données. 

2*  Elle  passe  aussi  par  le  point  dont  les  équations  sont 
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S'— S=îA(r,0, 

S"— S=4(r,0, 

S"*  — S=4(r,0. 

Gea  trote  éqoatioiu  repréteoleat  les  plan»  poivres  relati- 

yesMiit  à  la  q>btee  S ,  dn  cenln  de  ibnilitade  directe  de  cette 

qMre  prise  avec  cbacnnc  des  trois  antres. 

L'iDleraectioa  de  ces  trois  pbns  faciles  à  constratre  dODiw 

donc  un  second  point  de  la  dKrite  (1). 

3*  Enfin,  cette  dnriie  passe  encere  par  k  poîol 

(S-S')  =  4Cr,r^, 

(S-S")  =  4(r,i'), 

(S  — S")  =  4(/-,r"'). 

Ces  trois  éqnatioiu ,  ainsi  qo'on  l'a  dit  précédemment ,  sont 
cdlea  des  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  S',  S",  S'" 
des  centres  de  similitade  de  ces  sphères  considérées  séparé- 
aient  avec  la  sphère  S. 

Si  la  sphère  S  étant  toajoors  loocbée  extérienremeat  > 
qoelqaesmnes  des  trois  antres  devaient  être  euTelt^pées , 
nous  arons  vn  que ,  pour  ces  dernières ,  il  fallait  remplacer 
la  caractériitiqae  &  par  J;  ce  qui  revient,  comme  on  voit,  à 
peadre  le  centre  de  similitnde  directe,  si  les  denx  sph^s 
doivent  être  loadièes  de  la  même  manière,  et  le  centre  de 
simiUtiide  inverse ,  si  elles  doivent  être  loochées  difiérem- 
ment. 
D'où  résnlle  la  coostroction  suivante. 

IX. 

Coiulmetion. 

Poae  coostmire  nne  sphère  tangente  à  quatre  sphères  dcm- 

nëes,  dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  nn  même  plan ,  on 

dterchera  les  centres  de  similitade  de  chacune  des  quatre 

sphère»  avec  chacune  des  trois  antres,  et  on  (vendra  chaque 
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cenlre  de  siniililudc  direct  oh  inverse ,  saivant  que  les  deux 
sphères  correspondantes  devroot  être  toQcbées  de  ta  mdme 
manière  ou  d'ane  manière  différente  ;  on  construira  les  plans 
polaires  des  trois  centres  de  simiUtade  ainsi  déterminés  oor- 
respoodanls  k  cbaqso  sfdière  par  rapport  à  celte  sphte«,  et 
l'on  obtiendra ,  dans  chacane  d'dles ,  an  point  qoe  l'on  join- 
dra il  Imir  ceolre  radical.  Les  qoatre  droites  aisii  obleones 
couperont  les  quatre  sphères  en  hait  points;  quatre  de  ces 
points  conslitoeroat  nue  iobitioo  du  problème,  et  les  quatre 
aalresanesolotioDparfaitenieat  inverse  de  la  première. 

Si  les  centres  des  quatre  sphères  étaient  dans  on  même 
{dan,  on  ne  pourrit  plus  appliquer  la  construction  précé- 
dente ;  il  faudrait  alors  faire  usage  do  troisième  point  qoe 
nous  avons  précédemm«it  déterminé. 

IVote.  Cette  belle  analyse  peut  également  servir  à  trouver 
an  cercle  tangent  à  (rois  Gicles  donnés.  M.  Steiner  s'est  déjli 
servi  da  root  ptimanee  pour  désigner  le  produit  constant  de 
deux  segments  d'une  sécante  ou  corde  passant  par  ce  point  et 
coupant  une  circonférence  donnée ,  et  è  t'aide  de  celte  dési- 
gnation commode,  ce  géomètre  résout  plusieurs  problèmes 
de  langence ,  dont  nous  rendrons  compte.  On  voit  ici ,  par  un 
Doovel  exemple ,  combien  est  peu  fondé  le  reproche  souvent 
adressé  à  l'analyse,  de  foomir  des  constructions  sans  élé- 
gance et  difficilement  obtenues.  C'est  on  inslmment ,  comme 
tout  antre,  qu'il  faut  savoir  manier.  Voici ,  à  ce  sujet ,  one 
anecdote  peu  connne  consignée  dans  un  mémoire  d'Eàler  in- 
titnié  :  Solutio  probUmatis  geometriei  eircà  tumttai  à  cireulù 
/onnatoi(Mém.  dePétersb.,  1737).  Le  problème  consiste  en 
ceci  '.  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  de  manière 
à  former  denx  lunules  ;  soit  0  un  point  commnn  aux  deux 
loDOles  ;  k  on  point  donné  snr  le  petit  arc  de  la  première 
lunule ,  et  a  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  seconde 
tunnle;  il  s'agit  de  trouver  sur  le  grand  arc  de  la  première 
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Inmde  tin  poinl  0 ,  et  sur  le  grand  arc  de  ta  seconde  lannlc 
DO  poÎDt  B ,  tel  qu'on  ait  Kb--=aB;  nire  \0b  =  aire  BOn  ; 
l'aire  Mb  est  le  triangle  mJxtiligne  Tormé  par  les  arcs  AO , 
06,ella<fro)te6A. 

Lorsque  les  carrés  des  rayons  ont  on  ra^wrl  raticHind  et 
foar  certaine  porition  des  cercles ,  le  proMème  a  une  soId- 
tion  algébrique  ;  elle  n'existe  pas  poar  le  cas  général.  Ce  pro- 
bMme  a  été  proposé  à  BerMmlli  (DO,  lors  de  son  passage  par 
Venise.  Ayant  Iroaré  une  solation  géométriqoe  pour  le  cas 
particulier  où  A  fr  est  paralltie  à  Ba ,  il  l'adressa  à  Eoler,  en 
disant  qu'il  cr«  jait ,  ainsi  qu'il  arrire  soaTent ,  qae  la  question 
était  faUnttable  par  l'analyse,  Enler  rédigea  alors  le  mémoire 
Btenliooné,  attaqua  le  pnddèrae général  par  l'analyse,  et,  par- 
reno  à  «ne  cunstmetiofl  pha  éléganteque  celle  de  BemoalK , 
it  ajoolc  cette  réflexion  :  Quod  anaiysioi  incormnodum , 
tUsHui  in  pluritmi  probltmatit  geometrieiê  aîUgari  toleat, 
tamen  nwM  qmdem  non  tam  analysi  tfîiam  analysts  impulan- 
dumndeha'(p.  207).  Tm. 


NOTE 
SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN. 


I.  Trouver  ntr  la  droite  AB ,  qui  unit  deux  pointt  lum- 
aatxA,  B,  le  point  le  moim  ëelairi  pttr  ces  deux  httniirei. 

Soient  a ,  6 ,  les  intensités  des  lumière»  A ,  B ,  à  l'unité 
de  distance:  i^la  longoenr  de  la  droite  AB  ;  x  la  distance  du 
pofait  A  à  un  point  qudconqoe  G  de  AB,  ritné  entre  A ,  B. 
La  somne  des  intensités  des  lumières  A ,  B ,  au  poiat  C ,  aura 

pour  expression  —  +    ._    ,.  Si  l'on  donne  au  point  G 
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loalesleipoiilkMii  qu'il  peat  avoir  oitre  A  etB,  en  faiHnt 
croltreaîdepiràOinaqo'àii.lafonclioD-^  -H  y '   i  '•»- 

finie ,  d'abord,  Iwsqoe  ^  =  0,  dimûuiera  pour  des  Takara 
aoiHBDteB  de  x  jmqa'à  mw  ecrtùne  linûle  k  pirlir  de  la- 
qndle  la  valeiir  de  cette  foodioD  ira  oa  aognienlant,  poia- 
qa'elle  devient  ane  noQTdle  fo»  infime ,  qnand  x=d.nj 
a  donc,  entre  A.  et  B ,  an  point  D  dont  la  dirianoe  x ,  an 

a  b         ^ 

prant  A,  rend  minimam  la  fonction  -^-|-  .^_^..-  « 

point  D  cat  de  tons  ceox  de  la  droite  AB ,  le  nobu  éclaira 

parlesdou  Inmièresi  c'est  le  point  cberdté.  OnœoQoitde 

plus,  qa'en  {mdongeaot  la  droite  AB,  dun  les  deux  aeaa  Bï, 

AX ,  on  pourra  trouver  sur  cet  pndongementa  fiï,  AX,  denx 

autres  point  D',  D",  pour  leaqoelt  la  Minnte  dei  inteoaitAi 

des  Inmiéres  A,  B,  sert  la  même  qu'an  poliU  D.  Car,  en 

faisant  varier  x  depuis  i2  jusqu'à  l'infini,  on  dirais  0  jas- 

qa'à  —  00 ,  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  intensité 

des  deux  Inmiém  passe  par  tous  le«  états  de  grandeur, 

compris  «tre  l'infini  et  sbro. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  D,  on  pontrait  cber- 

cbo'  directement  la  valair  de  x  comprise  entre  o  et  <2,  qni 

a             b 
rend  mwUmum  la  fonction  fractionnaire  —  +  73 s  ' 

mab  on  parvient  au  mteie  résnltal  en  traitant  une  qoettion 
plos  générale  que  la  question  proposée  : 

Trouver  snr  la  droite  AB  iodéfinimettt  pndongée,  ks 
points  pour  leaquils  la  somme  des  intentitéi  des  lumièrca  A, 
B,  est  égale  à  une  quantité  donnée  c. 

11  est  facile  de  prévoir  qne  l'équation  de.  ce  dernier  pro- 
blème sera  du  quatrième  degré.  Suppose! ,  en  eOM  >  qae  la 
quantité  dcmnée  c  soit  pins  grande  qne  le  mititmum  m  cor- 
respondant au  point  D.  II  j  aura  alors  sur  la  direction  de  la 
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droite  A6,  quatre  points  C,  C,  G",  C",  satisfaiswt  à  la 
conditkn  proposée.  Le  premier,  C,  sera  situé  entre  A  et  D  ; 
le  second ,  C,  entre  D  et  B  jon  troisième ,  C",  appartiendra 
sa  prolongraient  BY  de  Afi  ;  et  enfin  le  quatrième,  C",  te 
troQTera  sur  l'autre  prolongement  AX  de  AB.  Ainri,  en  . 
comptant  les  distances  positives  j:,  dans  le  sens  AB ,  l'éqoa- 
tion  anra  trois  racines  positives  (deux  plus  petites  qne  d ,  et 
la  troisième  pins  grande)  et  one  racine  négatiTe. 

Si  la  qaanlilé  c  diminue  progrcssiv^nent  pour  derenir 
^ale  à  m,  les  points  C,C',  se  rapprocheront  du  point  D, 
el  cOïnuderont  avec  ce  dcnûer  point,  lorsque  g=  m.  Les 
points  G",  C",  seront  alors  en  Vf,  IV.  Bans  ce  cas,  l'équa- 
tion do  quatrième  dt^ré,  aura  deux  racines  AG ,  AG',  égales 
à  AD.  Si  l'on  suppose  enfin  c  <;fli,  les  points  C ,  C,  cesse- 
Tont  d'exister,  l'équation  aura  deux  racines  imagiI^ires , 
et  deux  racines  réelles  AC",  AC";  l'une  d'dies  sera  po- 
ntïTe,  et  l'aiUre  négative.  Et  d'après  cela,  on  voit  qne 
pour  obtenir  le  minimum  m  et  la  distance  AD  correspon- 
dante ,  Q  suffit  d'exprimer  que  l'équation  a  denx  racines 
^ales  et  de  déterminer  la  valeur  cODunnne  h  ces  deux  ra- 


=  p,  (<=l,  il  viendra: 


Développant  et  ordonnant  - 

px*  —  '2px*-i-  ip —  n  —  l)j?'-|-2«Jî —  «=»  0. 

Je  Doomie  »  la  racine  double ,  6 ,  d ,  les  denx  antres  racines , 
on  a 

Un.  BU  UxntMAt.  m.  9 
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(S)  Srf9+a'(8  +  J)^ , 

(,)  .•»  =  --. 

Le»«jalit«««),(4)  donnent 

«+8=a(i  — .),»  =-=■ 

Snbstitnant  dans  (3) ,  on  obtient 

_?^  +  ...„-.,=-^. 
pc  p 

d'Où         ■  _«+p«'(l-»)+lM=0, 

et  ï»r  Mite  (/w*—  »)  (!  —  ")=  0. 

La  racine  donble  a  devant  Atre  nKMndre  qoe  l'imitë ,  on  pcnt 

négliger  le  liactenr  1— «j  on  a  alors 

Il  reste  à  trouver  la  valenr  de  j>. 

Des^ttés<»'H  =  — — ,  B»  =  -,MitireiiiiDiédiale»«Bl 

ei  =  —  a.  D'ailleurs  e  4- 2 = 3  (1  —  n).  SotMtitatat  ees  Ta- 
leurs  de e^,  e  +  4,  dau  l'égalité  (9),  U  en  résnltc 

p —  n  —  i 

.      .•+t.(l-.)-.=i— -j ; 

d.„ù  _3.-  +  3-  =  l----=l— '--i 

et,  par  conséquent, 

l=l-«ï+ï.'-3«=(l-o)*. 
Celte  dernière  équation  donne  snccessÏTement 
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\/p=l-{-\/ni    p  =  \i  +  i/^}. 
1 


1  +k^ 

Enranpteçantp,  n,|wrle8T«l<mr9-,  — .damleséqtu- 
U  «aleor  de  c  moatre  qoe  le  najainiam  cbvcbé  ett  to  eabe 
de  k  soniine  dca  radace  cnbfqiiM  da  iateoËitte  da  deux 
hmièrea  a,  6.  Et  de  la  valear  de  a,  od  coadot  que  pour 
obteoir  le  poial  B  de  la  droileAB,  le  mniia  éclairé  pu-  les 
donliimièna,  il irat  purtoger  oetle  droite «n  deux  parUei 
AD,  DB,  proporttooKdlea  aas  raelnet  cnUques des  iatm- 
liUi  a ,  6 .  dea  dans  Inmiàne. 

La  points  JT,  D",  acmt  dMenûite  pw  le>  Taleurs  de 
(,  t.  Or,  «4-ff  3(1— o),  68»— «;doQe 

Aiy=i-M-V(i-^)'+«.  AD"=«-i+l/(i-«)'-^.. 

Pour  monlnr  ooe  applicatioa  de  ces  Eormides ,  sappoac»» 
qiied=l,  biaS.  Onanra 


(^^^^-^^ 


Air=AB 

iVM  1.  Le  pidilèaK  est  doue  rtdultft  partager  vue  drdte 
en  deux  KgnMntt ,  dont  ka  enbes  soient  dans  an  rapport 
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donné.  Pappns  indique  la  solution  mécanique  suivante,  d'une 
admirable  simplicHé  {livre  lU ,  prop.  5) .-  soit  BD  une  lon- 
gueur donnée  i  du  point  D  comme  centre  et  du  rayon  DB , 
on  décrit  une  circxmférencc  ;  ADG  est  no  diamètre  perpendi- 
culaire à  DB  ;  entre  B  et  D,  on  prend  sur  BD  oo  point  E  tel 

qu'on  atl  -j-^  =  rapport  donné  rntre  les  cubes  ;  ob  mène  la 

corde  CEF,  rencontrant  la  circonrérencc  en  F  ;  cl  ensuite  la 
corde  AGHK ,  rencontrant  CF  en  G  ;  BD  en  H  et  la  circonCë- 
renceenK,Gt  de  telle  sorte  que  l'on  ailGH=IIK;  alors  (m 

aura  ïnTj-^  i^ï  =  *"  rapport  donné.  Nous  engageons  les 

élèves  à  cbereher  la  démonstration  qui  ne  présente  pas  de 
difficulté. 

Le  point  K  peut  «uiri  s'obtenir  par  l'intenection  do  ctrde 
et  d'une  hyperlK^e ,  d'après  la  pn^èté  suivante  de  cette 
courbe  i  par  le  point  M  d'ooe  hyperbole ,  on  mène  une  pa 
rdMe  à  la  pranUre  asymptote  et  nue  seecHide  parallèle  à 
la  secmide  asymptote;  prolongez  la  première  parallèle, 
jQsqa'k  ce  qu'elle  rencontre  en  N  la  seooade  asymptote  ; 
par  le  milieu  de  MN ,  (m  mène  une  parallèle  i  U  seconde 
asymptote ,  qui  naconbe  nécessairement  la  courbe  en  du 
point  O;  si  par  O,  on  mène  une  corde  quelque  Cfl*QR, 
dans  l'hyperbole ,  coapant  la  seconde  parallèle  en  P,  la  prc- 
nUère  paralUle  en  Q ,  la  courbe  en  R  ,  on  a  conslammeul 
QP  =  QR. 

II.  CettesolDtimiqn'ondDitàPappua,  pour  la  multiplication 
et  la  dhiiion  du  cabe,renrenDe  la  célèbre  do|dicaiion  comme 
cas  particnlier.  Les  habitanlB  de  Ddos ,  toonnmtés  de  la 
peate,  ayant  consulté  l'oracle  de  Delphes,  obtinrent  pour  ré- 
ponse que  le  dieu,  pour  foire  cesser  le  Déau ,  demandait  un 
autel  en  or  semblable  iVautelexislaot  qui  était  an  ciU»,  nuis 
douMe  de  Totame  ;  on  s'adressa  à  des  artistes ,  à  des  archi- 


(ji-vGoogle 
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tc!cl«s  HUIS  poaroir  réonir  ;  enfin  oi^at  recouri  à  PlaloD , 
qui  répondit  qo'cD  faisant  celte  d^nande ,  le  dteo  n'avah 
pas  pour  but  principal  d'avoir  un  aatel  dooble  ;  mais  qu'il 
TOalait  reprocher  aux  Greca ,  lenr  n^igeacc  des  élades 
géotnétriqDes  ;  cette  réponse  de  Plalon,  Fait  présumer  que 
c'est  lai  oa  on  antre  géomètre  qni  anra  sonfBé  h  la  Pyttiie 
cet  oracle  qui  donna  un  grand  essor  aux  traTaux  sur  les 
lignes  conrbes. 

III.  On  peut  être  curieux  de  connaître  le  tien  des  poiuls 
da  plan ,  où.  l'întensilé  de  la  lumière  est  uo  maximum  ou  un 
flttmnium  sur  un  système  de  droites  parallèles  à  AB.  Gon- 
lervaot  la  même  notation,  prenant  AB  pour  axe  dog  x , 
A ,  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires  ;  z  étant 
rintensité  de  la  lumière ,  au  point  :r ,  ^  j  on  a  l'èqaation 

Coosidérant^  ctHniDc  constante,  xcotomela  variable  indé- 
pendante, prenant  la  Tonctidn  prime  de  z  et  l'égalant  à  zéro, 
oo  obtient 

s[(%t!—d)ij^'-{-y---dx)]  =  bx  +  a{x-~di,       (8} 
,  il  vient 


^{ix'-aHx'+y—dx)[{a-{^b)ix'-^y+ad{d—ax)-i=Q.  i  ^^' 

L'équation  (3)  est  du  5*  degré  ;  les  termes  de  cet  ordre  sont 
{a'\^0)x[x'-{-y]'.  Aiaâ  l'axe  des^,  ajant  pour  équation 
4;  =  0,  eat  Boe  asymptote ,  passant  par  l'origine  et  deux  fois 
tangente  à  la  cou^e  ;  ce  qni  équivaut  h  dsq  pbiots  d'iAlcr- 
tection. 

Les  points  A  et  B  appartiennent  A  la  courbe  ;  car  l'équation 
estsatifaite  par  x  =  ^  =  0,  et  par  x=  d,x  =  0;  en  eifet 
CD  ces  points  l'intensité  est  dd  maximum. 

En  UsaDt.r  =  0 ,  dans  l'équation  (1),  il  vient ,  après  avoir 
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«t  bit  learédDciHMu, 

«(*— rf}*  =  — ftx' i     d'où    j:=-p— — j— 

aMHKà-daMW.  La  coBrbeitrtMiiKiiicbes  infinies  ptMkiit 
par  lflipotnUA,C,BjU  première  et  la  troiiiènie  raoCer- 
ment  les  maxiima,  et  la  seconde  les  Mmma.  l«a  droites  pa- 
rallèles k  Taxe  des  x ,  axqteQt  la  combe  en  doq  points  dont 
trt»e  sont  réda.  Les  drùtes  parallèles  à  l'axe  des  y^  rea- 
cootrent  la  coorbe  en  quatre  points ,  dont  denxsoot  iaiagi- 
nairet,  le  cintiiième  est  à  rinfioi. 

IV.  Soit  tsa  gtoéral  une  courbe  donnée  par  l'équation  bi- 
focale  f<s,  z'}=0{  zetz'  sont  les  distances  d'nn  point  de  la 
ODOibe  aox  deux  tajm  A  et  B.  L'intensité  de  hunière  en 

a        b 
ce  point  est  ^  4- -^  i  pour  que  cette  expreasioa  soit  nn  maxi- 

nnmou  nnminimnm,  il  Tant  q/ffon  ait  l'éfoatioii  dlUKren- 

imIz       bcU  dz 

(ielle  -^^——  =  0,  (î)i  le  rapport  j-, est  cooim par  l'è- 

quBlion  delaconrbei  onadonc  deDxéqoations entre  s  et  l'qoi 

fout  connaître  les  points  de  la  coorbeoà  la  InmfAre  est  an  naxi- 

mamoaaantiaHBam.  Soit,  par  exemple,  jra+f^saril'éqMtion 

bifocaladebcoarbeionfaiUre^  as  — x,  et  l'équation  (2) 

donna  ^=  ^id'oà^=:  \/ f^'  *°  rapport  e«t  iod^ 
pendant  de  rj  donc  en  faisant  varier  le  paramétre  r,  les 
peints  cfaerdéa-snr  ces  divarses  coorbes  sont  situés  sor  une 
droonférenoc. 
Si  f>  =  9  E=  i ,  la   courbe  est    une  cUipae,  et  l'on  a 

-j  <=\/  -ri  ainsi  le  proUémelrailcci-dessoB  est  nn  cas  par- 
ticulier de  l'ellipK  ;  il  issOît  de  poser  v  ==  AB  s  ^^i  il  se  pré- 
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seale  ici  nne  diffienUé,  l'dUpie  peat  être  de  telle  sorte  qae  le 

s         \* /  a 
rapport  3"=  W  -r- J  soit  impowible;  et  cependant  il  doit 

loajoortexislardea  pointa  tar  l'èHipae,  on  la  ImdènpaT- 
viemteàaapliiagraïKleoaàsaDioiiidre  ialeniilé  (*).     Tn. 

DfaUONSniAllON  fflKPLE  DU  THÉOBtUB  DE  FODHIBR. 


rU(irA)w.<SoitXB0aiie«qaetton,eLX',X",.-<3^^*'^l<» 

*  dérivées  sDCoessires  da  premier  membre:  la  diiKrence 

■  entre  le  nombre  des  variations  de  la  snite  X,  \',  X",.... 
»  XC")  poor  X  =  a ,  et  le  nombre  des  variadons  de  la  même 

■  mite  poQr  x=:p,  ne  pml  jamais  ^Ire  moindre  qns  le 

*  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  com- 

*  prises  entre  a  et  p,  et  la  difTéreDceqaand  elle  existe,  est 

■  lonjonrg  on  nombre  pair.  - 

DémotMraOon.  SnpposbBS  le  théorème  vrai  pour  tonte 
équation  dn  dc^  (m  —  1) ,  et  démontrons-Ic  -ponr  aae 
éqnalioa  de  degré  m-,  étant  évident  ppor  nne  éqnation  da 
premier  on  dn  aecond  degré ,  tl  se  tronvera  ainsi  démontré 
généralenent.  Soi<>nt  n  et  n'  les  nombres  respectifs  des  ra- 
diws  de  la  pnqiosée  et  de  la'  dérivée  conqtrlses  entre  «  et  ^ , 
V,,V',lrt  nombres  des  variations  de  lasnite-X,  X'.  X",... 
et  de  la  snile  X',  X",..,  ponr  j:=sa,  etV;S,'V>  les  nombres 
des  variations  des  deux  mêmes  snites  poor  jr=p;  nonsau- 
ruas  d'après  l'hypoUiése 

V'.  — v>=«'+aA, 

1-)  Dm» ce  cil,  l«  miiiaiumctilunedciciirénitéfdu  griutlHE  cMcmi- 
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k  élant  an  moios  zéro ,  et  d'après  le  tbéurème  de  ftoUe, 

n'—n=p, 
p  étant  au  moios  —  l.  Snppo9(mB  dltiord  qoe  />  loit  an 
nombre  pair  Sil',  il' étant  an  moins  zéro;  dsos  ce  cas  les  r»- 
lean^.  X^  que  prend  Xqoandon  fait  BacoesairenieDtx'sra, 
xe:p,  etiet  râleurs  X',,X'y9qne  prend  X' pour  les  mêmes 
hjpolhëses  présenteront  en  même  temps  une  permanence  on 
ane  variation,  par  conséqaent  les  valenra  X.,  X'^qoei^vo- 
nent  X  et  X'  pour  x  s  a ,  et  les  valean  X^,  X^  que  pren- 
nmt  X  et  X'  pour  x=-% ,  présenteront  aussi  en  même  temps 
une  permanence  ou  une  variation ,  donc  on  aura 

V,-V^  =  V,  — V>=n'  +  2*  =  «+2*  +  2i'; 
ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé  du  théorème. 

Supposons  ensuite  que  p  soit  un  nombre  impair.  Dans  ce 

X«   _  X'.  ^  X,         Xâ 

CM  =~  CPt  =7-  ,  par  conséquent  :^r-  et  =r—  ,  ammit    de* 

X^       X'^     '  '        X',       X'^ 

rignes  contraires,  donc  on  aura 

V_  — V^  =  V'.  — V'^±:l=n  +  2it+7»±l; 
ÀpeA  positir,  celle  égalité  estomrwme  i  rén<mcéi  si^  eat 
négatif,  il  Tant  encore  démontrer  que  ±1  seréduilà-hl^on 
qoeVs — V,î  =  Va— V';8  +  l,ouqueXxelX'«(ormcnlane 
variation.  En  effet ,  dans  le  cas  où/?  est  négatif,  et  par  ooo- 
séqoeot  —  1 ,  il  ne  peut  se  trouver  qu'une  racine  de  la  déri- 
vée entre  deux  racines  consécutives  quelconques  de  la 
proposée  comprises  entre  k  et  f^  :  comme  aussi  entre  la  plus 
petite  de  ces  racines  et  « ,  et  entre  la  plos  grande  de  œs 
ncines  et  p ,  il  n'y  a  aucone  racme  de  1k  dérivée.  Gcto  étant, 
a  doit  comme  un  nombre  très-voisin ,  mais  àu-dessos  d'une 
racine,  rendre  X  et  X'  de  signes  contraires. 

RaMTffM.  Pour  la  manière  de  compter  le*  variations, 
lorsque  les  bypolbèse*  X  3!  ■ ,  x=^%,  font  évanouir  une  ou 
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-  121  — 
idosican  foocUons  de  la  suite ,  et  pour  les  coaséquencei  du 
Ibéoréme,  ^oyu  l'ouvrage  de  Foorier,  on  l'Algèbre  de 
M.  Lefébure  de  Foorcj'. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  73  (t.  Il,  p.  328). 
VAS  m.  x&TKmr  cAoavsTB), 

él*TE  da  m«lh<BuUqaei  apAciite*  m  collège  StinialM. 

Un  triangle  rectangle  ayant  poar  hypoténuse  la  corde 
d'une  coniqne  et  pour  sommet  un  point  fiie  dans  le  plan  de 
la  cooiqae ,  l'enveloppe  de  l'bjpoténuse  est  une  seconde  co- 
nique dont  on  des  foyers  est  an  point  fixe. 

Je  prends  pour  axea  des  coordonnées,  lei  parallèlea  anx 
axes  prïncïpaax  de  la  coniqne  menées  par  le  point  Bxe  et 
l'équation  de  cette  conique  est 

ay+  cx'+  dy  +  <!x+/=  0.  (1) 
Soit  y  =  mjr  +p  (2)  l'éqoalion  d'une  sécante.  Je  vais  cber- 
dier  la  relatitm  qui  doit  exister  entre  m  et  ^ ,  poar  qoe  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'inlerseclion  de  cette  sécante 
avec  la  courbe  à  l'origine  soient  rectangulaires.  Or  si  (jt,,  j-,) 
[x„y^  représentent  les  coordonnées  de  ces  pcdnls  d'intersec- 
tion, on  doit  avoir ,  pour  cela ,  —  = -',  d'où  x,x,+j',y, 

=  0(3].  Reste  A  exprimer  les  produits  -r^ar.jy.y,,  an  moyen 
de  m  et  />.  Dans  Téquatiou  (1),  je  Fais  inccetsivement 
y  =  mx+p,  X  =  - — -  ^  et  il  en  résulte  deux  équations  à 
UDeseole  inconnue;  l'nne  en  :r  ayant  pour  racines  les  abscisses 
x,,jr„  et  l'antre  en  j- ayant  pour  racines  les  ordonnées  j-„j-,. 
Ces  équations  wnl 

jr((im'+c)+a:( )  +  ap'+«ip+/=0, 

y{.ai>C-^c')->ry  ( )  +  cp»— e»v>+/m'  =0. 
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—  IM- 
Lei  dernien  temiei  de  en  éqtutkna ,  divisés  par  am*+c, 
sont  ks  Tilears  des  prodatts  x^, ,  j-,  j*. ,  et  l'équatioii  (S)  le 

tnnsfcHrniedaiM  la  snivaDte  ■. 

p*(.a+e)+p[d—em)+/[i+m')^0.  {!) 

Je  considère  actadlemenl  les  éqnaticHU  (S)  et  (4} ,  et  pour 
rftAx  le  lien  cherché ,  je  comnKQce  par  éliminer  p  entre  ces 
deox  éqiutioiM  ;  ajirès  qnoi,  J'élfaninerai  m  entre  l'équation 
finale  en  m  et  son  équation  dérivée.  Or ,  de  réqaalion  (2)  je 
lite p=y—mx,  et  sobstitoant  dansTéquilion  (4],  je  troavc 
m,'[jc'(a+c)  +  ex+/]  —  m^xy(a  +  c)+dx  +  ey]  + 

doot  la  dérîTée  est 

Tirant  la  valeur  de  m  de  cette  dernière  éqoalion ,  et  la  pw- 
lant  dans  la  précédente ,  on  trouve  l'équation  dn  lien 
[2xy(a+c)  +dx  +  tyY—i[x'(,a+c)  +  AX+/] 

Si  on  développe  œtte  équation,  les  termes  du  qoalriénH^ 
et  du  troisième  degré  disparaissent,  et  il  reste  une  équation 
dn  second  degré. 

Cette  Aqnatîon  peot  se  mettre  aoas  une  antre  fume ,  car 

si  on  ajoute  d'j''+  ^x*  anz  deux  membres ,  le  sectHid  mem- 
bre devient  le  carré  Aedy-¥ex  +  ^f,  et  l'équation  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

Équation  d'une  ccMiiqne  dont  l'origine  est  an  fojcr  et  dont  la 
directrice  voisine  est  la  droite  dy  +  ax  +  2/=0.  Or,  il  esl 
remarquable  que  cette  droite  est  précisément  la,  polaire  d.- 
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VI 


—  «3  — 
l'origiae  ptr  rapport  k  U  eooiqiie  donnée.  Im  eoordouées 
da centre BODt^ s= -f^ — -,  XE=--IIl-,etlaGaarbeest 

baie  à  oonitruire  arec  ces  données. 

Le  rapport  constant  de  la  distance  d'nn  point  de  la  oourbn 
an  fojer  et  ji  la  directrice,  dédoit  de  l'équation  (5),  est 

„    -; — —. : .  snr  lu*»  on  remaraoera  qoe  la  na- 

tare  de  la  coniqae  varie  avec  le  signe  de  ^{a  +  r) ,  et  on  éta- 
blirait anr  ce  signe  une  diicnaaioa  à  JaqneUe  je  ne  n'arrê- 
terai pas.  le  lerai  toaleTois  remarquer  que  lorsqa'OD  a 
a  +  c^O,  ceqoi  a  UealonqBe  la  coniqoe  dNinéo  est  duc 
hyperbole  éqoilatère ,  la  cuiiqne  trouvée  eit  une  parabole. 

Lorsqa'on  »J'=o,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  point  donné 
est  un  point  de  U  conique  donnée,  l'équaliou  ae  rédail  à 
lir-:— ^  =  OiCeqaiest  l'équation  de  la  DOrmale  k  la  coui- 
qw  aa  point  qoe  l'on  considère  :  cependant  alws  le  lien  se 
réduit  à  un  p(^t  unique  silné  sur  cette  nonnale.  (JVuwti. 
.«m.,  MI,  p.  187.)^ 

Soit  d  =  0,  e  =  Oi  réqnalion  se  réduit  ày+x*™-^, 

ce  qui  est  l'éqnation  d'un  cercle  rappo^  à  son  cent^,  ai 

_/■ 
loalefois  — —  est  one  quantité  positire  ^  mais  si  ^  =  0  et 

e  =  0,  c'est  que  le  point  donné  est  le  centre  de  la  coniqœ 
donnée.  D'ailleurs ,  ou  sait  qoe  Iwsqn'nn  lien  est  engendré 
par  les  intersections  soecessiTes  d'une  drtdie ,  la  droite  est 
tangente  en  chaque  point  i  la  courbe  qu'elle  engendre ,  on 
anive  donc  à  ce  théorème  :  Le  lieu  des  projections  du  centre 
d'une  eoniqne  sur  les  conlca  qui  jtngnent  les  exlrânilés  de 
deux  diamétifs  reetangniaires,  est  un  cerck  concentrique  à 
cette  conique. 
Scnent  A  et  B  les  demi-axes  principaux  de  la  conique  )  dans 
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—  Itt  — 

le  cas  de  l'ellipse ,  od  aura  —f^=  A'B',  a  =  A',  é  =  B',  et 

AB 
le  ra;oa  dn  cercle  sera  i/tï~r>  !  ^^^  **  cas'de  l'hjper- 


lxdc,onaura— /=  — A*F,  a=A',  é=— B*,  et  lerajon 

AB 
dn  cercle  Eora  w  ,  —  ,,  Ce  cercle  n'existe  donc  pas  lors- 

qa'ini  a  B<CAj  et,  en  eflét,  alors  l'angle  des  asymploles 
étant  pins  petit  que  90°,  de  deux  diamèlrês  rcclangulaires, 
nn  seul  peat  renooDlrer  la  courbe. 

A'ote.  M.  PoDcelet  a  décourert  ce  théorème,  poor  un  an- 
gle quelconque,  à  l'aide  de  sa  ibéoric  sur  les  centres  d'bo- 
mologie  (Propriétés  projectîves,  p.  279).  La  belle  démons- 
tration de  M.  Hatbiea  ne  s'applique  qu'à  l'angle  droit.  Il 
serait  à  désirer  qu'on  eAt  un  procédéanaly  tique  aAalogne  ponr 
le  CM  général.  Lorsque  la  conique  donnée  se  rédnit  Â  deux 
dnritea,  le  Ibéorétne  est  le  même  que  cdni  qu'on  a  énoncé 
t.  II,  p.  536  ;  lironmit  une  descriplion  organique  des  coniques, 
doe  à  Madaarin.  Si  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  dt»niée,  le  lieu  delear 
intersection  est  encore  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  coniqae  donnée;  théorème  qac 
M.  Poncelet  déduit  aussi  de  Is  même  théorie.  Tm. 


DEMONSTBA'nON  DU  THEOBÈME  $0.  (T.  III ,  p.  40). 
n  collège  Siuiilu. 


Une  parabole  ayant  un  foyw  (ixe  et  passant  par  on  point 
Oie ,  le  lien  dn  sommei  est  une  épicyctoïdc  engoodrée  par 
nn  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  drcoaféreoce 
de  même  rayon. 
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-  126  — 
Je  prends  pour  wigioe  des  cowdonoées,  )e  foya  donné,  et 
pour  axes  deax  droiles  reclaugnlaires  dont  l'ane,  l'axa 
des  j:  ,  passe  par  le  point  donné  ;  je  désire  par  q  l'abscisse 
de  ce  point.  L'éqnalion  d'une  quelconque  de  ces  paraboles, 
ayant  poar  foyer  le  point  x  ^  0 ,  ^  ^  0 ,  pourra  le  mettre 
nos  la  forme  .r'+^**=  (mj'  +  nx+p)',  avec  la  rebticm 

nécessaire 

™'  +  «'  =  l,  (1) 

my-i-itr  +p  étant  la  directrice  de  la  parabole.  Le  sommet  se 
trouvant  à  l'interKCtion  de  la  courbe  arec  une  perpendicu- 
laire k  la  directrice  menée  par  le  foyer ,  les  valeurs  de  x  et 
de  ,r  t  nliafûsant  à  la  fois  aux  deux  équations 

x'+jr's=  (my+nx-^p)',      y=  ~x, 

éqnatka  de  l'axe  de  la  courbe,  seront  les  coordonnées  du 
,  Si  f .  et  j:  sont  ces  coordonnées ,  on  trouve  aisé- 


x.=  -f,      12)  r.=-^-     (3) 

De  plus  la  courbe  passant  au  point  fixe,  j:  =  0,  j:  =  ^,  on 
aura  la  relation 

q'  =  {nq+py=rCq'  +2pRq  +p'.  (1) 

L'élimiaatèoDdejn,  n,p,  entre  tés  équations  (1),  (S],  (3) 
et  [«) ,  dpnnera  la  relation  cbercfaétt  entre  x,  et  y.. 

l^s  équations  (3)  et  (3)  élevées  au  carré ,  puis  combinées 
avec  la  relation  (I)  donnent  ^  =  x'+y,\  D'ailleurs  de  l'é- 

qoftliOBCS),  oo déduit fl¥>  =  —  !Lr,.  a'=-.^— ;•  Sabstt- 
tuant  CCS  valeurs  dans  l'équation  [4],  et  réduisant  autant  que 
possible  ,  on  a  pour  équation  du  lieu 
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—  IM  - 
Or  si  l'<Hi  dmthe  l'^alkn  d'me  éplcydolde  aigendrée 
p0r  nn  point  d'wie  drconTéreoce  roalanl  sur  nne  drcoofé- 
rence  de  mâne  rayon ,  en  (venant  pour  axes  des  ooordoa- 
néescenxqoi  se  présentent  spODlanteent,  c'est-à-dire,  deux 
dnritM  redai^nltires  se  conpant  an  point  qn!  décrit  le  lien 
et  qiu  est  snppoaée  commun  aux  deax  circonférences ,  A 
l'orifim  du  mouTemenl,  l'nne  de  ces  droites,  l'axe  des  x, 
étant  diamètre  do  cercle  fixe,  on  troon  ponr  éqnatkM  de 


r  étant  le  rayon  commua  aux  deux  circonrérences. 

Celte  équation  derieot  identique  avec  la  précédente,  si 
l'on  fût  q=  —  4r.  D'où  l'oBcondnt  que  le  lien  du  sommet 
de  la  parabole  est  le  lieu  décrit  par  on  point  d'une  drconfé- 
rmcerooluit  sur  une  circonférence  fixe  et  de  même  rajoo  i 
le  centre  de  la  drcooTérence  fixe  étant  situé  an  quart  de  la  ' 
drralequi  joint  le  foyer  an  point  donné ,  A  partir  dn  foyer, 
et  le  foyer  étant  Ininnéme  le  point  de  la  cirocHiférmce  fixe 
qni  sert  d'cnigine  aumoaT«aent. 

DéntonaratiiM  géométrique  de  la  mtime  qtteitioH  (Ùg.  17). 

FetPéUnI  le  foyer  etk  point  diMBéa, je  OMHid^  l'nne 
des  paralxdes  ayantpoor  foyer  F  et  passant  au  point  P.  Sdt 
Mysa  directrice,  etO  le-coitredo  cerde  qni  a  pour  dia- 


aa  point  B  la  laag»te.  Cette  tangcate  diviser*  SF  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  U»  triangles  PFP*,  et  fiOF  étant 
isucèles  et  ayant  nn  angle  égal  fiOF=FPF  sont  seaiUables. 
Donc  les  trois  points  F,  B ,  P',  sont  en  ligne  droite  ;  mais 
alors  les  Irianfjles  FBC,  FPA  sont  semblables  et  par  consé- 
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^"^*'^FP'  =  FP"»- 

Draïc  CF  =  «FA.  Donc  le  point  C  est  le  milieu  de  FS. 
De  ià  réMilte  l'égèUté  des  iritiigtes  BSC ,  BCP. 

Alors  si  je  pixdooge  OS  d'âne  quantité  (XB  =>  OB',  et  ri 
je  décris  le  cercle  «jant  O*  poor  centre  et  O'B  pour  njtm , 
c'est^-dire  le  cercle  tangent  ao  cercle  O,  ce  cercle  devra 
paner  aa  point  pi  caries  triangles  0*55,  OfiF'Sontégaox 
ccnaBie  ayant  tkn  angle  égal  0*68  =  OBF ,  compris  entre 
éeax  cOtés égaux  chacun  k  chacun;  donc  0S=Olt=:OB. 
mis  alcvs  les  arcs  BS ,  BF  des  cercles  égaux  Oel  C,  sons- 
tendus  par  des  cordes  ëgates  BF  =  BS  sctodI  égaux.  Donc 
le  point  8  sera  un  point  de  l'épierclc^e.  C.  Q.  F.  D. 

JVsle.  M.  Mesnard  (A-) ,  élére  dn  cdl^  Cbarlemagne, 
dénootre  le  même  théorème  en-  prenant  le  point  fixe  pour 
crigine ,  et  cherchant  d'abord  le  lien  des  pieds  des  perpen- 
Acalaires  abaissées  du  tajer  sur  les  directrices^  et  de  là , 
le  lien  des  sommets,  qn'tl  compare  au  lien  coonu  des 
épicydoMes. 

M.  Riqtal,  élève  du  collège  de  Rouen,  fait  usage  des 
ooordoiiaées  pohàres.  Noos  donnotHis  sa  solntîon  prochai- 
«ment. 

QUESTION  DE  PHYSIQUE  (£c.  normal). 
TaSoaiB  ua  rtrioas. 


Tout  le  moade  sait  que ,  lorsqu'un  liquide  est  coolenu 
itusuuTaM  c«Dp1élement  fermé,  il  se  forme  une  quantité 


nign^Pdi-vGoOgle 


de  vapeur,  de  ce  liquide ,  capable  de  utnrer  l'espace  Itùsé 
libre ,  pour  la  lempérature  à  laquelle  se  troaTcnt  et  le  li- 
quidée! l'eDceinte.— Si  l'on  Tient ,  par  od  moyen  qadooaqDe, 
à  élever  la  température ,  l'on  »aît  encore  que  l'espace  wtoré 
primiliTemeDt  ne  l'est  plus  et  qu'il  est  nécessaire  pour  le 
saturer  de  nouveau,  qu'une  seconde  quantité  de  liquide 
passe  k  l'état  de  vapeur. — C'est  le  poids  du  liquide,  vaporisé 
eu  second  lieu ,  que  je  me  prt^ioBe  de  calculer  ;  et  comme  ce 
poids  n'est  point  le  même  dans  tontes  les  cirGOÙlances ,  je 
diBtîi%u««i  trois  cas  prindpaux  : 

I.  On  donne  une  sphère  en  cuivre  mince,  pcntant  une 
tubulure  que  l'on  peut  herméliqaemeut  fermer  et  qui  aert 
k  rinlrodoction  d'un  liquide  donné,  de  l'eau,  par  exemple; 
la  sphère  ne  contenant  quo  de  l'air  sec,  on  y  verse  un  to- 
lune  dtmné  d'eau  et  on  la  Terme.  Au  bout  de  quelque  temps 
l'équilibre  de  tanpéntnreentrelasphèreet  l'eau  étant  èUAli , 
la  taturatit»!  dans  l'espace ,  diffâreoce  des  Tolomea  de  la  spbère 
et  du  liquide,  étant  parfaite ,  l'on  observe  la  température ,  qui 
est  de  r  il'on  diauflealors  laspbéreetlalempéralnre  s'âéve 
jnsqn'A  T°;  par  là  nue  nouvelle  saturation  se  (Hrodnit  et  l'on 
demande  le  p<Hds  du  liquide  qui  s'est  vaporisé  en  second 
lieu. 

II.  lii  sptkère  est  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  k  la  tempé- 
rature iniliate  f  ;  on  y  verse  un  volume  donné  d'eau  &  ^  et 
oa  la  ferme.  La  température  de  l'enceinte  et  de  l'eau  étant  la 
même,  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, 
se  trouve  saturée  à  f,  indépendamment  de  l'eau  introduite. 
On  porte  la  température  à  T,  et  une  nouvelle  saluratiMi  se 
produit'ici  aux  dépens,  du  liquide  versé;  l'on  demande  le 
poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

III.  la  sphère  est  pleine  d'air  à  un  certain  état  hygromé- 
trique ,  on  y  verse  de  l'eau  et  on  ferme ,  la  lempérature  est 
f  i  la  diflërence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide  se 


nign^Pdi-vGoOgle 


aaMra  btenUM  de  Tapeur  poor  cette  Icàipéraliire.  Alon  on 
cfwiflBiiiéqa'&  la  température  1^  j  et  nue  oonreire  saturation 
ayant  lîea,  on  doBande  le  poids  do  liquide  qni  s'est  vapwisé 
du»  le  pasaage  de  la  températore  ^  à  la  tempéntorv  T. 

Les  énoncés  de  ces  trois  problèmes  étant  ainsi  posés,  je 
TUS  m'occDper  de  leur  réioloticHi  ;  et  d'obwd  do  preniierT 
paraqoela  marche  à  soivre  so-a  la  même  ponr  les  douième 
tllraiaiteie,  et  qu'il  présente  moins  de  difficultés.  ; 

I. 

t*  Le  Tohne  de  la  qtbtee  étant  représenté  par  V,  à  e>,  il 
^ca^t^kT*.  ce><diim«deTleniy.(i-|-*T),  k  étant  le 
eoeaciesl  de  dttitatioD  caMqne  da  enivre  poor  chaque  degré 
ceMîgnde.  Be  mémeà i*,  ce  yohaae devient  V,{i+  Iti). 

V  1«  v^anw  de  l'eau  renftrmée  dans  la  qdiére  étant  re- 
prénolépar  T.  k  *■,  1;  oo  ndume  derieat  V.  (l+l)ila 
teapénloreToileiprimaBt  l'accnriwemeot  de  l'unité  de 
TChme  de  l'eau,  prise  à  son  maiimum  d^  densité,  poor  la 
tapératon  T-.  De  même  V.  (1  +V)ciprinierace  Tolome 

*•  Gda  posé ,  le  Ttdnme  de  l'eao  qni  se  réduira  en  vapeur, 
sar«  cdni  ^i  est  capable  de  saturer  l'espace  N=V,  (1  +  AT) 
— V,  {1  +  ï)  ;  plvt  le  Tdome  de  l'eau  qui  devra  aatnrw  Vet- 
pnce  oecopé  par  cette  eau  qni  vient  de  se  vaporiser  ;  plui  le 
vflioae  de  l'eau  capsMe  de  saturer  le  nouvd  espace ,  Uiné 
ttco  par  reau  qui  s'est  vaporisée  en  second  lien ,  et  ainsi  de 
Mito  i  riBOnl;  mom«  le  vohune  de  l'eau  qui  satarait  de 
Tnpew  l'espace  K'=V.CH-*/)_v.(l-f  V)  k  la  tempéra- 
tore  iniUale  /  i  volnme  que  j'estimerai  comme  je  viens  de  le 
dre  poor  celui  qni  sainre  N  A  la  lempératnre  fimle  T. 

Nonnant  donc  x;  le  vohuie  de  l'eaa  qui  doit  saturer  de 

vapeBrl'espaoe  N;  je  trouve  poor  son  esprasioa,:r<=  —, 


Jbra.  •■  IbiaSH.  1» 
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«  appebDt  m,  k  vclaniie  de  ▼■{wor  qne  donoe  na  «ebtiBètre 
eabed'endlitiUée,priMi4Mfllporléeà'ri  Uettraeito 
d«  voir  qnft  j'dHieiis  cette  expnMwn  M  me  Mrrant  de  b  loi 
de  DalUw  ;  J<*  fUonKtfi  de  M^eur  ^MÛa  par  UN  «Amc  M^uMe 
dwu  te  «Am*  MrvoiifliHiea  Km!  jiroporfioiuwIiM  OMS  eçKwet 

d  UriHTH'. 

Actoflllement,  ri  je  nomme  x*.  la  ifiiaDlHé  d'na  c»  vohiaM 
qni  utnre  de npeon  A  T*,  l'eipMe  ■r«,je  troare  par  iH 

mAmMGOBiidéralhMU-z'*  =  — od  bien  :>/,  =— ;.  Lesexprei- 
■foaa  x\  ,  af",...  -r^....  sont  tontes  de  la  même  forme, 
ebacirae  d'ellei  est  égale  ii  la  prudente  divMe  par  m,  ce 
qni ,  en  remplaçant  la  précédente  par  m  valeor,  donne  nne 
snitedefiractkinadontleninnéralaareatleiliteeN,et  dont 
le*  dteomlnaWnrs  «nt  lea  diverses  patieanws  de  m.  On  voit 
dtttw  qne  b  f  aleor  de  X. ,  c'est-à-dire  le  volome  de  l'en  i, 
4M ,  qni  latore  i  T*  l'eepace  N  de  Tapénr,  est  b  flonme  des 
tamw  d'nne  progreesion  géométrîgDe  décroissante  à  l'hrilni , 
donth  premier  terme  est  Xg  et  b  raison  - ,  son  exprestton 
sera  donc 

4'  En  SDivant  b  ménw  mardte ,  il  est  évident  qne  l'expre»- 
sion  dn  Ttdnme  d'eaa  à  4*,1,  qni  doit,  étant  porté  à  C, 
tatnrer  de  Tapnr  l'espace  N',  sera  ideatiqaenient  de  mtae 
fonte  et  donnera 

(«)  *'*=;^- 

V  En  reirandiant  de  la  première  eipression  la  deniième, 
•n  IrottTC 

O      X j,         W(w'--1)— W'(w— I] 
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pour  rexpmdon  du  Tdante  d'etn,  à  «m  omxIbmhb  dt 
dewilé,  qui  utarede  Tipeor  la  sphère,  lorsque  la  tcnpé- 
nlnrfl  de  c  devient  T°. 

Foar  passer  de  celte  exiHresrion  do  volume  A  celle  du 
pcHds,  on  n'a  qu'à  mnlti^ier  ce  Toltune  par  li  densité  de 
l'eani  4<>,t ,  que  j'^aleà  l'onité.  ïtoac ,  ia  tonanle ptétié- 
deote  exprime  aassi  le  poids  da  volume  d'ean  qui  satnre  de 
vapeur  la  spbèro,  lorsque  cette  eau  passe  de  la  lempéralnre  ( 
à  la  température  T. 

II. 

1"  Dans  ce  second  cas,  lorsqu'on  verse  l'eau  à  f-,  la  s|rftèrc 
SG  troare  déji  pleine  d'air  satnré  de  vapeur  fc  cctie  lempè- 
ralore ,  par  cooséquonl  à  mesure  que  l'eau  s'inlrodait,  un 
Totame  d'air,  égA  au  sien ,  s'échappe  en  emportant  m  va- 
peur, de  telle  sorte  que,  lorsque  foule  l'eau  est  versée  el  au 
moment  où  Tob  ferme  la  spttère ,  il  ne  reste  plus  dans  l'es- 
pace laisié  libre  que  de  l'aiir  k  la  pression  Iiaroniélrique  de 
l'air  eziérienr ,  et  à  la  température  ambiante,  mais  parEni- 
tcment  saturé  à  cette  températarc.  Dès  lors  le  poida  de  va- 
peur, qui  saturera  la  difl&'ence  des  volumes,  est  indépen- 
dant du  volume  d'ean  introduit  et ,  d'après  la  loi  de  Dalton, 
est  proportionnel  il  cet  espace;  on  a  donc  pour  son  expres- 


S*  ActocUcoKOt  la  quantité  de  vapeur  qui  satarera  l'es- 
puoe  N,  son  celle  qni  le  salnrerall  à  T*,  uMrins  celle  qnt  le 
■abirmt  déjà  à  f. 

Or ,  si  l'on  suppose  qu'une  couche  mince  de  liqnide ,  se 
produise  sponlaoémcnt  en  vapeur ,  el  en  quantité  snSsanlc 
pour  saturer  à  T*  l'espace  N,  supposé  sec ,  em  laissant  la 
place,  occupée  préeédennnent  par  cette  couche,  compléte- 
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ment  vide  ;  VexpreinoD  de  md  poids  lera  p  =  —-  Pm  con- 
séquent la  quantité  d'caa,  prise  sur  l'eau  iotrodaîle,  qui 
sature  de  vapeur  l'espace  N,  est 

fn        tn  fnin 

MainlenaDi  il  ne  reste  plus  qu'à  saturer  l'espace  laissé 

libre  par  la  cooche  mince  d'eau  qui  s'est  Taporisôc  i  mais  sm 

exiveesiCHi  est,  comme  nous  le  savons  déiii  x'v  =  — -■  La 
quantité  qui  salorcrah  l'espace  laissé  libre  pv  oette  nou- 
velle codcbe  d'eau  vaporisée  est  x",  =  ■— ^ ,  et  ainsi  de  suite 

à  l'infial.  De  telle  sorte  que  les  expressions  xg  ,  y*, ,  j^\  ... 

xi't s(Mit  tontes  de  même  tomed  omstilnent  dm  {vo- 

gressioo  géoiBélriqne  décroiisante  k  l'infini ,  dont  le  premier 

terme  est  x, ,  et  la  raison  -.  En  en  faisant  la  somme,  on 
aurnit  donc 

__\       mm'        I Nm'  —  ^^m 


O-™-) 


(m-l)- 


Pour  le  poids  de  l'ean  qui  s'est  vaporisée  pour  saturer  ii  T», 
la  sphère,  de  vapeur. 

III. 

1*  La  spMre  étant  |detne  d'air  k  un  état  hygrooiétriquc 
marqué  par  «  degrés  de  l'hygromètre  de  Saussure  et  à  une 
lempàalure  /<>,  l'on  verse  le  volume  donné  d'eau  et  l'on 
ferme,  de  sorte  qn'il  ne  reste  plus  dans  la  différence  des 
volomes  de  la  sphère  et  de  l'eau ,  que  de  l'air  dans  les  con- 
dilioos  indiqué». 

Le  votame  k  satortr  d'abwd  à  t*  est  N',  et  la  quantité  de 
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npeut  qaî  devra  utorer  cet  espace  est  celle  qui  le  ulure- 
nil  l'il  était  parbiteinent  lec ,  moins  l'eaa  hygrométrique , 
existant  déjà  dans  la  spbére. 

Or ,  si  l'OD  cbcrchfl  dans  la  table  des  fnuioni  de  ta  vaptur 
4f «NT correipondimfm  d  eha^uêdegré  de  l'hiygrùmétre,  table 
««•tmite  par  M.  Biot ,  sur  les  donoées  expérimenlalei  de 
H.  Goy-Loieac,  la  tenaioa  a  «nrespondaBle  ft  a  dcgr^; 
J«  qiUMtiU»  de  vapeur  renfermées  dm*  le  même  e^ace  et  à  ta 
wtême  tea^irahtre  étant  entre  dteg  comme  tes  ftiutoMi,  il 
s'ensuit  que  a  peot  représenter  en  mémo  temps  que  la  ten- 
tkm  de  la  vapeur,  la  quantité  de  vapear  qui  aurait  celte 
tension  el  qui  serait  contenne  dans  l'anité  de  volume,  en 
appelant  tOO  le  poids  de  vapeur  qui  le  gatnrerait.  Par  con- 
séquent la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans  on  espace 

doaaé  est  les  ---  de  cdie  qoi  lesalnreralt  k  h  température 
indiquée. 

Gdt  posé  =  le  poids  de  vapeur  qui  salure  à  f  l'espace  H', 
est  9  =  —j  ;  et  celui  qui  se  trouve  dans  fj'  lorsque  Vh^gro- 

mètre  marque  odMTés,  est /= -^  = —-r—,;  da   U   on 

lUU         10011 

lire 


7=9  —  9" 


N'(<00— a] 
100m'      ' 


pour  le  pirids  de  vapeur  qni  saturerait  à  f  l'espace  I^,  si 
l'esn  en  se  vaporisant  n'avail  laissé  nn  nouvel  espace  à  la- 
lorer  ;  or  ici ,  cAnme  dans  le  cas  précédent ,  la  couche  d'eau 
qui  s'est  vapwisée  a  laissé  sa  place  pariailemeni  vide  et 
lèche,  d(»cla  quantité  de  vapeur  qui  salurera  cet  espace 
Ini  est  propwtionnd  et  est  exprimé  par 


,  N'(100  — '*). 
tOOm"       ' 
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Nbre ,  Mnlt  de  même  forme  et  ^al  à 


lOOm"       ' 

et  Blnsi  de  aajte  h  l'infini.  Il  eit  abè  de  TOir  qne  là  encore , 
kpoldadeTapetiri|DiHtDrenài*ladilKreiMe  desTOhuDM 
deU  sphère  et  de  l'eaa,  est  la  tomme  d'om  [wagrescioD 
(éanélFiqiiedOBtlepr«nierl«ineestTetlsniBOB— 7.  etqM 
PexpreMioD  de  ce  p(rids  est 

X'    _N'(100-a) 
*°100(ro'— 1)' 

2*  Aetnellcment ,  U  sphàre  étant  toujours  pleine  d'air 
GonlenanI  de  la  vapeur  d'eaa ,  si  l'on  j  inlrodoit  le  TtJoma 
donné  d'eaa ,  que  l'on  Terme  et  que  l'on  recberche  le  poid» 
de  Tapeur  qni  salivetait  *  T*  la  difEèrence  de*  voloBiee  de 
la  sphère  fvise  à  O",  et  de  l'ean  prise  k  4',! ,  «n  ne  tenant 
pas  compte  poor  no  muneot,  des  esjMcei  soccessib  laissés 
libres  par  l'na  qni  se  vapurise ,  on  tronve  en  appdant  N 
l'espace  à  satnrer  et  y*  le  poids  d'eaa  hygrométrique  existant 
déjà  dans  N, 

N         ,       iOOWw'— aW'ai 
'*™  m       ^  ~  iOOmm' 

Mais  si  l'on  tient  comjde  des  dîrenes  quantités  d'eaa  qoi 
se  sont  Tsporisèes  poor  saturer  le*  espaces   x. ,  y. ,  x"«  , 

x"« -r^ il  est  facile  de  voir  qne  ces  quantités 

senties  divers  termes  d'une  progreseion  géométrique  déorois- 
sanle  à  l'infini,  dont  x,  est  le  premier  terme  et  -  la  raison, 
et  qne  la  samue  de  tous  ces  termes  représente  la  quantité  de 
vapeur  qui  satnre  l'esiwoe  N  à  T*.  En  faisant  donc  celle 
somme,  on  aura  : 
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~   iooi»'((f»— i)  ■ 


{-:) 


Or ,  il  est  évideBt  qoe  X,  eal  trop  grand  de  U  qunOti 
X'v  de  Tapeur  qui  wtorerait  l'espace  N'  fe  i*  ;  fsiiaot  b 
■oostractioo ,  on  oblient  l'eipreuton 
Q=X,— X'^ 

IOONot'(bi'— 1  >— aN'wÇffi'— 1)— NW(ffi'— 1  )  (100— a) 
~  lOOm'tm'— i)  (»*— 1)  "' 

pour  le  potdide  nfem  (pd'Mlare  b  différence  de*  votnoiet 
de  U  Bpb^  et  de  l'na ,  kmqa'oa  porto  li  température  de  (* 
k  T*,  celte  différence  de  Tolamea  étant  reapUe  f  air  à  w 
état  hygrométrique  marqué  par  »  degrés. 

GecaieatiCCMinieoB  TtiDtdeleToir,  le  phugén&vlj  U 
présente  ansat  la  fonDole  la  plna  com^îqaée ,  mais  qd  a  l'a- 
vantage de  rearamtf  celles  de  I  et  de  II.  En  effet,  pour  paa- 
MT  da  ce  caa-d  an  I ,  on  n'a  qn'à  aoppoaer  l'air  perfiritement 
we.etparctaiiéqDentè  égaler  à  aéroa,  atoni 

^       '        lOOmV— IHw— <)  "       (m'— l)(m— i)      ' 

r*  qni  eat  Ideo  ta  preaiièie  Ibnnnle 

Si ,  aa  contraire ,  on  (Mt  a  =  100;  ce  qni  sa|qpo«e  l'espace 
Htarédéiààf%ona  : 

tOOMOT'(m'— t}— lOON'rojW— I)  _  Wm'— K'ot 
"~  100n»'(m'— l)(m— 1)  ""   W(ni— i)  ' 

ce  qni  est  bien  encore  la  deuxième  Twinnle. 

n  ne  reete  pins  qn'à  calcoler  m  et  m'. 

J'ai  déik  dit  que  m  et  m'  étaient  ks  espaces  latorés  par  un 
gramme  de  vapeur  d'eaa  anx  tempéra turea  T  et  ()  si  00  appelle 
^uicdladenaitède  la  vapeur  à  T*,  cl  <f  celte  densité  4  f*, 
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on  anra  m  =  -,  et  m'=  -?.  Mais  ces  deux  exprcMiooB  élu! 
d  a 

de  mAne  forme,  je  vais  sailement  m'occnper  de  m. 

Or,  la  denrilé  de  l'air  i  (f  ei  sous  la  pressim  normale 

ir,760  étant  0,0019991  ;  cdle  de  l'air  à  T*  et  soas  la  pres- 

rion  h  est    O-'W^ga^X^'-       et  comme  la  denait* delà  fa- 

760(1-H»,00366.T)  "^ 

penr  d'eau  est ,  d'après  les  calcals  de  M.  Gay-Liissac ,  «orri- 
gés  dn  Goefflcient  de  dilaUiion  des  gat ,  les  0,620  de  celle  de 
l'air  placé  dans  les  mômes  circonstances,  il  s'ensoit  que 

7«     JH£,00«6^  . 

h       0,620X0,0012991 

oa  bicA,  toatcdcol'folt, 

(1-M>,0036«.T)  J 


ms:9i3581- 
Den 


>contimèlreseobe9. 


St  l'on  reprend  actuellement  les  Irais  ftffmalea  que  j'ai 
données  pour  le  pcàAt  de  vapenr  qui  sature  la  s{dière  dans  le 
passage  de  la  lanpératnre  (  A  la  température  T,  et  que  l'on  7 
sattf tiloe  les  ralears  de  N  et  de  N',  ces formoles  deviennent: 

(B,'-l){Y.(l+tD-y.(l+X)[-<'«-l)lV.(1+fa)-Y.(l+).')| 
'■  ^'^  („^1)  („'_!) 

m'{  Y.:i+itT)-V.(l+X) }  ~m  \  V.[l+Jlt)-V^1  +y) } 

"•    *'='  «'(M_l) 

100m'(m'— t)  I  Y,(l+itT)— V.(l+X)  |  —am!,ni—\) 

"'•  ^~  lOOw'K-i) 

(T.(1+J1D-V.(1+X')}— m'(M-l)(100-^)tV.«+fa)-T.(i+V)} 
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SlfOD  Toolait  faire  dm  ai^Ucatioa  naméHque  de  l'ons 

qidooBqoe  de  ces  formoles,  il  n'y  aurait  pins  qu'A  calcoler 

^»  jÛBan  de  m  et  de  m',  el  ft  les  sobstitoer  dans  l'eipres- 

Éoa  don!  l'on  voudrait  faire  usage.  Alora ,  dans  ces  formules, 

htHÎ  dérigneraieot  dn  colonnes  de  mercure  cmoplées  m 

miHimètres,  d'après  la  table  de  Dal- 

ton  (tenn'oru  de  la  vapeur  d'tau)- 

k le  coefficient  de  dilatation  cobique  du 

cuivre  pour  1°  centigrade,  il  est  à  peu 
yrèa  =0,00005154,  d'après  MM.  Du- 
kng  et  Petit. 

letV la accroisseniaits  de Tolomé de l'untlé 

de  volume  d'eau ,  prise  à  i*,1 ,  pour  les 
lempénlures  T  et  '.  On  les  praadra 
dus  la  (aUe  de  HillitrOm. 

T  et  ( des  degrés  centigrades  donnés  par  des 

thermomètres  à  mercure. 

0,003<6 le  coefficient  de  dilatation  des  gaz, 

dooné  eu  ménie  temps  par  MM.  Ré- 
gnault ,  en  France ,  et  Magnas ,  en  Al- 


fiafln,  a la  tension  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dante au  d^rè  observé  de  l'hygrcNniélre 
de  Saussure.  On  devra  prendre  celte 
vslear,  comme  je  l'ai  déjà  dit ,  dans  la 
taUe  de  MM.  fiiot  et  Gay-Lnssac. 
JU  donné  CM  détails ,  parce  que ,  dans  quelques  cas ,  on 
peut  avoir  besoin  de  rechercher  le  poids  de  la  vapear  d'ean 
qui  lalnre  un  espace  dcmné ,  et  que ,  sous  ce  point  de  vue,  ils 
ponrraieot  être  utiles  aux  physiciens,  indépendamment  de 
l'intérêt  que  présentait  cette  recherche  comme  appUcatîoa 
*tt  aïeul  k  la  physique. 
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royalea  de  naTigalion.  Par  C.  Foiiniier,  c^bàer  de  li 
Légion  d'iHMnear,  examinateur  de  la  muine;  tome  I ,  da 
360  pages;  (orne  II ,  de  396  pages  in-S.  Nantes,  IMS. 
Dans  la  célébration  des  mystères  d'Eleusis ,  cm  entendait 
par  intervalle  la  voix  de  l'Hiérophante  qai  s'écriait  :  oxorlmv, 
«xotlaov  ;  obscurcissez ,  obscnrcissez.  Nous  TiTons  A  nue 
époque  où  beencoop  d'écrivains  aspirent  à  jooer  le  r<Ue 
d'Hîéroidiantfl  dam  les  lettrés,  la  philosophie,  et  dans  les 
sciences.  Il  semblerait  que  les  mathématiques  où  la  clarté 
est  le  mérite  essentiel,  dominaat,  devraient  être  à  l'abri  d« 
celte  invasion  lénâiretue  -,  car  les  sdences  exactes  ne  re- 
posent que  SOT  des  notions  Aiwiente  ;  dans  cette  qualification 
on  troove  Ifi  racine  videre,  voir  ;  une  propositi(»i  est  évidente 
quand  on  la  txnt  clairement.  Tonlefoia ,  les  matbématiqoes 
anssi  sont  entamées  par  le  Iléan  égyptien.  Il  y  a  certains 
antenrs  qoi  vons  prennent  noe  notion  simide,  admise  par 
tout  le  genre  hamain ,  et  sur  laquelle  tous  obtiendriez  même 
réponse,  d'un  Chinois,  d'un  Canadien,  d'un  Patagonj  vons 
prennent  cette  notion  et  raiBonoeut,  raisonnent ,  raisonnent 
tant  et  tant  qu'à  ta  Gn  vous  n'y  entendez  pins  rien  :  une  dé- 
monslration  est-elle  facile  à  comprendre,  à  retenir,  t>ien 
vite  ils  la  remplacent  par  une  autre ,  compliquée ,  hérissée 
de  difficultés,  apprise  péniblement  aujourd'hui  pour  être 
oubliée  dânain.  Voltaire  dit  qu'un  métaphysicien  est  con- 
tent quand  il  est  parvenu  à  donner  un  violent  mal  do  tête  à 
son  lecteur.  lies  auteurs  doot  nous  parlons,  ooQvwtent  ce 
même  goore  de  contentement,  aussi  il  Tant  qaelqnefbis  une 
fwte  contention  d'esprit,  poiv  suivre  telle  exposition  du 
calcul  différentiel  ;  quel  est  le  résultat  ?  Auparavant  vous 
saviez  que  le  coeflScient  différentiel  ûe  x'  ettZx-,  et  mainte- 
nant TOUS  savez  que  2x  est  le  coefficient  différentiel  de  x*  i 
de  sorte  qu'après  miUe  peines ,  votre  instruclion  ne  s'est  pas 
agrandie  de  la  valeur  d'un  centime  ;  ce  désappointemoit  se 
rencontre  non-seulement  dans  les  théories  élevées ,  mais 
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encore  (taiu  ta  partie  ââmeataira ,  deslinée  aux  joane*  geaa 
411'jl  fbo4  alUrer  tws  la  MteDce  et  qo'oa  dirait  vouloir  «a 
digoiUcr  pir  ane  rigaear  faUadeoM ,  rebutaote.  On  lonr 
fait  déBKMiIrer  qu'nae  droite  finie  n'a  qu'un  milieu  i  qu'on 
M  peot  swtfr  (fane  encdnle  famée  de  toete  part ,  qu'en 
perfant  renceinlaj  et  encore  d'autres  Tentés  de  niéoM 
acabit  En  coatinnant  ainsi ,  noua  metlroes  tant  d'eapiit 
dam  l'ensejgnemeat ,  qu'il  n'y  aura  plus  de  place  pour 
le  bon  sens.  Je  regarde  donc  comme  ooe  bonne  fortune 
de  reneoDtrer  des  lirres  <A  les  débats  que  nous  tmkws 
de  ligatler,  loat  soigneuMmoit  érités,  et  oa  brillent  des 
qualités  opposées  <  lel  est  celui  dont  doob  aUous  préseoler 
OMaaaiyteswxincle.  LeUtiedel'onrrage  estdéjkonpro- 
gràSi  il  annooceque  Vàntaor  adopte  l'idée  newtonienne ,  que 
farilbuétiqne  et  l'algèbre  oeforraent  qu'une  tente  scieuce, 
et  que  la  première  qBoiqaedefanl  ]w4eédflr,eat  pourtantcom- 
prtaecoauHcaapafticnUer  dans  Irseconde.  Oniieuarall 
doue  Hop  UÀ  aborder  raritbméliqae  universelle,  et  H.  Foor* 
nierdltâTecraiBCmdanssapréftce:  ■coDTainaïqselesjenoes 
geas  dertiaés  à  de  fbrtei  éiuda  ne  sasraient  trop  tôt  se  fa- 
■fUirlser  avec  les  pratique*  de  l'algtiire,  j'ai  pkcé  Icsqnatre 
epératkMU  foodamea^les  tmr  les  quantités  algébriques  à  la 
Hdle  des  mêmes  opératioas  sur  les  nnnbres  abstraits.  -  Eu 
ciet ,  les  jeunes  gen»  destinés  am  Cartes  études ,  doivent  né- 
(MMÙreiDCat  aqireadre  l'algèbre  ;  dés  lors ,  pourquoi  ne 
pas  se  servir  avec  eus  de  cet  adndraUe  instrunent  ptmr  b- 
diler  l'aAthmétiqiie?  L^vantage  de  cet  inslromoit  consiste 
à  représenter  dee  phrases  trés-longnes ,  par  on  petit  nombre 
de  lignea  et  k  renfermer  une  foule  de  cas  particuHers  ,  en 
me  seule  expression  géniale.  Pourquoi  doac  conserver 
celte  pbraiéoloffie  et  ce*  discmsions  enctievâtrées  qui  ne  pro- 
daisent  qu'on  cmboiqwint  sIMle,  une  perle  de  temps.  On 
répond  que  les  opératiw»  sTroboÛques  par  lear  extrÂne  fa- 
dlilé ,  tendent  à  énerver  l'esprit  -,  tandia  que  la  forme  dialecti- 
que le  TtBiarfx,  l'accootame  aux  déductions  abstraites.  Mais 
il  régne  ici  une  étrange  coofusioD  dans  les  termes  ;  la  force 
de  l'esprit  a  pour  but ,  d'arriver  à  la  vérité  par  le  chemin 
le  |dus  court  ;  prendre  le  plus  long ,  poiff  resta*  plus  long- 
icaps  en  chemin ,  c'est  fausser  l'esprit  ;  ce  n'est  pas  de  la 
vigueur  que  vous  obicner,  mais  de  la  fatigue.  Certes ,  toutes 
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v»  facultés  physiques,  ioteHectudles ,  iBonlesnitaie,poar 
Mqnérir  4«!  l'interaitâ ,  ont  besoin  d'une  certaine  gymna* 
siique,  ihhIb  d'une  gymnastique  ralîonnelle;  ainsi,  pour  les 
authémaliques ,  elle  est,  je  le  répète,  (tonales  prtqiciaitioos 
iDlrinséqnemcnl  difficiles  ;  lellet  sont  les  propriétés  des  DOUh 
bm  qni  composent  raritbmologie;  mais  Tooloir  Tooder  une 
gymnastique  en  rendant  difficiles,  loogues,  despropoailioM 
faciles  cl  coorlcs , me  paraît  nne  d^vavaUon  pédagogique. 

M.  Fournier  rend  donc  awyice ,  en  exposant  d'une  manière 
claire  les  notions  primitives ,  et  en  procédant  toajonrs  par 
la  voie  la  [rios  simple,  la  plus  directe ,  la  mieux  adaptée  h 
l'état  acUiel  de  nos  cotmaiassnces.  L'ooTrage  est  divisé  ea 
deax  parties  et  sid>di*isé  en  qnatorzo  livres;  la  |R«aBière, 
du  genre  mixte,  est  principalénient  consacrée  aax  nombm 
cfaiffià  ;  c'est  l'arithmétique .  elle  contient  les  lirrea  de  1  à 
VU;  U  deuxième  partie,  aussidu  genre  mixte,  estprinetpale- 
neat  consacrée  aux  équations  et  aux  nomtees  reprèsealés 
par  des  letures  ;  c'est  l'algèbre  m  sept  Unes  de  TllI  à  XIV. 

Dans  le  premier  livre ,  on  indique  les  dé&ritioDS  prHiiDi- 
iwirea,  la  nomératioa  des  nombres  enliers,  fractiranaira 
ordinaireseldécinnDx,  et  la  numération  romaine;  le  toatee 
qninie  pages  ;  ceruins  auteurs  consacrent  k  ces  objets  qua- 
rante pages ,  sans  être  aussi  ctxnplels ,  ni  plus  satîsÂiiaanla. 

Le  deuxième  livre  en  huit  pages ,  dume  les  quatre  opéra- 
tions fmidamenlales  sur  les  nombres  entiers,  leurs  usages  et 
les  Ibéorèmes  sur  les  produits  et  les  quotients.  —  Ls  diràioa 
est  développée  d'une  manière  rigonrense  cl  fadle'i  on  y  lit 
la  remarque  suivante  (  p.  67.  )  très-utile  et  qni  me  puait 
neuve  :  ■  Quand  on  trouve  un  reste  égal  an  chiffi^  qu'on  vé- 
rifie,ou  plus  grand,  il  est  inutiled'allwplusloin.cediifte 
n'est  pas  trop  fort.  >•  Dans  le  livre  précédent,  on  fait  déjA 
usage,  i>t  avec  raismi,  de  tons  les  signes  algébriques.  Le 
troisième  livre  de  quarante-six  pages,  donne  les  notions 
préliminaires  sur  les  signes ,  sur  la  théoriedes  quantités  po- 
sitives et  négatives,  et  les  quatre  op^ations  a^âiriques, 
sur  les  monAmes  et  les  polyndmes(l){  la  notation  desexpo- 
sanls  positifs,  natifs  ;  la  théorie  des  puissances  et  des  ra- 
cines. Il  y  a  des  considérations  sur  les  fonctions  qui  sont  peot- 
élre  prômalurées. 

L'iMdéinie  écrii  poljndmc  a*ec  l'icceni  ci[confl«»,ct  polnoo*  **■» 
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Uliite  IV  (48  pages]  iraile  des  dÏTiMars,  du  plos  gnmd 
oommno  diviseDr  el  de  la  divisibilité  des  nombres.  Les  pro- 
priélés  cniiTenables  au  nijet  soot  indiquées  et  rigoareiHe- 
ment  démcnlrées  ;  il  manqae,  ainsi  qae  dans  loas  les  traites 
^léaieDlaîres,  les  procédés  souveDt  utiles  pour  tronver  com- 
bien an  Bombre  est  préo^dé  de  nombres  premien  à  son  égard. 
Vanité  comprise  ;  observation  essentielle.  L'exfmwsion  /* 
plfi  grand  coamun  dttHMur,  si  loo^ne,  si  iDcommode,  ot 
d'nn  nange  très-rréqnent ,  ne  ponrrait-on  pas  la  remplaça' 
P-ir  an  seul  mol?  la  dtvûionarGçu  son  nom  d'ooe  des  appli- 
cations principales  de  ceUe  op^ation  ;  la  dénonÙDalico  cob- 
*eaaUe  au  phu  grand  commun  diviseur,  d(Ht  être  déduite 
de  Mm  usage  le  plus  important ,  le  plos  fréquent  ;  cet  usage 
oonsUle  dana  la  plus  grande  simplification  entre  les  rapporta 
de  qnantilia  diiffréea  ou  littérale*  ;  le  liaqiIi/iGalMtr  aemUe 
aaaez  bien  désigna-  le  nombre  on  le  poljnômeqai  sert  à  sim- 
pitfler,  le  plus  possible,  un  raf^rt  donné. 

le  livre  V  {73  pages) ,  les  opérations  sur  les  fracUoos  or- 
dinaires et  décimales,  transformation  d'une  fraction  en  nue 
)Me  procédant  suivant  les  puissances  n^alives  d'un  nombre 
donné;  théorie  des  fractions  périodiques. 

11  semble  que  dans  ce  même  livre,  on  devrait  enseigner 
les  IbéoréOMs  de  Fermât  et  de  Wilson. 

Le  lÎTre  VI  (56  pages) ,  contient  la  Ihàorie  du  plus  grand 
ronwinn  diviseur  alg^rique  ;  (^ration  sur  les  fracUoos  al- 
itébriqvws;  fractions  continuesi  Ibéorie  complète  et  satiafai- 
sanle  des  réduites.  Il  serait  cmTCDable  de  mentionner  tes 
fnctioDS continnes ,  périodiques  pures  et  mixtes,  et  de  dé- 
ONRitrer  leur  iooommeosurabilité.  Noos  signalons  aossi  une 
antre  lacune,  celle  dps  fractions  comiriéiuentaires ,  dues  à 
Hsgbena  et  si  bien  dévelo{q)ée  par  Lagrange.  Cette  lacune 
exiiie  dans  tons  les  traités  élémentaires.  Les  théories  desiné- 
gabléa  el  des  cmrttinaiscms ,  qui  terminent  ce  livre,  ne  me 
MBblent  pas  à  leur  véritable  place,  n'ayant  nul  rapport  à  ce 
qni  précède;  4u  reste,  les  combinaisons  et  permutations  sont 
aqioBées  d'une  manière  snccincle  et  soffisanle.  11  serait  à  dé- 
lirer qn'on  d^ontrftt  ici ,  par  des  considéralions  ariltuno- 
jogiques ,  que  les  coeffidenls  oombinaloirea  M>nt  entiers. 

Lelivre  VIl(en  55  pages)  lennÎDO  le  premier  volome ,  et 
««tient  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  sur  les  racines 
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carrées  cl  CDbM|iie*  det  nombres ,  et  les  divcnei  métiiota 
d 'a  pproxi  mtlioD. 

Ijc  premier  tome  renferme  374  pBnigra|>hes  i  de  tarte  que 
le  tome  II  commence  par  leparaffraphe  S75  et  par  le  VJII*  U- 
TTê.  Ildomie  le calcal  des  exponnta,entim,  négatif!, frae- 
Ijonnairea ,  et  amri  le  calenl  k  faire  sur  dea  radkaoz  réeh  ; 
ensnlle  on  paaae  ao  àivàappeataA  binamial,  dont  oa  étabHt 
la  loi.  d'abord  psr  voie  d1adtic(ian,eoofiméeeBaBMepa'le 
raisonnement  didactiqac.  Telle  est  même ,  féoénleaumt ,  la 
marche  de  l'aatenr  :  c'est  la  méthode  d'invention ,  oooaeiUée 
et  snivfepar  Glairanlt.  Dans  les  remarques  snr  ce  dérelop- 
pement ,  l'anlear  faH  ressortir  et  expll<ine  les  anomalies  que 
préaenle  la  sappositlon  de  l'exposant  ég«M  à  zéro  i  vient  apria 
la  démODStralioo  si  lamineose ,  si  ingénieuse  d'Eoler .  poor 
le  cas  de  l'exposant  fracti(nnan«  on  négatif.  Je  suis  surpris 
qne  les  anienrs  négligent  généndemfcnt  la  belle  et  simple  dé- 
doclion ,  dae  an  même  géomètre ,  dn  théorème  de  F^nat  : 
cette  dédaction  pent  s'établir  aiml  laetb  étant  des  nomlves 
entiers  qoelconqnes ,  etp  um  nominv  preti»er,0Da  laoon- 
groence  (a  +  b)' — a'—b*^p  (I);  ^désigne  nn  mollifAe 
46 pi  car,  dans  le  déretoppemcnt  de  (a  +  b^,  tons  les  ter- 
mes ,  les  ottrémes  exceptés,  admettent  p  comme  iMtenr  et 
sont  entiers  ;  donc  chacun  de  ces  termes,  et  par  ooDséqneot 
leur  somme ,  est  divisible  par  p.  Faisant  a  =  b=ii,  l'équ- 
tk»  (1)  devient  iC— 2 =p  (2);  donc  aussi,  ar*— 1=^; 
biianta  =  2,&B:t ,  on  a  3'— S^— 1  =/  (3);  ajoaUntles 
congmences  (9)  et  (3),  il  vient  3'— 3a:^  (4}  ;  d'où  S*"*— Isp  ) 
faiBant<s=3,6=l,  etc. 

la  démonstration  devient  intnitiTe  m  partant  da  poij- 
oAroe.  En  effet ,  l'on  « 

{a,+  a,+  a,+ a,)'— «/—a/— a»'=p.      (2) 

Faisant  a,  =  11,=  <2, =  !,  il  Tient  n*—n=p,  et  si  n 

est  premier  à  /> ,  on  a  n'~'—i=p  ;  ce  qni  eM  le  théorêne 
de  Fermât.  Mais  je  ne  sais  comment  on  pent ,  par  le  mente 
moyen ,  établir  la  congroence  générale  n*  —  I  =^ ,  nit  p 
dérigne  nn  nombre  entier  qoéleowine,  et  k  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  k  p  el  premiers  h  p.  La  ooo- 
gmence  (S]  donne  ce  thécwème  :  Lorsque  la  somme  de  pla- 
sieurs  nominvs  entiers  est  on  multiple  d'on  nombre  premier. 
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la  M^i  de  CM  nonkre» ,  élevét  chacna  h  la  poiMaiwe  mar- 
quée par  ce  aombre  premier ,  eil  diriaifole  par  le  nombre 


Le  livre  est  terraioft  par  l'extraelion  des  racines  dea 
poljriitaiea. 

Le  livre  sniTsirt ,  le  IX>,  coottent  l'explicalîOD  da  sjsléme 
métrique  ancteD  el  noaTean  ;  les  qaalre  opéralions  sur  les 
foaibtt»  ooB|riexes,  et  la  théorie  de  divers  systèmes  de 
aiimérali<Mt. 

Dans  le  joarBal  de  Oeil ,  on  lit  dm  dïsaertatioD  sur  le 
ijsième  de  nomératioa ,  qui  jouit  de  ta  propriété  d'éliminer 
)a  plm  grands  nombres  avec  le  idoîiis  de  mots  possible  ;  la 
base  de  ce  système  est  aoe  quantité  Iranscendaiile.  En  ad- 
BMttant  les  compléments  k  la  base ,  on  peut ,  dans  on  sys- 
tème qnekooqiie.rédaire  le  nombre  des  chiflirésk  moitié  :  on 
écril4poiir6,3poar7,  etlesop^vtiODS  sont  souvent  abré- 
léee.  Celle  idée ,  émise  pour  la  ivemiére  fois  dans  le  josmsl 
de  GergoDoe ,  a  été  refuvdoite  récemment  par  M.  Canchy. 

Celivreiemble  n'être  pasàsa  place,  non  plasqoe  le  snivant, 
consacré  anx  proportitHis  et  progressioDS-  arithmétiques  et 
féométriqnes.  A  celteocGa8t<Wf4iouBcroyonsuiilede  rappeler 
QMidée  ingéuense  deM.  Roche,  prcrfesseor  d'artillfrle  ;  l'on  a 

-—     +  2  —  ifi"*"  q'  donc  pour  prendre  le   tiers 

d'an  arc  de  cercle,  on  en  pmd  la  moitié,  résollat  trop 
paid;  OB  «1  retranche  le  quart ,  résultat  trop  petit  ;  on  y 
sjonle  le  seiriéme,  résultat  trop  grand  et  ainsi  de  suite  \  un 
■emblable  procédé  existe ,  pour  obtenir  le  scpliëffle  d'un  arc 
Le  livre  XI'  «t  un  développement  Irés-locide  et  Irès- 
eamidet  de  ce  qu'il  faut  savoir  sur  les  logarithmes  et  la 
coHtniclira  dea  tables.  Un  tableau  Irès-commode  montre 
d'âne  manière  intuitive  les  calculs  qu'il  Tant  ^ro  pour 
obtenir  le  logarithme  de  s.  L'auleor  suit  la  méthode  népe- 
fieane  ca  consid^nt  deux  progressions,  arithmétique  et 
^oaièlriqne,  qui  se  «Hrespoodent ,  mais  cela  oe  dispense  i»s 
derecoorir  à  la  méthode  exponentielle  ;  la  seule  qui  permette 
de  démontrer  ipic  dans  diaqoe  système,  toot  ooiriire  poiitif 
a  une  infinité  de  logarithmes,  dont  on  seul  est  réel,  e1  tout 
umbre  négatif  a  aussi  une  infinité  de  logarithmes  dont 
ancon  n'est  réel.  Ce  qui  me  porte  à  penser  qu'on  devrait 
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accorder  l'entrée  dans  tes  élémeDls  aux  éqnalioiu  exponen- 
lielles  et  en  déduire  la  tbterie  logaritbmiqoe,  comme  Enlo- 
a  fait  dans  soq  algèbre;  l'aDlenr  fait  d'utiles  obaemlioiis 
sur  les  limites  d'erreor  des  tables. 

La  résolution  complète  des  éqoations  da  premier  ^egré , 
à  une  inconnue  et  à  plusieurs  inconnuee  arec  la  discoasîoa 
des  formales ,  arec  le  problème  des  coniriers  ;  la  réacduthm 
des  équations  du  deuxième  degré  h  uoe  iBCOOaue ,  «tcc  le 
prdiléme  des  lomières  forment  la  matière  du  Xirel  dn  XIII* 
lÎTre  ;  et  à  la  fin  de  ce  livre ,  on  trouve  la  sommatk»  de* 
auites,  des  nombres  figurés  et  des  piles  de  boalela. 

Le  XI Vf  et  dernier  livre  oonceme  les  règles  d'iotérét,  siD»- 
pie  et  composé,  les  annaités,révle  de  société;  le  tout  est  1er* 
miné  par  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  et  la  réso- 
lution desèquations  trinômes  rèdoclibles  an  deuxième  d<!gré. 

Le  vénàvble  auteur  prépare  une  secMide  èdftioa,  où  II 
ajoutera  la  théorie  génà«le  des  équatitH»  comprenant  le 
théorème  de  Descartes,  de  Kolle^la  résoloUon  numérique  d«t 
équations,  les  théorèmes  de  Lagrai^e  et  de  M.  Sturm  ;  et 
cet  ouvrage ,  ainsi  complété ,  sera  étudié  avec  froil  par  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  Écoles  du  gouverneaient  et 
principalement  h  l'Ecole  normale  et  à  l'Ecole  polylecfaniqDe. 
L'alg^re  j  occupe  le  invmier  rang ,  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  tontes  les  sciences  de  calcul. 

Le  savant  examinateur  de  la  marine  vondra  bien  nous 
permettre  quelques  obsCTvations  enr  les  dispositions  de  cer- 
tains livres  du  tome  second;  l'ordre  méthodique  me  parait 
exiger  celte  snccesdon:  Vlll,  XII,  XIII,  X,  Xi.  IX, 
XIV i  la  sommation  des  suites,  fin  du  livre  XIII,  devnit 
terminer  le  livre  X ,  qui  traite  des  prt^essions  ;  ratMlyse 
indéterminée  dn  livre  XIV  serait  mieux  à  la  fin  du  livre  XII; 
et  la  résolution  des  équations  trinômes  doit  être  portée  k  la 
fin  do  livre  Xlll. 

L'ouvrage  de  M.  Fournier,  imprimé  ftNantea,  n'aeoqo'sne 
faible  pnUicité  dans  la  capitale.  Nous  finirons  par  un  con- 
seil, dans  l'intérêt  de  la  science,  qui  gagne  k  la  propaga- 
tion des  bonnes  idées.  Noos  engageons  l'aotenr  A  ne  pas  se 
contenter  de  bien  travailla-  ses  prodactions;  mais  de 
l^ndre  aosai  ka  petites  précautions  qui  en  assurent  le  succès. 
Hahmt  tuafala  i^lli  Tm. 
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RECTIFICATION 


RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

ÏAK  K.  V.-A.  IXBMBaum, 

prorcMeur  i   11    lacullt   de   Bordeaoï. 


Lk  Tigle  donnée  à  la  page  46  Au  présent  volame  de  ces 
jfnnaltt,  poor  trouver  les  racines  cMnplexes  entières  de 
l'éqtulion  d,;r*-fi,x'~'+.  .+aa  =  0,  à  coefficienls  enliers 
complexes  ,  et  où  il  faal  sans  doute  lire  (ligne  5)  -.  ■  Din- 
seors  du  module  de  ob»  au  lieu  dé  •  diviseurs  de 
au[a  —  61/1)»  (*},  peut  se  démontrer  en  deux  mots.  Soit 
T=a-i-bi/' — 1,  nue  radoe  entière,  et  *>..=  6«+<^|/l , 
A, -f-t-  l/_l 
r— -; — —  étant  entiers  ;  il  en  sera  de  mémo  du  module 

■~jj-^-,  il  (aat  donc  prendre  pour  a'-{-  b*  des  diviseori  de 

V+ V,  en  négligeant  toatefois  ceux  dont  le  module  sur- 
pUM  la  limite  trouvée.  Quant  aox  racines  incomplexes 
a«\by~\ ,  aei  b  doivent  divisera  la  fois  A*  et  c^. 

Cette  règle,  comme  je  le  montrerai  plus  loin  ,  est  moins 
■ônple  qœ  la  règle  ordinaire  qui  prescrit  d'essayer  les  divi- 
senn  de  bn-\-c»^ — 1,  lesquels  sont  en  nombre  moindre 
que  cenx  domés  par  la  règle  précédente.  Mais  ponr  l'appli- 
qner,  il  fant  préalablement  exposer  la  décomposition  des 
ailiers  complexes  en  facteurs  simples. 


n>41^-i  Mut  la  rMine  gbcrehto,  a^c-^~t)  «I  iBconnuc.  Cetle 
M  de  DMi  et  non  de  H.  Finek ,  qoi  d'ailleuri  ne  t'est  «capt  qi* 
'  '     Il  réela.  Tm. 


ira.  >u  li*ra>Bi 
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Dans  les  Recherches  sur  les  rormcs  quadratiques  i  coeffi- 
cients el  il  iodétenniaées  complexes  (tourna/  de  M.  Crclle , 
t.  XXIV),  M.  Oîrichlel  8'ex{HimG  ainsi  :  ■  Quoique  le*  pru- 

■  positions  âémentaires  de  la  Théorie  des  cntios  com- 

■  plexes  aient  été  déjà  exposées  par  l'illustre  Gauss  ,  nous 

■  avcDB  pensé  qu'il  pourrait  être  commode  pour  les  lecteur» 

■  de  troarer  dans  une  courte  introduction ,  celles  de  ces  iptu- 
»  positions  dont  noua  annxis  à  faire  ussge.  >  (Page  4.] 

Les  six  premières  pages  de  cette  introduction  suffisent 
pour  faire  voir  que  la  règle  pour  trouver  les  radnes 
réelles  entières  des  équations  algébriques  à  coeEBdenls 
entiers,  s'applique  aux  racines  entières  CMuplexes.  M.  Di- 
richlel  ne  se  propose  nullement  cette  question  dans  son  Mé- 
moire ,  dont  les  propositions  principales  sortent  tout  k  fait 
du  cadre  des  Annales  ;  on  peut  se  faire  une  idée  de  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Diridilet  en  lisant  son  Mémoire  sur 
cette  {ffoposilion  remarquable  :  •  Toute  progression  aritb- 

■  métique  dtnt  les  deux  premiers  termes  sont  premiers  entre 
K  eux ,  renferme  nue  infinité  de  nombres  premiers  »  Ce 
Mémoire  a  été  publié  en  allemand  ,  mais  M.  Terquem  ea  a 
donné  la  traduction  dans  le  JomwU  de  Mathématiquei.  C'est 
un  service  rendu  à  la  science  des  nwnbres. 

'  Je  me  propose  d'exposer  dans  ces  Annaia ,  quelques  pro- 
positions élémcnliâres  plutôt  indiquées  que  développées  dans 
l'introduction  do  Mémoire  cité  pins  haut.  Je  commencerai 
par  donner  la  décomposition  des  entiers  complexes  en  fac- 
tenrs  simples ,  d'où  dérive  immédiatement  la  règle  pour 
trouver  les  racines  complexes  entières  des  équations  algé- 
briques à  cocificients  entiers. 
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NOTE 
MOOVEUiE  MÉTH^B  DEGÉOMETJUE  ANALYTIQUE 

BnmkM  ■eie«ioM,pc«(WMar  t  ftool*  ifaHilIeite  M  •■  Wlltga  d*  BHukMri. 

Notre  Descartes,  en  créant  sa  géométrie ,  n'a  pas  ealendu 
foaer  des  bontés  à  la  science  :  cependant ,  dans  tons  nos 
trûtte  dbtoIwRMtl  nat/i,  je  ne  vois  qne  sa  méthode.  Quel- 
quefois, il  est  vrai,  oa  se  plaint  qu'elle  n'est  pas  parfaite; 
qu'an  delà  da  second  degré ,  elle  a  bien  pea  de  portée ,  etc. 
N^  a-1-il  dcmc  pas  de  progrès  f  Si  hit,  mais  pas  dans  les  II- 
Tres  tiéawQtaires.  La  méthode  do  Deecartes  [  sur  le  plan  j 
consisle  à  rai^iorter  les  modes  de  l'élendue  k  des  droites  qui 
sonreot  n'ont  pas  une  liaisni  bien  intime  avec  la  courbe  qne 
l'on  étadie.  Mais  déji  le  grand  Euler,  qui  n'a  touché  à  rien 
en  «ain ,  a  fait  on  pas  de  |dus  :  il  est  vrai  qne  ce  n'cat  qa'nn 
geme.  Ce  germe  est  actnellement  développé  ;  j'ai  fait  con- 
naître an  de  ses  Gmits  dans  le  journal  deM.  lionville.iljra 
qnrlqnrs  années.  Le  dérdoppemeot  en  qaeslion  est  le  iwm- 
«m  agMtéwu  de  géométrie  onalgtique  da  docteur  Plncker, 
Bon,  1835. 

Ce  ^sténe,  ootre  ses  généralités  par  rapport  à  la  trans- 
fcnaation  des  figures ,  consiste  k  cbercber  dans  l'éqoation  de 
la  courbe  let  droites  qui  ont  avec  la  courbe,  la  liaisoo  la  plus 
iutime.  J'ai  fait  «  comme  tous  tsret ,  nne  af^licatkm  de  cette 
mélbode  à  l'espace ,  ai  donnant  des  mt^ens  préds  et  sinqilet 
pov  recoHMitre  dans  cbaqoe  cas  la  nature  du  lieu  repré- 
sMé  pv  nn  éqnaliou  à  trois  rariableB.  Je  donne  toi^oars, 
daaamoacoiirs,  une  idée  de  ladite  méthode.  Je  ne  me  pro- 
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pOK  pas  de  la  développer  maintenaiit  ;  il  suffit  de  B 
par  quelques  exonples  tirés  du  nouveau  tyitéme,  avec 
quelle  facilité  elle  s'appliqae  à  ud  certaia  genre  de  re- 
cbercbea  où ,  ao  cootraire ,  l'ancien  système  est  très-prolixe, 
r  Je  nomme  p,q,  r,  t,a,  é ,  des  ftxictioQs  linéaires  de  la 
tanaa  ^-f  Bjt+C.  Tonte  conrbe  do  second  degré  poarra 
élre  représeolée  d'ane  in&iité  de  maiiiéree  par  une  éqnatioB 
telle  que 

où  />  =  0 ,  9  =  0  seront  évidemment  denx  tangentes ,  a  =  0 
est  la  corde  de  coDiact. 
Je  représente  la  même  conrbe  par 

w  +  6'  =  0 ,  (2J 

et,  TU  le  nombre  des  coefficients  A,  B,  etc.,  je  pais  supposer 

;.j  +  û'  =  rî  +  i.';  (3) 

d'Où 

^_„=(6  +  fl)(é-fl).  (4) 

Les  quatre  droites  p  =  <i,  ^  =  0,  r=(i,  i  =  0  rorment 
nn  quadrilatère  drconscrit  è  noire  courbe. 

L'éqnation  (4)est  salisiaitepar  ;i  =  0,  r=o,  b^a==tt; 
elle  l'est  aussi  par  9  =  0 ,  i  =  0,  b  +  a  =  o. 

Ainsi,  6 4- (1  =  0  est  une  des  diagonales  du  qoadrilalère 
circonscrit  \  l'autre  est  évidemment  b  —  a  =  0. 

Or  ces  deux  diagonales  se  conpent  snr  les  dK^tes  b  =  Ù, 
a  =  0,.qQi  sont  les  cordes  de  contact,  ou  lùen  les  di^^ 
nales  du  quadrilatère  inscrit,  conjugué. 

Delà,  le  théorème  déjà  connu  deNevIon. 

Du  reste,  les  étalions  a=0,  6  =  0,  b-^a=Q^b — ii=:S 
sont  évidemment  celles  de  quatre  rayons  harmoniques. 


(')  C«Uc  prapoilllan  n*  pmil  «In  ■disiw  Hn*  une  dtmoDilnUooqai  prtMala 
nn«  dlKiuiiau  difflcile.  PoDT  un»  coarb^  da  !■<  d«gre  poiirriii-«n  ttUtt  k 
priori   pfrfo)— «7  Ta. 
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s*  Je  représente  l'éqnalion  de  ta  courbe  par 

pq  =..;-,  (5) 

p,  q,  r,  s  étant  (ODJoars  des  fonctions  de  la  rormc  indiquée. 
Les  droites  7>=:0,;=;0,  r=0,  f=0  sont  ici  des  sécaates. 
L'éqaaticm  (5)  est  satisfaite  par 

p  =  r      avec      q  =  s. 
Ces  (feux  droites  se  coupent  donc  sar  la  courbei  il  en  est  de 
nteK  des  droites 

p  =  i,     q  =  r. 
O'aiUears ,  p  =  r  A  p  =  i  k  eonpent  snr  f>  =  0  ; 


Voilà  six  droites  -. 
p=Q,  p-~~r=0,  q~s  =  0,  q  =  0,  y  — r=0,  p — J=0, 
dont  chacune  coupe  la  guïTanlcsur  la  couite  ;  de  m^me  la 
ienuère,  p—s,  coupe  la  première,  ^=  0,  sur  la  courbe. 
Ge  sont  donc  les  six  cOtés  ronsécutifs  d'un  hexagone  inscrit. 
Or  les  côtés  opposés  foruient  les  tnùs  conples  suivants  : 

^JqaiseGonpcntsar/> — q=0; 

^^'^^t  .  id.  vu  ilQ.e'{p—r)—(q~r)=ip—q, 

ï-'=«i  id. 

p-t=0) 

Donc,  les  iotersectioDS  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
dr<rite.  C'est  le  théorème  conno. 

Voili  donc  t'analyse ,  h  peu  près  sans  calcul  :  elle  n'en  est 
pasjrius  manvaûie  (*)• 

D'antres  Iraraux  remarquables,  en  ce  genre,  sont  dus 
i  MM.  Magnns,  Mc^ios,  DradienniaUer,  etc.  :  j'extrais 

O  En  «dntslunl  ce  geore  iféqDiiiani  k  piiari  tani  démonilraiion ,  Il  m« 
Mmblei]D'«DMilBiTa1eie*1ealiiann«  lu  t*llept(.Lei  tttuluu  lont  connu* 
4'iT(nM  el  on  •'•nlDgs  ds  nunltee  à  \t*  obienif.  Tm. 
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^aaowingiieaiieraitT{VieVtlierlragwuitPTiiiàpim,eic.) 
l'article  gaivint ,  remarqwible  aoiu  plos  «fou  rippOKl. 
Soient  les  deux  éqnalkiDB 

^_y+m(x-y)  =  0,  (Il 

j--y+m'(i-i')-o.  (S) 

Je  prends  deux  «olulions  de  l'éqnalion  (1)  : 

x  =  b.    r=y  —  m(l,-x).  (») 

Je  prend*  (MTeillement  deax  sointioosde  (9)  ; 

i  =  4',    r=y-nHb'-x'].  (6) 

Je  forme  l'équation  du  premier  degré  entre  a: ,  ^,  qui  es* 
satisfaite  par  (3)  et  (â)  :  elle  est 

Celle  qui  l'est  par  (4)  et  (6) ,  est 

Or ,  si  l'on  élimine  y  enlre  (7)  el  (8) ,  y ,  m  et  ;rf  dispi- 
raissent,  el  -r  est  une  fonclioD  de  x\  a,  a\  b,  b',  que  }e 
Domine  x^/{3f,  a,  a',  b,bf). 

Ce  résdltat  peut  être  ioterprélé  géomélriquamnl  de  bin 
des  manières  :  en  voici  qoelques-anes. 

I.  Je  sappose  qne  y,  x  soient  des  cocmloDBéefl  ordJMires , 
(1)  et  [2)  seront  denx  droites  qui  se  coopent  «n  point  (■r',/) ; 
(7)  ser»  nne  droite  qui  conpo  (1)  an  point  (j:=a,j-....)  el  (2) 
an  point  [xT=-d,...).  De  même,  (8)  est  nne  droite  cooptai 
(1)  ao  point  {x  =  b,,..),  (2)  an  point  (j:  =  A',...)-  Voili 
donc  an  qnadrllalâ^  complet  dont  les  cAtés  sont  les  dnriles 
(1  ) ,  (2) ,  (7) ,  (8) ,  et  dont  les  six  sommets  ont  ponr  absôisct 
respectives  : 

.i',fi,«',  b.  II,    x=/ix',a,  a,  b,  b'). 
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Or,  si  lescioq  preni^^  abKJsBes  mteot  coostantes,  la 
sUiéme  ne  variera  pas  doo  plai  ;  d<Hic 

Si  parmi  k$  tix  ummeti  d'un  quadrilatère  complet,  il  y  en  a 
cittq  qui  décrivent  des  droiteg  paralUlei  à  une  direction  donnée, 
h  iixiime  décrira  aussi  «ne  poralUle  à  celle  direction  (  axe 
deej]. 

n  «st  éTÏileDl  qa'jl  en  est  de  même  des  intersectiooB  des 
(rots  diagonales. 

II.  Toute  droite  intercepte  sur  les  axes  deux  segments  qui 
déterminent  complètement  cette  droite.  M.  Pldckir,  qai  a 
imaginé  ce  noavean  système  de  coordonnées ,  lui  a  déjà  donné 
an  assez  hant  degré  de  développement.  En  représentant  par 

-,  —  ces  s^menls,  il  appelé^,  x  des coordonnéee  linéaires. 

Une  droite  est,  dans  ce  systàne,  représentée  par  denxéqna- 
tioos  x:=a,  ^  =  p.  Une  éqnation  lix^jr)  =  0  représente 
ainsi  dne  infinité  de  droites  :  on  pent  donc  la  regarda* 
«Hnme  représentant  la  combe  à  laquelle  tontes  ces  droites 
sont  tangentes.  Par  conséquent  nne  même  équBtion^j:,r)=0, 
interprétée  d'après  les  méthodes  Descartes  el  Plucker ,  re- 
présente deux  courbes  qui  ont  une  certaine  relation  de  réci- 
procité dans  le  sens  connu.  Je  ne  m'étends  pas  maintenant 
lk-dess09.  . 

n  est  très-racile  de  prouTer  qoe  dans  le  système  actnet 
l'équation  x  =aa:  -{-  b  représente  on  point  ["). 

Il  s'ensuit  que  l'équation  [1)  représente  un  point,  et 
coDuneelle  est  satisfaite  par^=^',  jr=j::',  ce  point  est  sur 
la  droite  que  déterminent  ces  deux  dernières  équations. 

Noos  avons  donc  un  nonvean  quadrilatère  dont  quatre 
sommets  sont  les  points  (1),  (2) ,  (7) ,  (S). 

1")  Soil  rtqDallan  ordlnii»  d'nnc  drsil»  ^+ivr-i.Si  a— «pH.  rcnielopp* 
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Parmi  les  côtéa  et  diagonaleB ,  au  nombre  de  sept ,  sont 
lea  droites 

(^^y)  qui  passe  aux  poials  (1),  (s) 

[3) (I).  (7) 

{♦) (1),  (8) 

(5) (2),  (7) 

{«) (2).  (8) 

et  la  droite  qui  joinl  les  points  (7)  et  (8j ,  que  Je  oomme  (9). 

Chacun  pourra  faire  celle  figure  :  h  septième  droite  du 
quadrilatère  est  celle  qui  joinl  l'intersection  des  droites  (()  et 
(5)  à  celle  de  (9)  aïec  (■r',y). 

Ija  droite  (9)  est  déterminée  par  le  sjstèine  des  équations 
(7)  et  (8)  ;  c'est  à  elle  qu'appartient  x  '=f{x\  a ,  a',  b,  b'). 

On  admettra  qne  jcf,  a,  t^,  b,b'  soat  invariables;  c'est 
supposer  que  les  droites  {x'jy'),  (3),  (4),  (5),  (6)  toumenl 
autour  de  leurs  |Neds  sur  l'an  des  axes  ;  mais  alors  x  =f[j^, 
a,  a',  b,  b']  est  invariable^  donc 

Si  parmi  les  sept  droite»  qui  compoxnt  un  quadrilatire 
complet  il  y  en  a  cinq  qui  toumenl  reipectivement  autovr  ie$ 
pointi  où  elles  eorU  coupée»  par  une  droite  quelconque ,  il  y  en 
a  une  tixiime  (par  suite  aum  la  teptiémej  qui  tourne  oit- 
tour  du  point  où  elle  est  coupée  par  la  mime  droite. 

Ilf.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  iolerprétalioDS  géomé- 
triques que  l'un  puisse  donner  au  fait  analytique  ci-deesos 
remarqué  ,  relativement  à  x  =/{x',  a,  a',  b,  b").  On  pnit 
affirmer  que  le  nombre  des  interprétations  est  inGoi  :  oo  eu 
obtient,  par  exemple,  deux  en  regardant^,  x  comme  des 
coordoDDées  polaires  ;  alors ,  au  lieu  de  droites,  ce  sont  des 
spirales  d  Archiœède  qui  sont  en  jen,  et  le  théorème  est  re- 
latif oo  aux  angles  ou  aux  rayons  vecleurs. 

L'auteur  auquel  j'empranle  ce  qui  précède  n'a  pas  donne 
ces  dernières  interprétations  ;  il  en  a  donné  une  qui  se  rap* 
porte  à  des  cercles,  la  Toici  :  Considérons  une  droite  iadé- 
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Guie  nommée  axe  des  x;  d'un  point  de  celle  droite ,  ooHune 
cenlre ,  avec  dd  rayon  donné ,  je  décris  un  cercle  ;  prenant 
ponr  origine  nn  point  qnelconqae  de  noire  axe  des  ^ ,  je 
déligne  l'abscîise  da  centre  par  j:  et  le  rayon  par^;  J'*P~ 
pelle  Xf^,  coordonnée»  circulaira. 

Etant  donnée  nne  équation /(^,^)  =  0,  j'en  tirerai  ane 
infinité  de  cercles,  et  j'appelle  lien  de  l'éqQation  la  courbe 
enveloppe  de  tous  ce»  cercle»  -.  l'équation  da  premier  degré 
ys^ax-^-b  représente  dans  ce  cas  encore  éTidemmeat  ooe 
droite. 

Par  conséquent  notre  équation  (1)  représente  une  droite 
tangente  an  cercle  {x',y). 

De  même  (3). 

Nous  avons  les  cercles  (3),  (4),  (5),  {6);   . 

La  droite  (7)  tangente  aux  cercles  (3} ,  (5); 

La  droite  {8]  Ungente  à.     .    .    (4),  (6). 

Le  système  des  équations  (7) ,  (6)  convienl  au  cercle  qui 
loucbe  les  droites  (7),  (8),  et  qoî  a  pour  abscisse  du  centre 
xssj'ix',  a,  a',  b,  b'j. 

Ainsi  encore  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  (  I  ) ,  (S) , 
(TJ ,  (8) ,  et  six  cercles  qui  les  toncbeot  deux  i  deux  ;  donc 

Si  on  f<ût  varier  le  qttadrilatire  de  façon  que  le»  centre» 
dilerminé»  par  x',  a ,  a',  b ,  b',  ne  ckangmt  pas .  quelle»  que 
loitnt  les  variation»  de»  rayons ,  le  centre  du  eixiiHne  cercle 
i=  ((,..)  ne  changera  pas. 

Maïs  rien  u'empécbe  de  regarder  les  j' comme  les  abuasses 
des  centres  et  les  x  comme  les  rayons;  donc  les  cinq  rayons 
j/,a,a',b.  fi',  restant  invariables ,  le  sixième  x=/(..OIe 
restera  aussi ,  elsiles  angles  d'un  quadrilatère  complet  s'ap~ 
puieM  sur  six  cercle»  dont  les  centre»  sont  en  ligne  droite,  que 
Von  déforme  le  quadrilatère  en  faisant  mouvoir  les  centres  sur 
la  droite  qui  les  coTitient ,  de  façon  que  cinq  des  angle»  restent 
appuyé»  sur  lews  cercle»,  lenxièmene  quittera  pas  le  tien. 
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Rien  B'aapécbe  de  soppoier  que  l'axe  des  -r  ot  une  coart» 
ao  liea  d'âne  droite ,  ators  H  jr  a  modificatiOD . 

J'ajonteral  à  ce  qne  je  riens  de  Indaire  de  mon  aolenr, 
qie  l'on  pmt  représenter  par  x ,  jr  deux  èUmenlB  d'one 
coarfoe  qoeko&qoe  dont  toDS  les  antres  éléments  rsstenieot 
inrariidilea ,  et  alors  le  petit  calcnl  ci-dessos  condait  à  une 
proportion  qui  a  une  infinité  de  cwoUairea. 

Terminons.  Le  bnl  de  la  géométrie  analytique  es(  l'étude 
des  lois  de  l'élendae  figurée ,  par  l'intermédiaire  des  r^tfoos 
métriques.  Le  moyen  est  d'attribner  anx  symboles  analyti- 
ques une  signification  géométrtqne  ;  par  snite,  à  chaque  si- 
gnification géométrique  nouvelle  qne  tous  attribnei  aux 
■ymbdea  qnl  entrent  dans  nn  calcnl ,  répond  nn  nouTeau 
tbécH-àne  de  géométrie ,  et  Ions  ces  théorèmes  (Hit  un  air  de 
laonille  qui  tioit  à  lenr  origine  commnne. 

ToiU  la  dualité  bien  dépassée. 

II  me  8«nble  que  ces  idées  pourraient  (  dirai-je  dmraieitt  ) 
trouver  {dace  dans  les  traités  élémentaires-  La  composition 
d'un  ouvrage  où  tout  cela  entrerait  avec  des  bornes  coo- 
▼euaUes,  est  très-désirable.  J'en  ai  le  iHt>îet ,  toujours  {dus 
facile  qne  rexécntl(»i.  Non  omnia  postumtu  omn«t. 


SUR  LES  IPTrERSECTIOMS  SUCCESSIVES 

de  droite»  rt^éientéet  par  une  iqiu^ian  contenant 

UKC  Toriablt  (*}. 

PAK  K.  B.  BBBH&KajrT, 

■iMian  titre  de  l'Étiolé  polfleefanlqae. 


1*  A  qnelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  et  6 
pour  qne  tontes  les  droites  représentées  par  l'équation 

O  Voirl.l,  p.Mi;l.  ll,p.Hi.cor.  I. 
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M  ooupeniaii  même  point? 
Soit  6  =  f  (a) ,  réqoatioD  devient 
y^^ax  +  fia). 
Beai^açut  a  par  d + A ,  on  a 

ChvdMiit  llotenection  des  deox  driutes ,  oo  a 


(B) 


hx+<fXa)+<f"(a)  T-^+eic.  =  0. 

Diviiantparfc,poisposaDt&  =  0,  ona  j:  =  — f'{a].  Sab- 
slîtiianl  celte  nlenr  dans  (A) ,  on  a  pour  lea  com-donnéea  da 
pOHri  d^teneetiOB  de  deox  droilea  : 

x  =  —  f'{a) ,       y  =  ç(*i)  —  aç'(a). 

Or  f'(a}  doit  être  conalante  ;  donc  f(a)=^4-f.  Cette 
coaditioD  est  Décessaire  et  suffisante  ;  car  elle  donne ,  pour 
la  coordcgnèei  dn  point  d'intersection , 
^  —  —P,       J'  =  +  î- 

DoK,  pour  que  les  droites  représentées  par  l'équalion 
j^ax-\-b  ae  coupent  an  méme'point,  il  fant  et  il  aoffit  qne 
WfDMiitéB  o  et  6  scrfent  liées  par  aae  fonction  da  premio- 
depé.  L'èqnation  est  : 

y=ax  +pa  +  q         oa        y  —  q^a[x  +p). 
r  A  qoellfls  conditions  dt^vent  obéir  les  qnantités  aelb 
poorqne  les  intersections  sncceaives  des  àrcMet  représentée» 
parréqiiati<m;r^=â-i^  +  fr  soient  sur  one  ellipse  donnée  ? 
Soit  cette  ellipee  donnée, 

n'x'  +  q'  =  m'n*. 
Soit  6  =  y  (a)    el  l'équation  des  droites    y  =  ax  +  f{a). 
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Lei  coordoonéfs  da  point  d'intersection  de  deux  droites  Toi- 
nnes  saai  * 

x  =  —  f'(a} ,         ^  =  f  (a)  —  af'('*}- 
On  doit  donc  avoir 

"'[?'('*)]'  + [^{a)  —  <*t'(<»)3'  =  une  cODSlante  m'n". 
Or,  même  en  restant  dans  les  lois  ordinaires  des  dmTées, 
on  peot  reconnaître  que  la  valeur  f  (a) ,  qui  réalise  celte  con- 
dition est  f  (a)  =  mV^ n' +  a' .  Donc,  tontes  le»  droites  re- 
présentées par  l'équation 

se  ooapeol  sor  l'ellipse 

3*  Un  raîsonDement  analo^e  démonlreraii  que  les  inler- 
seclkMU  saccessives  de  droites  représenlées  par  l'équalit» 

sont  sur  l'hyperbcde 

~n'x'+y=:  —  m'n\  ^ 

S  l'hyperbole  était  rapporléc  à  ses  asymptotes,  son  équa- 
tion serait  de  la  Tonne 

xy=  —  mV 
Or  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
voisines  étant  tonjonrs 

X  =  —  ^\a] ,         ^  =  cp  (a)  —  af'{a) , 
on  devrait  avoir 

ah'[a)3'_—'i>(a)y(rt)=  une  constante  — wi'.       (C) 

Donc  la  fonction  ^{o)  devrait  être  de  la  forme  ^/a^,  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  cooslanlc  -  soil  donc 
cp(a)  =  $yâ  :  l'éqnation  (C)  devient 

—  —  —-  =  —  m'       ou       *'  =  4/n'. 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  157  — 
DoK, enfin,  les  iotmeclMH»  sneeeuiTct  de  droites  repré- 
sentes par  réqaatioD 

«otnrl'byperbole 

xy=z  —  m'. 
t*  Si  la  ooaiiM  donnée  eat  nne  parabole 

on  doîl  avoir 

— — -—  =  une  ÔHulante  ■»  . 

«I  y(a)Y  +  maç'C^  —  m,{a)  =  Oi  (D) 

«  qui  iadiqoe  qne  la  fonction  de  a  est  de  la  Tonne  a' ,  celte 
quantité  étant  mnlIipUée  par  une  constante  p  dont  on  déter- 
fflineraia Talcor ;  soit,  en^et,  f{a)=pa',  l'éqoatioo  (0) 
derient 

Hp  +  m)à'  =  0;        delà,       jjr=— — . 
AiBsi,  tes  intenections  snccessÏTsa  de*  droites  représentées 
p»f  l'équalion  ^  =  0^ —  sont  sur  la  parabole  ■ 

Lm  oondilioBS  qui  [wécèdent  ont  été  obtenues  m  érilant 
tonle  idée  de  tangentes.  En  gfénéral ,  elles  ne  sont  que  staffi- 
nnles  :  si  nous  admettons  que  la  droite  primilÏTe  est ,  après 
une  oscillation ,  transformée  en  noe  tangente  i  la  couiite, 
Bons  pourrons  conaerver  k  la  question  tonte  sa  généralité. 
Nous  donnerons  ici  l'ellipse  comme  exemple. 

5*  A  quelles  coodîtioss  doivent  obéir  les  Tonctions  algébri- 
ques A  et  B ,  pour  que  les  intersections  saccessiTes  de  droites 
Kfrtentées  par  l'équation 

j-  =  Ax  +  B, 
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soient  soruKcUipsedoDDée,  et  rapportée  à  son  centre  età 
•M  aies. 

Ia  coorbe  étant  one  ellipee,  i)  existe  une  relation  ooonw 
entre  la  droite  qoi  unit  l'origine  à  un  point  â'intawctioa , 
et  la  dKHte  génératrice  correapcHidaBte  :  le  produit  des  tan-' 
geotes  des  angles  que  ces  droites  forment  avec  l'axe  des  x 
est  —  n'y  c'est-à-dire  négatif  et  constant. 

L'^qnation  de  la  dnute  étant 

j'  =  &x  +  B,  (E) 

si  nous  appelons  A.',  A'',  etc.,  B',  B",  etc  ,  les  dérivées  suc- 
cessives que  donnent ,  dans  A  et  dans  B ,  l'accrnaseaient  de 
la  variable  indépendante,  on  aura  l'équation  de  la  droile 
ehat^ 

(F)    ^=AM-A'Ai+A'j-^j:'-t.etc.+B+B'A+B"— +etc. 
L'intersection  des  droites  (E)  et  (F)  dc»ine 

B'  A'B  — AB- 

La  droite  qui  Doit  l'origine  en  point  d'iolersection  ect 
A'B— A» 


—  » 


/A'B  — AB'\ 


DeU,  on  déduit 

.,_      ..,      Ba-  ,    B'         AB 

AB  — AB'  = et    —,=  —, T. 

A  A'       n  +  A* 

SoiMtillUDt  ces  Taleors  dans  les  expressions  (G) ,  on  a 

—  AB  n'B 

^°°n'  +  A"  •''~n'+K'' 
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L'éqoatJonde  l'ellipse  donnée  étant  x'+^  =  m' ,  il  est 
dair  qae  les  sommet  des  carrés  des  valeurs  dtHiaées  ai  (K) 
doivent  résoudre  cette  donià^  équation.  On  doit  donc  avoir 


(^)'+(^y=" 


n'  +  A'  ' 

oa 

Si  nous  faisons  l'IiTpotbéM  la  phis  simfrfe ,  si  nous  sappo- 
sons  que  A  est  nne  variable  indépendante  a ,  noos  retrooTe- 
roula  condition  donnée  précédemment,  c'est-à-dire,  que  les 
intersections  BQCcessiTes  de  droites  représentées  par  l'éqnation 

j'=.ajs  +  mVn'  +  a* 
MMl  snr  l'ellipae 

Un  calcul  aiudogoe  résout  la  qoesUoa  génénde  pour  l'by- 
perbole  et  pour  la  parabole. 

V  De$  dételoppéa  tt  du  cereU  o»euUttettr.  Les  recherches 
de  la  déTelon>ée  et  da  oerde  oacalalenr  d'one  courbe  sont 
des  oonséquences  des  reobercfaes  qoi  précédent.  Poor  la  pre- 
sMn ,  il  suffira  d'obtenir  les  interseclions  saccesslves  des 
droites  normales  aux  génératrices  primilÎTes,  chacime  de 
ces  nonnales  passant  par  le  point  d'intersectitm  des  deux  gé- 
néntrices  voisines  correspondantes  ;  ponr  la  seconde,  on  dé- 
leraiiBHra  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  primitive  au 
point  OHTespondant  de  la  développée.  Ces  calculs  ne  présen- 
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tent  aocDiie  diflDcnlté;  nooi  dwiiteroni  Malement  csmme 
exemple  la  déTeloppée  et  le  cercle  osculateur  de  la  para- 
bole 

j:'  =  wy. 
La  droite  g^niratrice  est 


In  GOordoDDées  da  point  d'intersectioa  de  denx  génèralrices 
TOiaioes  soot 

ma  ,      ma' 

la  droite  normale  à  la  génératrice  primitive,  et  passant  au 
poini  y,  y,  a  ponr  équation 


ma'  1  /         ma\ 


Si  dans  celte  dernière  équation  1*  on  remplace  a  par 
a-^h;  S'en  dévcloppci  3°  on  cherche  l'intersection  des 
deux  normales,  ob  a  les  coordonnées  da  point  d'inter- 
section 

mo>  3ff»a'  +2»» 

'=--i--     >■= — i — . 

si  oo  élimine  a  entre  ces  deux  dernières  é^inaUons ,  on  a 


Vl/nx'        (         m\' 


Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  développée.  Si  on 
transporte  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même ,  en  posant 

j'  —  —  =y,  on  obtient  la  forme  connue  de  la  développée 

27  m" 
Les  coordonnées  y  ,y;  x,^  d'nnpoint  de  la  parabole  etdo 
point  correspondant  de  )«  développée  sont 
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ma'  _  3ma'  -)-  2m 

y--^-         .1-        j       . 

désigiUDt  par  B  le  ra;oa  du  ixnAe  osculateiir,  oo  a 

SubttitDantpoura  sa  valeur  déduite  de  l'une  des  «Kpressions 
tù  3^  au  CD  y,  on  aura  le  rayon  du  cerde  osculateur  en 
foMlkn  de  l'abscisse  ou  de  l'ordoDDée  du  point  de  la  courbe. 
Ponr  oblenir  ce  rayon  en  fonction  dey,  on  remplacera  â' 
ptr  reipresiion -^,  el  on  aura 


CONDITION  DE  REALITE 

^  racines  de  l'éqwUion  compUU  da  trmnème  degré. 


PrMème,  Chercher  la  relation  dea  coeffi<^enls  de  l'rqna- 
6aitjfi-t-p3^+qx+r=0,  poar  queses  trois  racines  soient 
iMIa. 

JohKioR.  En  tiiiMnl  usage  du  théorème  de  M.  Slnnn ,  on 
(Ment  les  p(rijnAnies  SDivanla  : 

())  \=X^+px^  +  qx  +  r 

(i)  X'  =  3x'  +  2px+q 

(J)  X'={ip'  —  6q)x  +  lpq  —  9r) 

(i)  X"'=— Vi-+py  — 49'+18p9r— 27/^. 

Aia-MHinn  lU.  ^^ 


N  Google 


~  16Î  — 
Pour  que  loules  \es  raciaes  suicnl  réelles .  il  faut  et  il 
suffit  qu'en  attribuant  à  x  des  valeurs  Irës-grandes  néga- 
(ives,  ces  quatre  [Xdyntoies  ne  présenleat  que  dos  variations 
(corollaire  du  Ihéoréinc  de  M.  Sturm).  Or  le  premier  sera 
négatif  et  le  second  positif,  it  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  le  Iroisiètne  soit  négatif  et  le  quatrième  positif,  c'cst-i- 
dirc  que  l'on  ait 

ainsi  que  —kp^r  +  p'q'—\q^+i8pqr—^lr'>o] 
ou  bien 

p'  —  3q>0  \ 

—ipir+p'q'  —  4y^  +  iSpjr  —  37»-'  >  0.  ) 
Tdlca  sont  les  conditions  cherchàes. 
Diicuitùm.  Pour  savoir  si  le  calcul  que  l'on  vient  défaire 
ne  peut  pas  se  simplifler ,  et  par  suite  si  les  conditions  ci- 
dessus  ne  peuvent  pas  être  exprimées  plus  simplement ,  fai- 
sons disparaître  le  second  terme  de  l'équation  proposée , 
x'+px'  +  çx  +  r  =  0; 

posant  x=y—-p  et  substituant,  on  arrivei  l'équation 

équation  de  la  forme 

(m)  y^  +  aj'+b=0, 

en  posant 

I    . 

An>Iiqnant  k  l'équation  (m)  les  mêmes  câleols  qu'à  U  pro- 
posée, et  observant  qne  l'on  »  p=0,q=a,  r=b,  on  ob- 
tient la  suite  des  poIjuOmes 
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y'  +  ax  +  o 

—Ûay—ib 

— 4tt'  — 27*', 

«l  pouF  que  les  valean  de  ^soient  rtellss,  il  faut  et  il  sidEt 

qa'ea  attritmaiU  à  ^  des  Taleantrés^aBdesn^alives.  les 

quatre  polynàrnes  ne  préscateul  que  des  variations  de  ^ne. 

Or  le  premier  sera  oégatif ,  le  second  sera  poiiHf  ;  le  troi- 

«éme  doit  donc  être  négatif,  ceqai  exige  la  conditioa  a  <:o, 

et  le  quatrième  doit  Atre  positif ,  ce  qni  exige  la  condition 

— *oi— a7fr'>o 


Or  celle  conditloB  exigeant  que  —  ~  soit  positif,   rea- 

fermc  implicitement  la  coodition  de  a  -<  0  ;  si  donc  la  {b-c- 
miëre  coodilionest  ose  coiiséqanwe  de  lasecoode,  la  seule 
et  nniqoe  condition  de  rèalîlé  des  trois  racines  sera  exprimée 
par 

_4fli— 27fc'>0, 
oo 

OU  , 

.  "27  -^  T' 

ou,  rem|daçant  aet  b  par  leurs  valenra, 

27  -^  * 

Celle  condition  et  la  condition  a  <  0  on  -p'  I>  f ,  qui  y 
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est  implicitcmeot  reorcrinéc,  doÎTeat  £(re  identiques  avec 
celles  que  nous  avions  trouvées  primilivement ,  savoir  : 

(  — 4/>»r+/»Y+l8/;5r— 4y'  — 27r*>0, 
et  poor  qu'il  n'y  ail  aucune  contradiction  entre  les  deax  cal- 
culs ,  il  faut  que  la  ctHiditioD  />*  —  3^  >  0  soit  une  conté- 
quence  de  la  condition 

— 4yr+^V  +  i^>î/-  — 4î>— a7r'>0, 
chose  qni  nons  est  enseignée  par  le  second  calcul  et  qui ,  de 
plus,  va  noos  mettre  bot  la  voie  ponr  nons  faire  trouver  qae 
la  première  condiliou  est  une  conséquence  de  la  seconde  ; 
à  cet  ^iet,  relrancboos  vingt-sept  fois  le  second  poIrnAme 
de  quatre  fuis  le  cobo  du  premier,  nous  aurons 

4/)*— 36p*î  +  108/>V-(-81/i'y'  — 486/jçr+729r'. 
Le  second  calcul  nous  avertit  que  ce  ptdyoôme  est  on  carré 
parfait,  et  en  eSët  il  est  le  carré  du  pol]rn6me2p^ — Sp^+Hr; 
le  reste  étant  donc  ane  quantité  positive,  il  en  résulte  qae 
quatre  fois  le  cube  de /)*— 3?  est  plus  grand  que  vingt-sept  fois 
le  second  poljodme  -,  si  donc  le  second  polyndrne  est  potitif 
[ c'est- è-dire  si  la  seconde  condition  est  remplie],  quatre  fois 
le  cube  de  ;;'  —  3^  sera  aussi  positif,  et  par  conséquent 
p'  —  ^>0,  c'est-à-dire  enfin  que  la  première  conditim 
est  une  conséquence  de  la  seconde  i  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'une  seule  condition  suffit  pour  établir  la  réalité  des  trois 
racines  de  l'èqualion  x^+px'+qx-t-r=Oy  condition  qui  est 
exprimée  par   . 

—  4pV+^y+lÉlp5r_4î>  — a7/-'>  0  (P). 

qni  se  réduit  à  4(i*  +  27&'<0,  Itvsque  l'équation  se  rédoit 

Note.  Noos  rappellerons  ici  une  observation  de  Legendre , 
qu'OD  peut  ainsi  généraliser  :  Étant  donnée  iwe  équation 
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algièbiiqac  de  degré  m  ,  rortnons  les  produils  difléreob  des 
racines  deux  h  àcv\;  donnunt .  dans  chaque  produit,  au 
premier  rttcleur  l'exposant  positif  entier  p',  et  au  second 
fadeur  l'exposant  positif  eiiiii-r  q'  ;  désignons  par^  la  somme 
de  ces  produils  ainsi  (Alenus,  et  par  z  la  somme  de  ces  pro- 
duils, en  cbatigeanl/T'  en  g',  et  vice  venài  j+b  et  yz  sont 
des  fonclioDs  symétriques  des  racines  ;  on  peut  donc  les  ob- 
tenir en  fonctions  enlicres  des  coefficients  de  l'équation , 
et  par  conséquent  {y  —  zY  =(r+»)' — fj'^  peu'  *ii*»i  s'ex- 
primer en  fonctions  des  mêmes  coefficients  :  si  celte  fonclion 
est  nëgalive,  Téquaiion  a  des  racines  imaginaires,  et  si  celle 
fonction  n'est  pas  un  carré  parfait ,  l'èquatioa  ne  pent  avoir 
toutes  ses  racines  irrationnelles i  si  'ji  =  3,/>'  =  S,  j'  =  t, 
alors  fj' — z)'  est  la  fonction  (P)  de  M.  Tamier.  Il  fkal  re- 
marquer qu'une  (elle  condition  est  suffisante  pour  l'équation 
du  Iroisiènie  degré,  mais  non  pas  pour  les  équations  de  de- 
gré supérieur.  (  f^oir  1. 1 ,  p.  151  et  513.  )  Tm. 

«OTE  SUR  LES  MaXIMA  D'CN  PRODUIT. 

VAB.  M.  AUaOSTB  l>1.*»A»émBJB . 

prnfMKUr,  lictnclt  tt  scïeacu  phytiquci  el  inaUiAmiliqne). 

Décomposer  nn  nombre  a  en  parties  telles  que  le  produit 
de  puissances  positives  déterminées  de  ces  parties  soit  un 
maximum . 

Soient  j:,y,  î,  «  -.  ces  parties,  on  a  x4^+s+«+...  =  <i. 
tir, en  appelant  m,  ii,p,  g,  les  exposants  des  puissances . 
il  faut  que  x'y'z'u*...  soit  un  maximum.  Et  il  est  évi- 


dent qu'on  y  satisfera  en  rendant  — ^  ■  .   ,  '. 
mnm  ;  car  le  déoomin'alcnr  est  constanl. 
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Mais  oa  a 


X  y  z'  I 


iVî'--        ""nm'     nit      pp       qq     ' 

et  il  est  anssi  évident  qne  — j 1 \- ...  H f- -  +  ... 

+  î  +  »  +  ...+«  +  ^  +  ...  =  ^  +  ^+^=  +  ?i*  + 
^P      P  1^1  m^n^p^q^ 

...  =x-\-y-\-z-\-u-\-...  =  a.  C'est  donc  comme  si  OQ  pro- 
posait de  décomposer  a  en  m  +  n-f-p  +  y-f  ...faclears 

— .  —  ...-.-...-,-...  -.-...,  doDt  le  iH^uil  soil 

mm       n     n.       p    p       q     q 

maximum ,  et  l'on  sait  qu'il  faut ,  pour  cela ,  que  tons  Ie$ 

fsctears  soient  ésaux  j  on  a  donc  —  ='-  =  -=  -  . ..  pour 
les  équations  qui ,  conjointement  atec  x+^+  z+ u. .  =  a , 
serviront!  tronver  les  valeurs  de  x,jr,  i,  n  ...  qui  rendent 
le  produit  maximum  i  il  j  a  aulant  d'éqaalions  que  d'incon- 
nnes ,  et  l'on  a 


«  +  «  +  /»+•■ 


"       «  +  «+/.+  ... 
s  =  etc. 
On  voit  en  même  temps  que ,  par  le  mUtae  procédé ,  ou 
rendrait  jt'"* v"" s"* m"' ...  =    ,  .  .■- —  minimum. 
11  en  srrait  de  méoiH  pour 

^y'''}^  \/.'\/r-\/.'\/u- . 

car  élevant  à  la  m'n'p'q'...'*"'*  puissaAce,  oo  aura 
xtaii/i ym^j/i  tfm!w^  u4"'"'p'  ;  et  SI  cc  prodoit  est  maxi- 
mum ,  il  en  sera  de  m^e  de  l'antre.  Donc  il  suffit  de  poser 

ninpq'  ~  nm'p'q  ~  pm'n'q'        qmn'p'  ' 

par  m-  n'p'  ç:..-^  =^-=  -  =  -■  ... 
\m-J       H       p       q- 
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EnSn .  on  rendra  par  le  mémo  procédé , 

_5.    _*    _E     _» 
X  *y  ^  z  ''  u   •*...  nniniiiiinam. 

Celle  qoestion  esl  ainsi  démontrée  par  l'algèbre  élémen- 
taire, (^'ow'  t.  II,  p.  417). 


THÉORÈMES  STATIQUES 
SCR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES. 

PAR  M.  Krar, 

rtgtnl  10  ealUg*  ds  Pimlcn. 

Si  pbuieun  forées  «mt  rtprétetUie»  par  lu  eôtit  d'un  poly- 
gtme  pUm  ou  gaueke,  en  grandemreten  direetûm,  et,  de  phu,  n 
ellei  agisaent  dont  lamitneimUy  ellei  êeréduiient  à  un  coiipfe. 

Je  fais  d'abord  prouver  que  ce  théorème  est  vrai  pour  le 
Iriai^le ,  et  j'en  oondaral  «isaile  qu'il  a  lieti  pour  un  poly- 
gooe  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

Soit  le  triangle  ABC  {fig.  19]  ;  P,  Q.  R ,  les  forces  agissant 
dans  la  direction  de  ses  côtés ,  dans  le  même  sens ,  et  ayant 
poar  intensité  la  grandeur  des  côtés.  La  Torce  Q  appliquée 
au  point  C  peut  être  soppmée  appliquée  eo  B  ;  alors  elle  se 
compose  avec  la  totee  P  appliquée  eo  B,  et  ronmit  la  ré- 
soUante  BS  ,  ei  on  a  CS  =  BD  =  AB.  Los  deni  triangles 
ABC,  CBS  sont  égaax  comme  ayant  BC  commun,  l'angle 
ABC  égale  BCS,  cl  AB  ^  CS.  Donc  BS  =  AG,  et  lesai^rs 
BCA,  CBS  sont  égauxi  donc  la  force  fiS  est  égale  à  la  force 
AR  et  lui  esl  parallèle:  donp  les  trois  forces  P,  Q,  R  se  ré- 
duisent à  un  couple. 

Soit  maintenant  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
cMés  ABCDEFG{/î/f.  20}i  P,Q,R,S,T,  U,  V  les  forces 
qui  agtsscDl  dans  In  direction  de  ses  côtés,  dans  1c  même 
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seDB,et  ajani  puurinteiuitâgjea  grandeurs  .de  txacùtés.  JAe- 
oons  lesdiagomiles  AC,  AD,  &Ë,  AF,  appliquons  aux  deux 
extrémités  de  chacune  de  ces  diagonales ,  et  dans  leur  din-c- 
tiun  deux  (orrxs  égales  et  opposées,  dont  l'inleiviilé  soil  égale 
eu  gmudeuf  i  ces  diagonales,  ce  qui  ne  change  pas  l'élst 
du  système.  On  voit  alors  que  chaque  triangle  se  trouve 
sollicité  comme  dans  le  cas  précédent,  qae  partout  pour 
chaque  triangle  les  forces  se  rédnisent  à  on  couple,  et  par 
conséquent  que  toutes  les  forces  appliquées  au  polygone  se 
réduisent  aussi  à  un  couple. 

flfou.  1 .  Pour  opérer  la  cotnposîliun  des  couiries  j&t  la 
méthode  des  axes  ,  on  prend  un  point  quelconque  0  dans 
l'espace ,  et  on  abaisse  dt^  perpendiculaires ,  représeoUnl  les 
oxeM,  sur  les  plans  des  couples ,  soit  P  le  pied  d'une  de  es 
perpendiculaires.  Supposons  un  homme  (riacé  sur  le  plan  du 
couple ,  ayant  les  pieds  en  P  et  la  télé  en  O  ;  pour  repré- 
senter le  sens  du  couple,  M.  Poinsotélablil  cette  conrention  : 
si  le  couple  tourne  de  gauche  à  droite,  on  porte  la  ligne  pro- 
poriiunnelle  à  la  grandeur  du  couple,  sur  le  prolonfemeot 
de  PO,  à  partir  de  O,  en  s'éloignant  du  plan  -,  et  si  le  couple 
tourne  de  droite  à  gauche ,  on  porte  la  ligne  rcfo^sentant 
l'iotensité  du  couple,  de  0  vers?  ^  d'après  cette  convention, 
on  v(Ht  que  lorsque  deux  couples  tournent  dans  le  même 
sens ,  le  couple  résultant  tourne  aussi  dans  le  même  sens ,  et 
par  conséquent ,  si  tant  de  couples  qu'on  voudra  loorneat 
dans  le  même  sens ,  l'équilibre  est  impossible  ;  c'est  ce  qui  a 
lieu ,  dans  le  cas  actuel ,  en  prenant  un  des  angles  du  polv- 
gooe  pour  point  de  déport  des  axes  ;  on  peut  même  prendre 
pour  origine  des  axes ,  un  point  quelconque ,  situé  dans  l'in- 
térieur du  polygone,  lorsqu'il  est  plan. 

11.  Chaque  couple  eti  ici  proportionnel  au  double  de 
l'aire  d'un  triangle  cMTespondanl  -,  représentant  donc 
l'tnlcnsilé  du  couple  par  G,  on   a,    d'après    la   formtilo 
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rdative  à  la  résultanle,  (^'  =  4£A'  -)-  8xÂA'  ou  A.A'j 
A,  A',  A"  ....,  ftonl  les  aires  des  Irianj^lei  ABC,  AGD, 
ADG ,  clc  ;  ZA'  c*t  la  somme  des  carrÉs  du  aires  des  trian- 
gles, clXAA'ro8(A,A')  est  la  s(Hume  qu'on  obtient ,  en  mol- 
liplianl  cet  aires  deai  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle 
respectif  et  ajoutant  les  produits. 

III.  Celte  formule  exprime  aussi  ce  tlxiorème  de  géomé- 
trie :  Dans  tontes  les  pyramides  qui  ont  pour  base  le  même  po- 
IjgDDe,  la  somme  des  aires  des  carrés  des  faces  triangulaires 
plus  le  double  de  la  somme  des  produits  de  ces  aires  prises 
deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  respectif  des  faces  , 
cstmwqoantîlèoonstante)  et  lorsque  le  polygone  est  plau, 
celleqnanlilé  coustaolfl  est  égale  an  carré  de  l'aire  do  la  base. 

IV.  Pendant  le  mouvement  do  ayslëme,  le  centre  de 
mcjenne  distance  d«s  sommets  du  polygone  reste  immtdiile 
(foy.  p.  341 ,  1.  11).  En  génénd ,  et  d'après  le  même  prin- 
cipe, si  des  mobiles,  parlant  simultanément  des  sommets 
d'un  polygone,  parcourent  les  cdtés,  dans  le  même  sens,  arec 
une  vitesse  uniforme  et  proportionnelle  respectivement  à 
ces  cAlés ,  le  centre  de  gravité  de  ces  mobiles  resle  fixe. 
Cette  proposition  était  déjà  connue  des  anciens,  mais  pour 
le  triangle  seulement.  Voici  comment  elle  est  énoncée  dans 
Pappos  (liv.  8,  prop.  3)  -.  Soit  le  triangle  ABC  et  le  triangle 
incrit  GHK  i  G  est  entre  A  et  B ,  H  entre  B  et  C  i  S  entre 

AGBH       CK 
'  liG~C 
même  centre  de  gravité. 

V.  Si  l'on  appliqueselon  les  côlésd'uopolyédredeux  forces 
égales  et  directement  opposées,  il  y  a  équilibre  ;  représen- 
looB  ces  forces  respectivement  par  les  cAtés  en  grandeur  et,en 
direction  1  le  système  se  partage  en  deux  autres,  dont  chacuu 
a  pour  résultante  un  couple  ;  les  deux  couples  résnllanls  SMit 
é^aux  ,  ont  le  même  axe  et  lourucot  en  sens  inverse  ;  les 
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couples  composants  no  sont  anlrra  qne  I»  donMes  des  aires 
Ae»  faces  du  polyèdre  ;  si  l'on  sapprime  uoe  face ,  alors  les 
fftce*  restantes  doonerool  pour  résnltaote  qq  couple  repré- 
sente  par  le  donble  de  l'aire  de  la  face  supprimée  ;  apjAi- 
qoant  la  formole  connoe  pwir  les  couples  résutlants ,  on  a 
ce  Ibéorème  général  (t^arnot,  Géom.  de  porition ,  p.  310)  :  Le 
carréde  l'une  qDelconqaedesfaces  d'an  polyèdre  esté^alei  la 
somme  des  carrés  de  tomes  les  antres  faces,  moins  le  double  de 
la  somme  des  prodaits  de  tonlGsIesaulres  faces  multipliées  deux 
à  deux ,  et  par  le  cosinns  de  l'ang'le  qu'elles  comprennent. 

Le  théorème  (III)  est  un  ras  parlicnlier. 

VI.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  les  polygones 
(Géométrie  de  poiition  ,  p.  308)  ;  en  génà^l,  tout  tbèOTéaie 
de  statique  peut  se  transformer  en  théorème  de  ^métrie. 
En  décomposant  un  système  de  forces  dont  ou  connaît  l'état 
résultant,  en  d'autres  groupes  de  forces,  on  parvient  k  beau- 
coup de  théorèmes  consignés  dans  l'ourrage  cité.      Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLEME  71.  (T.  Il  ,  p  .327.) 

'     VAB  H.  FAinUI  (H.J, 
el«T«  en  iftcMtt. 


Soit  l'équation  x^-^3px'-\-3qx  +  r  =  0. 

Posons  A.  =  \//7'—7.  Si  les  Iroisracines  sont  réelles  ,  elles 
sont  comprises ,  la  première  entre  — p  —  ■2A.  et  — p —  A;  la 
deuxième  entre  — p — A  et  — /n-A;  la  troisième  eolrc 
— />+A  et  — ;>+2A. 

Posons  x=y — p.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  A  la  place 
de  X  dans  l'cqualion ,  la  transformée 

(1)        j''— 3A>-+2/7'— 3;>î  +  r=0,  '(') 

(')  Celle  c<]ualioD  peut  t«  niellro  soui  l«  forme  (y  -  A^i  (y  f  lA)  -  lA*  •- 
V'     îM  +  r— 0;  iniiilf*  r*siilti[i  dc'iïnnrnl  Intniliri.  Tn>. 
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manque  de  second  tenue.  Les  racines  de  cetle  équation 
étant  égales  k  celles  di'  la  proposée  augmenlées  de  /» ,  la 
question  sera  ramenée  à  prouver  que  l'équatioD  eu  ^  a  une 
racioe  cuoprise  entre  — SA  et  — A  ,  la  deuxième  entre 

—  A  et  +  A .  el  la  troisième  entre  -f-  A  et  +  2A  ,  en  sup- 
posant d'abord  que  toutes  les  racines  soient  réelles. 

Pour  démontrer  qu'il  y  a  une  racine  entre  —  2A  et  —  A  , 
il  suffit  de  faire  voir  que  si  l'on  substitue  ces  quantités  à  la 
l^aco  de  y  dans  l'équation  (1),  on  obtient  deux  résultais  de 
signes  contraires. 

Or,  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de 
l'équation  on  a 

^'— A'=0.  d'où  y=±fL. 
Si  les  racines  soûl  réelles ,  celles  de  la  dérivée  le  sont 
anssi  i  donc  A'  est  une  quantité  positive.  Le  second  terme  de 
l'équation  est  donc  négatif ,  qaaot  au  dernier  il  peut  être  po- 
sitif oQ  négatif.  Supposons-le  d'abord  positif-  D'après  le  théo- 
rème de  Rolle  ,  il  y  a  une  racine  entre  -|-  A  et  —  A  ;  or 

—  A  donne  pour  résultai  2A'-\-2p^ — Spq-\-r,  quantité 
positive  i  dODC  -j-  A  donne  an  résultat  n^atif. 

EfTectuonala  siUisliliilinnde  —  Aetde  — 2A 
pourj'^ — A ,  on  a  pour  résultat  2A?-\-if^ — S/i^-f  2- 
^=— 2A  -  —'2A'+2p^—3pq  +  i. 

Le  premier  résultat  est  positif  ;  je  dis  que  le  deuxième  est 
Bégatif.  Si  dans  l'équation  on  fait  j'  =  0,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  ainM  que  pour ^  =  oc.  Mais  comme  l'équa- 
tion a  deux  racines  positives  ,  puisque  sou  premier  membre 
offre  deux  variations ,  et  que  toutts  ses  racines  sont  réelles  ; 
un  ebt  certain  eu  vertu  du  théorème  de  Rolle  ,  que  si  l'on 
hubslilue  la  racine  positive  -^  A  de  la  dérivée  dans  l'cqua- 
liiHi ,  on  doit  obtenir  un  nv^ullal  nt^ntif.  Faisant  la  subsli- 
lulinn,  nn  trouve 

— 2A*-î-2/.'  — Vï  +  L'<0. 
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I>OQceiitrej-=— Aelj-  =  ~2A,  il  y  a  une  racine  de  l'équa- 
tion. Comme  -f  A  et  —  A  ,  ont  aussi  donné  des  résultats  de 
signes  contraires ,  il  y  a  une  racine  entre  -|-  A  et  —  A. 

Si  l'im  fait  ^  =  +  2A  ,  on  obtient  un  résultat  n^aiir  ;  par 
conséquent  entre  -|-A  cl  +2A,  il  y  a  une  racine  de  la 
transformée. 

Si  l'équation  avait  son  dernier  terme  négatif,  on  cban- 
gerait^  en  — j-,  et  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes, 
on  cd>lietidrait  une  équation  dans  laquelle  le  second  leraw 
est  négatif  et  le  dernirr  posilifi  on  pourra  donc  en  tirer  les 
mêmes  conséquences  que  précédemment. 

Si  t'équali(»i  n'a  qu'une  racine  réelle ,  la  dérivée  a  ses  ra- 
cines imaginaires.  Par  conséquent  la  racine  réelle  de  l'équa- 
tion ne  peut  être  comprise  entre  les  quantités  imaginaires 
-2A  et  +2A. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  42.  (Page  519, 1.  I.) 

VAB  H.  TIDAK  {t.), 

él«ta  m  Mlltga  tl«  Moaiptilier. 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  corde  commune  parallèle  à  cette  tangente. 

SoitAB,  la  tangente  donnée[/Sy.2l),  et Oiy  la  corde  com- 
mune i  je  prendrai  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  menée 
par  le  point  G ,  milieu  de  DD'  sur  la  tangente,  le  lieu  cherché 
devant  évidemment  être  symétrique  par  rapport  à  cette 
drt^to;  et  pour  axe  des  ^  la  tangente  commune  Afi.  Je  dé- 
signe par  a  et  b  lea  coordonnées  du  point  D  ,  et  celles  do 
point  D*  seront  a, —  b.  Par  le  point  G  je  mène  uno  droite 
quelconque  CE,  cette  droite  sera  un  diamètre  d'une  des  pa- 
raboles, dont  le  foyer  est  un  point  du  lieu  cherché;  la  lan- 
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j;piileAti  louchora  la  parabole  dont  CE  us(  le  diamètre, 
>a  point  E  ;  par  cundéquenl  si  par  le  point  E ,  je  mène  ûE , 
faisaot  avec  la  tangente  au  angle  égal  à  GEO,  le  byer  de 
la  parabole  que  noQS  conaidérona  devra  se  trouver  sur  celte 
droite.  Je  désigne  par  (2^,  y')  les  coordoonées  de  ce  foyer  F; 
si  je  prends  le  symétrique  R  de  ce  point  par  rapport  à  ta  tan- 
gente ,  j'aurai  un  poiol  de  la  directrice  de  la  parabole  que 
nous  considérons  ;  si  par  ce  point  ft ,  j'abaisse  nae  perpendi- 
culaire sur  le  diamèlre  CE ,  j'aurai  la  directrice  elle-même  ; 
exprimant  maintenant  que  le  point  D,  est  également  distant 
da  foyer  (y,  y }  et  de  la  directrice,  j'exprime  que  Dlf  est 
nnc  corde  de  la  parabole ,  j'obtiens  ainsi  deox  équations  de 
condition  entre  {3},  y) ,  les  qoantités  connues,  ella  variable 
qui  Gxe  la  position  du  diamètre  CE  ^  en  éliminant  cette  va- 
riable ,  j'aurai  l'équation  do  lien  cherché  i  il  n'y  a  plus  qo'i 
exécuter  ce  que  je  viens  d'indiquer. 

L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
G,  est 

y  =  mix—a)  (1); 

celle  de  la  droite  GE  est  par  conséquent 

1j  première  équation  de  condition  sera  donc 

y=~m{jr'+a].  (2) 

Les  coordonnées  du  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  à 
la  tangente  sont  [y, —  x') ,  l'équation  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  le  diamètre  est  donc  -        , 

jr~y=~.-(x  +  x'), 

00  bien 

'niy~y)  +  {x+j:')=0. 

U  deuxième  équation  de  condition  sera  donc 

(^-  ay+  iy~  oy  =  '        ;  1^.       '  • 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  174  - 
Il  n'j  a  plus  qu'à  éliminer  m  entre  cette  éqaatiOD  ,  et  l'é- 
quation (2)  i  pour  cela  de  la  t"  on  tire  la  valeur  de  m,  on  la 
pwle  dans  celle  qui  est  ci-deMoa ,  el  un  Iroure  que  l'équa- 
tion do  lieu  cherché  est  en  sui^rimant  lei  accenls  : 

(j'— 6)'(^+a)'+J''{-^--l)■=4flJ:Ca■^-<I)'— 
A  la  seule  inspeclion  de  cette  équation ,  on  voit  qne  si  on 
porte  l'origine  an  point  de  l'axe  des  a: ,  symétrique  do 
point  C,  par  rapport  b  la  tangente,  elle  se  simpllGera ,  il  n'y  a 
donc  qn'A  remplacer  ^,  par^ — a ,  et  il  vient  : 

Eflfecluant  les  calculs  et  simplifiant ,  on  trouve  finalement 
que  l'éqaation  do  lien  cal  -. 

iojr'  +  4ay' Jr  —  4a'x' —  4ay —  t>'x'=-  0.  (3} 

Cette  éqnation  nous  montre  (ont  de  suite  que  l'origine  est 
un  point  de  la  courbe  et  même  un  point  multiple  ,  parce 
qa'en  faisant  j:=  0  el^=0 ,  on  a  snccessivemeul  deux  va- 
leurs de  :i:  et  de^  qni  se  réduisent  à  zéro  ;  l'équation  de  la 
tangente  en  ce  point  est  = 

*a'^+Aay+  6V=0. 

Cette  équation  élant  formée  de  la  somme  de  trois  carrés  ,  il 
a'ensiUt  qu'elle  ne  représente  rira  dn  tout  -,  nous  en  con- 
cluons qne  l'origine  est  on  point  multiple  isolé. 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  delà  courbe  avec 
l'axe  des  x  sont  données  par  l'équation  : 

4ajr' —  Aa'a:' —  i'x'  =  0. 
Celte  équation  est  divisible  par  x*,  ce  qui  noos  donne  les 
deox  points  situés  h  l'origine  des  coordonnées  ;  en  divisant 
par  ce  fadeur,  il  nous  reste 

iax-  —  4a' — i'=0, 
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..  .                                      4«'+i' 
doa  0-=^ -, 

Ccmme  TérificatioD,  ou  peut  chercher  directemait  celte 
Tatear  au  moyea  do  théorème  que  j'ai  démontré  (page  443 
do  L II)  ;  car  celte  valear  est  a,  an^enté  dn  qaart  dn  para- 
mèlre  de  la  parabole  dont  l'axe  principal  terait  l'axe  des  x, 
Ifa^réa  ce  théorème  on  a , 

b' 
d'où  2p  =  —  , 


- ,  comme  nous  Vavous  trouvé  ci-dessus. 


ti  au  quart  de  cette  quantité  noiu  ajouloos  a  ,  nous  aurons 

*a 

SoppoMOB  que  le  pmnl  H ,  qui  non*  détermine  cette 
abtcisac ,  soil  compris  entre  les  deux  pmnUOetC;  couBlroi- 
MMU  le  lieu  ;  de  l'équation  (8) ,  je  t^ 

>      fft'-t-  *g')  ^'—  i"^^ 

Cette  valeur  nous  conGrme  dans  ce  que  nous  avions  dit  eu 
coounençant,  c'est-à-dire,  que  le  lieu  est  symétrique  par  . 
rapport  à  l'axe  des  x.  A  la  seule  inspection  de  cette  valeur, 
on  voit  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  à  x  des  valeurs  né- 
gatives ,  parce  que  les  valeurs  correspondantes  de^  seraient 
.  Les  valeurs  plus  petites  que  a  ptoduiaeat  le 
,  excepté  x  =0,  qui  donne  ^'  =  0,  ce  qui  nous 
fait  voir  encore  plus  clairement  que  l'origine  est  un  point 
ÎMrié.  La  courbe  cherchée  est  donc  entièrement  à  droite  de 
l'ancien  axe  des  ^. 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  y  nous  montre  que  noBs 
ne  poaTOOS  pas  donner  à  jt  ,  des  valeurs  pins  grandes  que 

=  0,  la  ligne  HI  est  donc 
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uno  limite  de  la  rourbo.  A  meiore  que  la  vatcur  de  x  sr 
rapproche  àea,  la  valeur  de/  au^eale,  et  lorsque  x=^a, 
cette  valear  devient  infinie  ;  la  tangente  comninne  est  Donc 
asymptote  de  la  com-be  ;  cherchani  en  effet  directement  les 
équations  des  asymptotes ,  on  trtMiTe  celle  droite  oommc 
seule  et  uniqne  asymptote.  Nous  connaissons  maintenant 
assez  de  choses  sur  celte  courbe  pour  pouvoir  la  tracer. 
Cette  courbe  a  deux  points  d'inflexion,  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à  l'axe  des  r.  Au  moyen  de  la  méthode 
donnée  par  M.  Midy  [page  232,  tome  11),  on  Ironvera 
facilement  la  position  de  ces  deux  points. 

Si  on  voulait  avoir  le  lieu  des  sommets  des  mêmes  para- 
boles ,  on  pourrait  se  servir  de  ce  que  nous  venons  de  faire. 
S(rit  F  un  fc^er,  on  obtiendra  facilement  la  directrice  RS, 
comme  nous  l'avons  indiqué  ci-dessus  -,  du  point  F,  abais- 
sant une  perpeodicnlaire  sur  la  directrice  et  prenant  le 
milieu  de  SF,  on  aura  le  sommet  de  la  parabole  que  nous 
Lonsidérons.  En  désignant  par  :i:  étales  coordonnées  du 
sommet ,  et  x',  y  les  coordonnées  du  foyer  et  exprimant 
toutes  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  on  arrive  aux  équa- 
tions. 

y~y=m{x~jr'),  (4) 

y^~m{x'+a),  (6) 

Ce-  -  a)'+  (y~bf  =  i— î ^  _|^.   ^      ^   .         (7) 

Si  on  élimine  m  entre  les  équations  (6)  et  (?),  nous  savons  â 
quoi  non»  arrivons  ;  il  n'y  aurait  plus  qu'A  détermina-  jd,y, 
m ,  au  moyen  des  équations  (i) ,  (5) ,  (fi) ,  mais  rélimiattion 
serait  très-compliquée. 
Note.  Ce  genre  de  problànes  se  résout  d'une  manière  di- 
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rade  et  bcile  par  nos  Tonnnles  générales.  Cooseiroiu  I& 
■éDW  noUlion  et  les  niémes  aies  des  coordonoées  ;  oo  a , 
poDT  l'équation  de  la  conique , 

Ar*+ Bjj- +  Gi'+ Dr  +  Ejr  +  F  =  0  : 
hcaiiiqiiee8ttiMparabole,doDcm  =  F— 4AC=0j  l'aie 
deir  eat  une  langenle,  donc  t=Ji'—iAF  =  0;  les  deox 
ponts  doiuiéa  fonrniisent  l'équatïMi 

A6'+ 6  (Ba  +  D)+ C<i'+ Ea  +  F  =  0  i 
celle  équation  devant  être  satisEiile  par  +^  et  — fr,  on  a 
(k)ncBa  +  D  =  0  et  A6*+Ca'+Efl+F  =  0;  faisant -=  s, 
on  tin  de  ces  dîTenes  équations 

£  — £      -~—  ?— _^_*'*     F_«'*' 

A~»'     A""      "*'     A~      a       ï' '    Â~~r' 

A*~A       A*~        a'   V~    A'A      ''Â^a'' 

A     a  A'      4A*       a  4 

SsbstitDant  ces  valeurs  dans  celles  de  a  et  de  p  [p.  i33 , 
1.  il),  et  considérant  qoe  cos7  =  0,  il  vient,  après  avoir 
divisé,  Damérateur  el  déoominateiir ,  par  A*, 

'  ~  a{4+s')  '       ^  ~  2rt  ■        ï'+  4 
EUmiiuBt  1*.  entre  <l  el  p,  on  en  tire  s  =  — '-—  ;  snbsli- 

rt  +  a 

tnant  cette  valeur  de  z  dans  a ,  il  vient 

(a  +  -ï)'[*fl«  — 6']+4fl«6'=Oi  (1) 

renB|daç«it  a  par  -r  —  a,  et  ^  par^,  on  oblienl  l'équa- 
tioo  (3)  de  M.  Vidal. 

En  géoènl,  an  moyen  de  nos  rormoles,  on  peut,  sans 
&ire  «Dcnne  cooalniction  nouvelle ,  écrire  de  saile  les  éqoa- 
r  à  une  question  d'élimination  tons  les  pro- 
II  13 
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blêmes  oâ,  connaiiMnl  qaatre  condjtions  diss  une  cODique, 
il  s'^l  de  déterminer  le  lies  géométriqve  des  tojen,  du 
centre,  des  sommets  on  de  tout  autre  point  déterminé  Aaos 
le  plan  de  U  conique. 

L'éqMtioo  («),  relative  aux  coordoonées  da  sommet, 
donne  (p.  36,  t.  II),  faisant  ni  =  o, 

4H*(f— âC*'j')  =  B'L; 
•obslitaant  poor  N,  /,  /,  —7,  -;,  t-j,  tes  Talcnrs  troafées 
ci-dessos,  on  parvient  fscilemeni  à  ces  deux  éqtiatioos  : 

z^ay  —  2a'a'  +  2(4aj: — t')  =0; 

6'»' 
H  +  zyx  =  —. 

Éliminant  x ,  on  obtient  une  égoatiem  entre  j:  et  ^,  coor- 
doonées da  sommet ,  etqai  peat  monter  au  pins  au  16*  dcfré. 
Tm. 


QUESTION  SUK  LES  ÉQUATIONS  DÉRITÉES  (') , 
9ÂJL  m.  Hn&unrz  liaovAaJt), 

Méw  «  ipAeliln  (pnmlèn  pln«). 


Quelles  sont  les  cooditions  nécessaires  pour  que  les  équa^ 
tions  qu'<m  obtient  en  égalant  h  zéro  les  dérivées  d'an  polf- 
nAme  de  la  forme 

j--f-P,jr—'  +  P^-" +P«.r— • +  P«, 

depnîs  la  (m—  n)i*<<<*  jusqu'à  la  (m —  I]* ,  aient  une  racine 


(*]  Pr«poit«  iQ  callCgc  Lanii-t«-Gnnd.  CUiiedtH.  IUehinl,«n  léTiisr  IIU. 


nign^Pdi-vGoOglc 


-  17»  — 

Qnelte  eat  la  forme  générale  des  poIjoAioes  foiictiom  de  x 
du  m**"'  degré  qui  jouisteot  de  cetle  propriété? 

Résondre  l'équRtion  qoe  l'on  obtient  en  égalant  à  léro 
l'an  de  ces  polynOmes,  m  étant  égal  à  une  paissance  de  3  cl 
nélni«caUm—i. 

I. 

POMOS 

/(x]=x--fP.a;— +  P^-' +  P»x— +  P«. 

La  dérivée  de  ce  polynôme ,  de  Vm^re  (m —  n) ,  étant  dé- 
signée  pir/(«-")(j:), 
/!-— )(x)  =  i»(m-l)„„.{n  +  l)x"  +  (m-l)(m  — 2).... 

nP^'^  +  ('»-2)(/»-3) (»-l)P^— 

+(«_«)  (,„_«_!) 2.1.P,, 

te  terme  général  de  ce  dévelc^pement  est 

(m— /.){«-/»— 1) ln—p-i-i)Ppx'-', 

rindice^  étant  pins  petit  que  n. 
Si  oo  snppOK  n=  I ,  on  aora  ainsi  la  dérivée  de  l'ordre 

/;»-')(x)=i?»(m— i).,.2.x+Cm— l)(m  — 2)...1.P. 
POBOOS  dooK  les  équations 
yr— ){a:)=0^/(«-^O(x)=O,../t— «(x)=0^— OixJ=0. 

CoiMmB  relatiTcment  à/(— ">ir} ,  lea  prenim  tmm- 
brcidea équations  qui  Bniyent/t*"-»)(x)=0  sont  les  [n~t) 
ptenérea  dérivées  de/<">-*)(a:^.  Si  dimc  on  sappose  qa'tl 
existe  nne  racine  commune  aax  a  équations  précédentest ,  il 
résolte  de  la  théorie  des  racines  égales  qu'elle  sera  multiple 
dant/(*-*){x] ,  et  que  son  degré  de  multiplicité  sera  égal  â 
1  i  d'aOlenrs  cetteradne  sera  facile  h  obtenir,  car/C»-")x=0 
étant  du  premier  degré ,  ou  en  lire  immédiatement 
P. 
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à  la  paisunce  n,  sera  donc  égal  6  (  x-f-— )  ,  à  qd  bdeur 

namériqae  près,  tJaclear  Dumérique  qui  n'est  aDln  que  le 
coeffideot  de  x"  àaa6j'i'*-*Xx).  DîtîbbdI  cette  fonclioB  psr 

mcn— l)...(n+l),ODaQra 


+'''=m=^(^)'^-+ 

Les  coeffidGDts  des  mêmes  paisMQcea  de  x  dans  les  deu 
nombres  deraot  élre  égaux ,  on  a  les  idéalités 


«(m 
„(«_|)(„-3)   ^  _^  „[„_!)  (,_i|)  ^p,y 
1.3.3 


U  première  moalre  qae  P,  reste  indélenninéi  mail  def 
■aiTantea  on  tin  P.,  P|,i.-..P>  en  fooclfons  de  P,  : 

'•^      1.3       V"/'  ■  I.S.8  V».r 

Telles  sont  lea  (n — i)  condllions  demandées. 


II. 
Le  polyotee  pit>posé  est  de  la  forme 


,     P.  ^, ,  "(™-i)/P,Y  «  , 


-  181  - 

)w(i»  — l)(w— S)/p. 


■■■■^"'"T^:-:!"7""(S)>-+ 

«'«l-i-dtre  qoe  les  (r-|-  1)  premiers  termes  sont  égaax  aux 
("  +  !}  premiers  tenues  da  développement  de  la  poiiunce 

m  de(  j;  +  — y 

III. 

Si  on  suppose  n=m—i ,  d'où  m  — n  =  l,  te  poljutaie 
(gale  k  zéro  doTient 


jr"  +  m.  — ;r' 


!i,-j.=!! 


lit  dispwattrt 

binôme. 

oe  les  radnes 


équation  telle  qae  si  oo  hk  dispwattre  le  second  terme ,  elle 
M  réduit  k  une  éqoation  binôme. 
La  formule  qni  en  donne  les  radnea  est 

p.  .w,..>       p. 

le  radical  devant  recevoir,  toutes  les  délerminatioiu  dont  il 
est  sQsceptible. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  une  puissance  de  2 ,  Té- 
quatUm  se  résout  par  une  suite  d'exlraclions  de  ndnei' 
carrées. 
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SUR  LES  ^VELOPPES  D'UNE  DROITE  , 

interiU  datu  «n  anj/le  reetiiigne  et   coniéquvneet  poar  Us 
ctmrbet  m  général. 


I.  Prenant  la  cOtés  d'an  angle  rectiligne  pour  aies  cow- 
donnés ,  ècrîTons  le*  qaatre  équations  : 

ay-irbx  =  ab,(\);    .p(<i,  è)  =0(2)  ;     ^  +  xi.' =  ^  +  0^(3); 
D^  +  6'D»T  =  0  (4). 

La  pr^Diére  éqoatioo  est  cdle  d'one  droite  mobile  -,  la  se- 
eonde  éqnatioa  est  une  relatk»  donnée  entre  les  s^moilj 
formés  sur  les  axes  par  la  droite  mobile^  la  troisième  équa- 
tion est  la  dérivée  de(l),  en  r^iardanl  x,y  comme cod- 
stantes,  a  comme  variable  indépendante ,  et  fr'  est  la  fonction 
|Hrîme  de  b ,  considérée  comme  fonclioa  de  a  i  l'éqoation  (4) 
est  d^Tée  de  l'éqnation  [S]  -,  Dgf  désigne  la  dérivée  de  ^{a.  à] 
prise  par  rapport  à  a;  Dtf  la  dérivée  de  f[a,  b) ,  prte  par 
rapport  àb.  —  Cela  posé ,  éliminant  a,  b,  b'  entre  ces  qoatre 
éqnations  ,  on  obtient  nne  rdation  entre  x  ety^  qui  est 
l'éqnation  de  l'raiveloppe  de  la  droite  mobile.  (f^o&,  pour  la 
théorie,]»  Note  de  M.  Collant ,  t.  I,  pag.  SSt.) 

II.  Si  7  est  une  fonction  algébriqoe  eotière  du  degré  m , 
elle  peut  se  mettre  sons  la  fco-me  Pn  +  Pa-i  +  Pn-i  +  ...- 
+  P,  +  P.  =  0 ,  où  Pm  désigne  one  fonction  homogène  du 
êegn  m ,  P«^ ,  nne  fonction  homogène  du  degré  m  —  1 ,  et 
ainsi  de  suite  ;  éliminant  b'  entre  les  éqnations  (3)  et  (4),  il 
vient  j'Dif+0Daf=  ^D^  -^  bDtf  (5)  j  l'équalioD  (5)  est 
du  degré  m,  l'équation  (3)  du  d^ré  m,  ei  l'équation  (1}  du 
second  dfgré,  relativement  à  a  et  à  Ij;  ot  j-,  ^  sont  ds 
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premier  àeg^  dans  ees  éqoalioBs  ;  donc  l'éqiutioii  Goale  en 
Jt,jr  ne  peut  d^aser  le  dt^ré  2m*. 

III.  Soit  f{a,6)  =  a/i+6î— r=  0  {2)ip,q,  r  sont  des 
cooitantn  données  ;  OD  a  Dsi|i=:/>i  Dtr^^^fj  unuréi|na- 
tàaa[S)àimtatç3r  +  ap  =  p3r  +  bqi  élnrinant  a,  b  entre 
celte  éqmtîoB  et  ha  deux  é<|iwlioas  (Det  (3),  il  rient 

(gFj-+fj)'  — Sçrr  — S|/jrj:+r"  =  0; 

équalMNi  d'noe  parabole  qui  (oucfae  l'axe  des  x,  au  point  on 

X  =  —;  et  l'axe  deajr,  au  point  où/ =  -(*). 
P  î 

IV.  Éliminant  b  entre  les  équation  (1)  et  (2)  et  entre  (2) 
et  (5) ,  on  obtient 

flj^  + j(r— <^)  =  fl(p — ap];  q}'—px  =  r  —  iap; 

d'oô  Ton  lire  jf  =  — ^  ;  y=  — ^  ;  coordonnées  du  point  de 

amlact  sor  la  droite  mobile.  Soit  M  ce  point  de  GonUct  i  A  et  B 
leapoinls  où  la  droite  mobile  coupe  Les  axes  des  .X  et  des.r  i 

etOrorigineronanraUP=^;  PM=  — ^;  P  est  le 

pied  de  l'ordonDée  du  point  M  ; 

dou     AP-a         ^    -^     .   .Op-JAH-^p' 
de  là  rétalle  cette  eonslnielton  :  Snr  AB,  cODSlmnci  le 
tringle  ABC,  tel  qu'on  ait  AC=  bq  ;  BG  =  a/>,  le  pmal 
<m  la  biaaMtrke  de  l'angle  C  rencontre  le  côté  AB  est  le  point 
de  cOBtad  M  de  la  droite  mobile  arec  son  eovdoppe. 

Sip  =  9  =  1,  laGgareOACB  est  un  parallélograiMBe  ;  le 
pwhièaae  rerient  è  partager  AB  an  denx  segments  iaver- 
seroent  prf^wrtionnels  à  OA  et  OB. 

Obmr^aHtm.  L'éqnatioa  (S)  r«ifemMi  lo  probMeie  tr»lé  au 

";  AptlIORlul,  lit,  III ,  prop.  XU. 
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tmoe  1,  pag.  U9  ;  car  o'A^  étant  le  segment  mr  l'axe  par 

.   .    -^- 

pwt  cooslant. 

V-  Problime,  Sur  ane  courbe  continue,  un  prend  des  aies 
de  longueur  équivaleute;  trooTer  sur  chaque  corde  de  l'on 
qaelconque  de  ces  arcs ,  le  point  ou  cette  corde  toacbe  soii 
enveloppe. 

Solution.  Le  point  cherché  est  celui  qai  dlTise  celte  corde 
eo  deux  Hgoienli  réciproquement  proportionnels  aox  lon- 
gueurs des  (aogenles  qai  passent  par  tes  deux  extrémités  de 
la  corde,  iks  longueurs  sont  complées  depuis  les  pointa  de 
contact  jusqu'au  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  -,  car, 
dans  deox  poùtionB  voisines ,  la  droite  mobile  peut  être  con- 
sidérée comme  lerninét: ,  gojt  h  la  courbe ,  soit  aux  tan- 
gentes ;  et  alors  on  rentre  dans  le  [««blême  précédent. 

TI.  Problènu.  Etant  données,  dans  le  même  plan,  deux 
courbes  coatiuues  M  et  N  ;  mener  une  tangente  k  la  courbeNi  - 
de  Diani^  qu'elle  intercepte  un  arc  minimum  ou  maximoii 
sur  la  courbe  M. 

SobiHon.  On  mène,  s'il  est  possible,  à  la  courbe  N  une 
tangente  qui  devienne  corde  dans  la  courbe  M,  et  telle  que  le 
point  de  contact  divise  la  corde  en  deux  segments  invememeot 
l^oporiionnels  aux  longueurs  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  à  la  courbe  M  ;  ces  longueurs  sont 
comptées  à  partir  des  extrémités  de  la  cn^e  jusqu'au  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes.  En  eflet ,  dans  une  pcaitiao 
infiniment  vtriaine,  la  corde  intwcepte  encore  nu  arc  de 
même  longueur  (voir  Prob.  précédent)  -,  donc  la  dUKrenlidlo 
de  l'arc  est  nulle,  donc ,  etc. 

Si  la  courbe  M  est  fermée,  il  y  a  deux  arcs  sous-lendos  par 
la  corde  ;  et  nécessairement  l'un  est  on  minimum,  et  l'autre, 
un  maximum  ;  si  la  courbe  est  ouverte ,  alws  la  partie 
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oQTerle  est  loajoan  dd  tniximitm,  et  par  conséquent  la 
partie  famée,  ns  minîmani  ('). 

Corollaire  l.  Ud  angle  étant  droonscrit  k  nne  courbe,  li 
oa  partage  la  corde  de  contact  en  denx  Begroents  additifi , 
rnrersenient  proportioonets  atn  cdtés  de  l'angle  i  de  toutes 
les  cordes  qai  passent  par  le  point  de  dtrision ,  c'est  la  corde 
de  contact  qui  intercepte  an  arc  miotmnni. 

Coroll.  il.  M.  Bonnet  a  dènHmtré  (pag.  68]  que,  si  la 
coorbe  M  est  an*  parabole  ,  et  la  coarbe  N  sa  dételoppéc; 
le  point  de  contact  tnr  H ,  le  même  que  le  centre  de  cooi^ 
bore,  divise  la  normale  en  drax  segments,  dontt'nn,  le 
rayon  de  courbure ,  est  représenté  par  a ,  et  l'antre  seg- 
ment par  1  ;  Aoac  les  tangentes  menées  par  les  extrémités 
de  la  corde ,  SMtt  dans  le  même  rappwt. 

Coroli.  III.  Dans  les  coniques ,  la  corde  qui  passe  par  un 
point  donna  et  intercepte  un  arc  minimum  ,  n'est  jamais  la 
corde  conjuguée  an  diamètre  qui  passe  par  ce  point  j  à  mcHO» 
que  le  point  ne  se  (roave  sur  un  axe  principal- 
Vil.  Soit       ^[a,b)  —  nab->rpb-\-qa  —  r=ù{'i)i 
ajr+bx  ^  ab  (1);  D^  =  na+p 
D^  =inb  +qi 
réqaatîoo  (5)  derioit  o(»v'  +  î)  —  *{'>^  +p)'=qx  —  py  i 
éliminant  ab ,  entre  {1}  et  (2) ,  on  obtient 

a{nx  +  q)  +  binx  +p)  —  r  ; 
de  ces  denx  équations  l'on  tire 

^^  r^-qx—py     ^^r+py  —  gx 
SCW  +  Î)     '  i(nx+p) 

Sabstitoant  ces  valeurs,  dans  l'équation  (f),  on  obtient,  tonte 
rédoetion  faite, 

Iqx  —-pyT  —  inrxyr  —  2p/y  _  2rqx  +  r'  =  0. 
Cette  éiflutim  est  celle  d'une  hyperbole,  toncbaot  l'axe  des 

;  et  l'axe  des  -r  au  point  x=  —. 

1 

mt  DDE  tuganla  cammane  ,  ella  léMnl  le  prataléint' 
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VIII.  Od  a  ^<t»  + />)  —  *(6it+ ç)  =  ip  —  <iç 
any  +  bnx  ^=r-'aq  —  bp\ 

d  ou  1  on  déduit  x  =  -  — ^  ;  y  =  -^ p-  ;  coordon- 

rA-abn-  r  +  abn 

néw  do  point  de  corilaei  sar  la  droite  nohUe. 

lX.Sip=q  =  0,  l'équatioa  de  la  courbe  devient  xj-=  ~; 

a     b 
et  los  coordonnées  du  point  de  contact  sont  -  >  -  ;  donc  il 

est  «lors  an  milien  de  la  droite  interceptée^  propritlé  Irèt- 
conmie  de  rhyperbole  entre  ses  asymptotes ,  et  afr  est  pro- 
portionne) k  Faire  dn  triangle  formé  par  la  droite  nH>t>ile  et 
les  droites  fixes  (*)• 

X.  Problème.  Sur  une  courbe  continne  on  prend  des  seg- 
ments d'aires  équivalentes  ;  trouver  sur  chaqoe  corde  le 
point  de  contact ,  arec  l'enveloppe  de  cette  corde. 

Solution.  Le  point  de  contact  est  au  milieu  de  la  corde. 
Même  raisonaenicnt  que  pour  le  problème  T. 

XI.  Problème.  Etant  données  deux  courbes,  désignées  par 
H  et  N ,  mener  une  tangente  h  la  courbe  N ,  telle  qu'elle 
intercepte,  dans  la  courbe  M,  un  segment  d'une  aire  mi- 
nima  ou  maxima. 

Solution.  On  mène  la  tangente  de  manière  que  le  point 
de  contact  soit  au  milieu  de  la  corde  qu'elle  Tonne  dans  la 
courbe  M. 

Corollaire.  1.  Ainsi  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par 
un  point  fixe ,  cdle  qui  a  son  milieu  en  ce  point ,  rctranclie 
le  segment  de  moindre  aire. 

Corollaire  II.  Les  théorèmes  énoncés  pag.  65  et  66,  aiqiar- 
tiennent  à  toutes  les  lignes  |rfanes  contïnn»,  il  suffit  de 
prendre  pour  N  la  développée  de  M. 

XII.  f{a,b)  =a'  +  b'  +  mab—r=0.  (Four  p.3«5, 
du  tome  1.) 

(-)  Apollonlui.lib.lll.rrop.  XLIll. 
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Xlil.  Probtémt.  Use  cwde  de  loogneor  constaBle  élaat 
imcrîte  dans  me  conrbc,  tronTur  le  point  où  la  cwde  loocbe 
l'eaTeloppe. 

SoliUûm.  Ayaot  mené  par  Vextrémilé  de  la  conte  deux 
Donnalefl  à  la  amrbe ,  la  projoctioa  du  point  d'intersecliOD 
des  deux  iKwmales  sur  la  oorde,  est  le  poiat  de  contact  cher- 
ché, (foér  t.  Il,  p.  289.) 

Ohttrvaiion.  Dans  ane  ellipse,  l'enveloppe  est  one  ligne 
da  (piatrième  degré.  (AnnaUt  de  Gergotmt.)  . 

KIV.  Problème.  Étant  données  deux  coarbes  M  et  N  dans 
QQntéme  fdan  ;  mener  noe  tangente  à  la  courbe  N,  de  manière 
qae  la  corde  interceptée  dans  la  courbe  M  soii  un  maximum 


SolnHon.  Jl  faut  que  la  normale  à  la  conrbe  N,  menée 
par  le  point  de  cootacl  et  les  deux  normales  à  la  courbe  M 
panant  par  les  extrémités  de  la  corde  ,  se  rencontrent  en 
ao  même  point. 

Coroll.  1 .  De  toutes  les  cordes  qui  passent  par  un  point 
doDoë,  la  corde  maxitna  ou  minima  est  celle  où  la  perpeo- 
dicnlaire  à  la  corde  pavant  par  ce  point ,  et  les  deux  nor- 
naki  mroées  par  les  exlr^tlés  de  la  corde ,  convergent 
Tcrs  le  même  point. 

CoroU.  II.  Si  la  corde  est  elle-même  normale  en  onede 
tes  extrémités ,  il  Tant  aussi  qu'elle  soit  normale  par  l'autre 
extrémité  ;  alora  elle  est  une  corde  maxima  ou  minima. 

Si  le  poiot  donné  est  sur  la  c«urbc ,  il  faudra  de  ce  point 
mener  une  DCamale ,  à  une  autre  partie  de  la  courbe. 

Oinervation.  Il  est  inutile  d'avertir  que  chaque  question 
peut  admettre  plusieurs  solutions,  et  qnll  y  a  lien  à  des 
naxima  mos^morum ,  etc. 

Toutes  ces  questions  ont  été  résolues  à  l'aide  du  calcul 
diflerentiel ,  par  M.  Magnus.  (^.  Gergonne,  t.  XVI ,  p.  80.) 

€cs  diverses  solutions  ne  se  rapportent  qu'aux  points  où 
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la  coorite  a  wd  coon  ordiniire,  et  BOnt  sosoeptiUea  de  mo- 
dificatKHU  dau  1»  pointa  dits  $iÊtguUtn. 

XV.  Tontes  les  tais  qa'oo  a 

f(a,b]  =  Maé"  +  H^ba'  —  tt"  +  inab  —  fa'  —  m  =  0 , 
l'enveloppe  de  la  droite  ax  +  by  =ab  est  une  coniqne 
(t>oirloin.Il,p.  110,  corol.  2)i  il  suiGt  de  remplacer <^ et c 

par— —  et— -^î  —,—,—.—,—.  «mt  anq  rappwt» 

àijaaés;  les  identités  (lom.  I,  p.  iSO]  fmt  oODiullre  les  dnq 

,    B     C 
«pporls-,-,  ^.^,^, 

dn  signe  de  l'expression  soivante  -. 


THÉORÈMES 

DE  DBSCARTB5,   DE    ROUE,   DE   BUDAN   ET   FOURIEB, 

DE  UH.  STDItM  ET  CAUCHY, 

diduUt  d'un  ml  principe. 


M.  l'abbé  M<^goo,  savant  disdple,  lumiaeax  interprèle 
de  M.  Caachjr ,  dans  on  mémoire  insâ^  an  loomal  de  Lioa- 
ville  (*},  établil,  d'après  l'illustre  géomètre  (*"),  un  tbèo- 
rôme  fondamental  d'où  décoolent  tons  cenx  qoe  nooÀ  venoos 
de  dénranmer.  Noos  allons  essayer  d'appropria  cet  excellent 
travail  i  notre  recueil. 

1.  Définition  I.  La  racine  d'un  ptriynOme  entier  est  une 


C)  Tooig  V.  page  tï,  uIO. 

("]  Jauml  d«  l'ËcsIe  poljicchuiquf ,  e«bier  XXV,  p»t*  'it.  '» 
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expreisimi  ou  on  nombre  qoj ,  snbsUlBés  iêoa  le  polyata», 
i  k  place  de  la  variable ,  le  rendent  égal  à  zéro. 

DéfimiiiM  II.  Deux  termea  ou  deax  résultats  cooiécn- 

tib  de  même  signe  forment  one  penDanëace  ;  +  + , ; 

deax  termea  oa  deux  résnitata  de  signes  diffirents  fomient 
one  Tiriation  aieendanU ,  Iwsqa'on  passe  do  négatif  an  po- 
sitif, —  +  ;  et  ane  rariation  descendante ,  en  allant  dn  positif 
an  négatif,  -j — .  Cette  diattoction  entre  les  deax  espèces  de 
TariatkMU  est  de  la  pins  hante  Importance  et  s^t  de  base  à 
Ions  les  raisonnements  qoi  Tonl  snivre. 

s.  LbhmbI.  Dans  one  série  qaelconqne  de  résultats,  si  on 
représente  par  A  le  nombre  de  variatians  ascendantes,  par 
D  le  nombre  de  variations  descendantes,  on  a 
1*  krsqae  les  termes  extr^  fonnent  nnepermaD.  A— U=sO. 
S*  id.  Tariat.  asceod.  A— D=+l . 

3*  id.  var.    descend.  A— D=—l. 

DimcnitraiioH.  N'ayant  égard  qa'aax  signes  des  résnltats 
extrêmes,  oo  ne  peot  btcht  qœ  l'un  de  ces  qoatre  cas  : 
+ + 

- + 

+ - 

Ea  qodqae  nombre  et  (Hdre  qn'oD  insère  des  rignes  entre  les 
extrêmes,  on  parvient  évidemment  k  la  conclasioo  énoncée 
dans  le  lemme. 

OburvetioH,  Noos  représenterons  dans  ce  qni  soit  la  dif- 
tèrence  A  —  D  par  la  lettre  ■  ;  de  swte  que  ■  ne  penl  avoir 
qu'une  de  eea  trois  valeurs ,  o ,  et  ±  1 . 

LniMB  II.  Lorsque  la  substitation  des  valeurs  réelles  a  et 
b  dans  on  pirijnCKne  donnent  des  résnilats ,  formant  une  va- 
liatioo ,  il  y  a  au  noins  une  racine  du  pcriyndme  comprise 
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entre  aetb.La  démoaslntioa  etl  dins  toas lu  traités él6- 
menlaires. 

LnuiE  111.  Si  dflDB  l'inturaUe  de  a  à  A,  le  polynOiie 
f,ix)  change  m  fm  de  sigae,  et  le  po^nAne  fix) ,  n  Soiij 

M" 

passera  ou  meiiu  m  Tois  par  zéro  et  »  toi»  par  l'infiai  (*)■ 

Ce  lemme  est  nue  conséquence  inunédnte  dn  I rouir  pré- 
cédent 

Obtervation.  La  Tonclion  peut  passer  par  zéro  et  par  l'a- 
fiai ,  sans  dianger  de  sif^ne ,  lorsqu'il  existe  des  racinea  mul- 
tiples en  nombre  pair. 
3.    PsOBLïMi  1.   Étant  donnée  la  lonction  fractionnaire 

Solution.  On  suppose  fr>  a  ;  et  l'on  fait  croître  jt  par 
degrés  arbitraires  depuis  a  jusqu'à  b.  C'est  nue  obserration 
que  non  ner^téterona  pi»  et  qa'il  hat  tonjoam  toaa-cD- 
tendre  lorsqu'on  dit  qo^iM  fonction  Tarie  entre  4em  Hmiles 

données. 

Si  eette  comparaison  donne  nne  permanence,  alon  ■  ^0, 
Id.  Tariat.  asoend.       *=+*> 

Id.  variât,  descend.     <= — t. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  lemme  I.  Chei  M.  Caud^Tt 

>  est  Vmdiee  de  la  fonction  fractionnaire. 


4.  Umh  IT. 

1——  ;  1  a  la  même  valeur  pour  les  deux  fonctions  : 

corné- 

(■)  On  «aplMM  qgc 
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S.  ReprésentcnB  pu  A„  le  Bombn  de  raritticos  Mcea- 


b,m  p— Dtpar  l'faflai,  etptr  A.  le  noDibre  de  ces  Taria- 
tJOMf  copaMaBtpar  léro,  de  aotIc  qu'on  a  A  =  A{.]+A(t) 
etde  iDênieD  =  D(.)-rD<D);  donc  A— D=  (A.  —  D.]  + 

+  (A.— Dj  =  .j  faisant  A(.)-D(^)  =  £(.)(•);  A|o)  — 
~D(,)  =  E(.),  il  Tient  E.+  E(o)  =  «. 

On  aon  de  même  pour  la  fonction  réciprooDe  ~^, 
E'{.]+ïr(.)i=t;  il  eit  Mdant  <pi'OD  a  F(.)s:^.)  et 

Donc  £(_]  +  £'(•)  =  ■;  £(«)  +  £'(«)  =«,  équations  fonda- 
Bientalea.  Noos  Terrons  qne  l'on  n'a  besoin  que  de  la  pre- 
mière, et  DOOB  nipprimeroi»  Iladice  <x ,  mais  qnll  (sadra  toa- 
jonn  KH»«nlaidre  ;  ainsi  la  première  éqnalioD  peut  s'écrire 

E  +  F  =  ..  (1) 

la  qaulilé  E  est  désignée  sons  le  ntun  à'exeês  ;  et  nous 
■nidlerMis  f  Ytseeéi  total.  L'éqoation  (1)  peut  s'énoncer 
aiui  :  h'exeèÈ  total  d'one  fonction  fracUonnaire  est  égal  k 
Vtxeé$  de  cette  fonctioD ,  |4bs  Vtaxèt  de  b  fooctioa  rfid- 
proqne  et  soos-entendo  relallvemenl  au  limites  <i  et  b, 

G.  De  l'éqaitioa  (1)  on  tire  E  =  —  £'+•  i  ^  «  rapporte  k 

~  et  E'  à  —  ;  mais  si  l'on  désigne  par  E"  l'excès  relatirà 

-  — ,  on  a  ftridemment  £"=  — F  et  E^E"  +  ii  on 

?,■*■ 
bi«n  E  =  F  +  i;  (2) 

fi*  correspond  maintenant  à  —  ^—. 


pi  in  déflominatear  f(x)  étant  iuTérienr  an  degré  du  D 

'  E>  m  l'iadîe*  iultgral  de  M.  Crncbi- 
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ralenr,  on  eSbctae ,  aotaot  que  poMible ,  la  diriaoïi  i  l'eatctit 
relatif  an  reste  dirisé  par  le  dénomiDaleur  est  égal  à  Vtgetà 
de  la  fonction  rrsctioanaire. 
Démotulratim.  Soit  Q  le  qootioit  et  R  le  rc«(e  ;  on  a 

?(x) 

toojoan  infiniefl  ensemble  j  et  pour  des  râleurs  voisines  de 
celles  qai  les  rendent  infinies ,  ces  deux  fracti(His  étant  lrè>> 
considérables  sont  sapérienres  i  la  Taleor  finie  da  quotient 
entier  Q,  et  par  omséqaent  soatde  même  signe  et  prodnbent 
par  conséquent  des  raiiatioiis  de  même  espèce. 
8.  pBOBLftm  II .  TroDver  la  valeur  de  E  pour  la  fonction 

Solution.  Supposons  le  noméraleur  d'un  degré  infériair , 
et  bisons  sur  ces  deux  fonctions  les  opérations  du  ping  grand 
commun  diviseur.  Appelons  Q,  Q,  ■  Q.)  ■••■  Q»  •■•■  Q«-i  les 

quotients  ;  f.(j:] ,  f^x] ....  7. (:c)  ....7. (x)  les  restes  successifs 
pris  en  signe  contraire  1  ip,  (.r)  est  le  dernier  diviseur  qai 
donne  le  quotient  Q(ii-i)  sans  reste.  On  a  donc  les  identités 

Disposant  ces  fractiwu  avec  les  excès  j  rdatifs , 

^'■  — ,  En,  la;   BOUS  aVODS  doUG  (6) 


<P«W 


E-E,+  . 

E,=  E.  +  ., 


Ea— 1  =  En— I  +  in_s  , 
Ea-,=  — E«  +  ._,. 
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Or,  on  sait ,  pir  la  théorie  ia  plus  grand  comniun  divi- 
seir,  qoe  la  dernière  fraction  est  ou  on  Dooibre  od  oq  poly- 
90IIW  enlier  ;  dans  aocan  de  ces  cas,  cette  fraclion  ne  peut 
paaer  par  l'iofini.  Donc  £«  =  0  ;  ajouUnt  donc  tontes  ces 
iquUons ,  il  v'v^t 

E  =  .  +  ., -h ..+  ... ..-i; 
nab  par  le  problème  (1)  oo  sait  troaver  les  valeors  de 

•  ,!,,  •, :  <Mi  connaît  donc  la  vslear  de  £. 

Poor  bdUler  ce  caliSil ,  examinons  comment  on  parvicnl 
àh  Tal»irde(M.  Il  Esnt,  i  cet  eSét,  comparer  les  signes 

de»  fractions  ^^'  ,   ,  ■   ■■'■     j  écrÏTons  donc  mr  deux  lignes 
leiaBîtes 

?(a),  fM,  î»,  —  <F^(a),  -■■  f— 1(«),  ï^");  (I) 
^b),  ç,(i),  <f.{b),  ....  fp{b),  ....  <p^,(6),  ^(b).  (2) 
QaaDd  à  nne  permanence,  ou  à  une  varialion  dans  la  suite 
(1)  correspond  req>ectiveo)ent  une  p^manence  on  une  va- 
riitna  dins  la  soile  (ï) ,  le  •  correspondaDt  est  nol  ;  mais 
quandànne  permanence  de  la  suite  (1)  répond  une  varia- 
tion dans  la  soile  (2) ,  le  ■  correspondant  est  +  I  ;  et  dans  le 
caii(mrBe,la  valeur  dci  est — t.  SoilVle  nombre  des  varia- 
lioia  et  P  le  nombre  des  permanences  de  la  suite  [1  )  ;  supposons 
qn'àf  variations  de  cette  suite  répondent  autant  de  variations 
de  U  soile  (3) ,  cl  aux  v'  restant  répondent  des  permanences  -, 
dtiorteqDe'V=i'+^.  Partageons  de  même  P  en  denx  parla  : 
p  pennaneoccs  autquelles  répondent  anlaol  de  permanences 
dus  la  faite  {i),  etp'  permanences  auxquelles  correspondent 
dts  variattons  i  ainsi  E  =  c'—/)'.  Suit  Vie  nombre  total  des 
nriiliooB  de  la  suite  inférieure,  on  a  donc  y  =  i'-\-p'i 
donc  \  —  \'  =  t^  —p'  =  E.  Ainsi  E  est  égal  au  nwnbre  to- 
Iddavarialioiude  U  suite  (1),  moins  le  nombre  total  des 
wiiUoud«  la  suite  (2j. 

An.  H  HATrta.  Ml.  1^ 
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Obiervation.  i'  Dans  l'opération  dn  plos^aad  commun 
dÎTÉKnr,  on  peot  éviter  les  quotients  nnmériqaeg  frectton- 
naires  en  multifdiaDt  les  dividendes  par  des  nombres  conve- 
nables. 

9°  Dès  qu'on  sera  arrlTé  à  on  reste  fp{x) ,  qui  ne  peot  de- 
venir nal  pour  aucune  valeur  comprise  entre  a  et  ^ ,  on  peut 

peut  devenir  tnâoiei  donc  Ey  =  O..AetE=«+i, +  ..'.i^i. 
3°  Si  une  des  ronctioDi  <Fy(a) ,  par  esem^e ,  est  nulle ,  comme 

on  a  çp-ild)  =  Q(«-i)  "Fp(o)  —  •Pdrt-ot'")  »  **»  "!«"»  fractions 
voisines  fp~i[a)  et  <pfm(<i]  sont  donc  de  signes  contrairei, 
et  donnent  une  variation,  k  moins  que  l'une  d'ellca  ne  loil 
aussi  tiulle  i  excluons  d'abord  ce  cas-là.  Donc,  un  iostaDl 
avanl  que  fip)  s'éTanonisse ,  fp-i{a)  et  <p(jrfi)(<i)  conter- 
Tant  leurs  signes,  formaient  aussi  une  Tarialion,  et  quel  que 
fût  alors  le  signe  fp{a) ,  il  n'y  avait  toujours  qu'une  viria- 
Uon  :  car,  quelque  signe  qu'on  introduise  entre  nne  Tiria- 
tion ,  il  n'y  a  jamais  qu'une  Tariatioo  j  donc  l'évanouissement 
d'une  fonction  n'inflae  pas  sur  le  nomtnre  des  variations.  Te- 
nons au  cas  on  deux  fouctioas  consécutives  s'évanooiaseat  ; 
alors  d'aiH^  les  relations  d'identité  entre  les  fimctions. 
tontes  s'évanouissent ,  et  aussi  la  première  ^(a).  Si  l'on  ad- 
met donc  que  fia)  n'est  pas  nul,  jamais  deux  fractions  con- 
sécutives ne  s'fVvanoniront  ji  la  fois. 

(ta  suite  prochainement.) 

QUESTION. 

83.  Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe  et  touchant 
constamment  upe  conique  Gxc  de  même  foyer,  le  sommet 
de  la  parabole  variable  décrit  une  conchoïdc  ayant  pour  di- 
rectrice nue  firconfércnce  sur  laquelle  se  Ironve  le  pôle. 
(Limaçon  de  Pascal)  (Chaslas.) 
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PHYSIQUE— QUESTIONS  D'EXAMEN. 

(École  normilej. 

Loii  du  refroidiitement.  —  Loi  de  IVateton.  —  £ot  de  Dulong 
et  Petit  {dans  le  vide). 

VAA  M.  BAOBqCt.  (AV.), 
proffswur  de  phyiiquc. 


1.  Tousleioorpi  rayonaenl  delà  chaleur.  Siun  cMpsse 
uoaTe  placé  dus  noeeBCfliDte,  il  ^rveiTa  de  la  chaleur  aux 
txnf»  envirODDADts ,  en  méuie  taupsqa'il  en  recevra  d'eux; 
et  anÎTADt  que  la  tai^tératnre  Kra  ^ale ,  supérieure  ou  in- 
férienre  à  celle  de  l'cnceiate  ,  «lie  restera  constanle ,  s'a-* 
bntmam  oo  t'élâvo'a  d'au  certain  nombre  de  d«^rés. 

S.  Si  l'on  suppose  la  lempéralare  du  corps  supérieure  à 
celle  de  l'eaœiDle  ,  son  refroidiBsement  pourra  être  siiffi- 
sammeot  rqiréaenté  par  la  loi  de  Newton,  si  l'excès  ne  dé- 
passe pas  20  degrés.  Daas  le  cas  coulraire,  un  est  obligé 
d'emi^yer  la  loi  découverte  par  Dulong  et  Petit. 

Lonqu'cm  ae  sert  de  U  loi  de  Newton ,  en  appelant  A 
l'esoèa  de  température  au  commencement  de  l'observation,  fi 
«e  même  excès  an  bout  d'un  temps  «  :  on  afi  =  Am';  m  re- 
présente an  certain  coefficient  qu'il  faut  déterminer,  par 
expérience ,  pour  chaque  corjts  qui  se  rrfroidil. 

La  déleraunalion  de  ce  coefficient ,  et  le  calcul  du  rcfroi- 
dii'im'nl ,  dès  qu'il  est  déterminé ,  ne  présentent  aucune 
diSenlté. 

Lorsque  la  température  du  corps  aunlessus  de  l'euceiate 
est  telle  qo'il  falUe  avoir  recours  à  la  loi  de  Dulong  et  Petit , 
m  ae  traoTe  également  avoir  à  déterminer  un  eoeffident  m 
qui  me  trèsente  pas  plus  de  difficulté  sons  le  rapport  de  l'ex- 
pâieace ,  otais  dont  le  calcul  est  un  peu  plus  compliqué. 
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Je  me  propose  de  donner,  À  la  fin  de  cette  note,  la  formule 
qni  peot  servir  à  le  trouver  ;  formule  qui  eiprimc  aussi 
l'abaissement  de  température  d'un  corps  au  bout  d'un  temps 
ifuelcooqne ,  en  soivant  ta  loi  du  rerroidisscmoil  dans  le  vide 
de  Dulong  et  Petit. 

3.  Imaginons  maintenant  que  le  corps  étant  k  one  eeriaine 
température ,  on  vienne  à  l'échauffer.  Il  est  évident  qu'il 
perdra  alors  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  recevra  des  parois 
qui  l'environnent ,  et  qoe  par  conséquent  sa  température 
s'élèvera  moins  qoa  s'il  avait  été  mis  à  l'abri  tant  de  son 
rayonnement  propre  que  de  celui  dfe  Tmceinte.  Noos  nous 
proposons  de  rechercher  quelle  temp^atore  0  aurait  atteint, 
s'il  avait  été  placé  dans  la  dernière  condition  que  nous  reaoas 
d'indiquer- 

Le  problème  à  résoudre  peut  donc  s'énoncer  de  la  ma- 
nière smvanlé: 

Un  corps  placé  dans  une  enceinte ,  dont  la  température 
reste  constante  ,  s'échauffe.  On  demande  à  quelle  tempéra- 
ture ce  corps  serait  parvenu ,  s'il  n'avait  pas  perdu  de  cha- 
leur par  voie  de  rajonoemenl.  On  suppose  :  1*  La  loi  de 
Newton  applicable  ;  2°  le  reft'Oidissement  se  faisant  dans  le 
vide  suivant  la  loi  de  Dulong  et  Petit. 

4.  application  de  ta  loi  de  IVewUm  (').  —  Si  on  appelle  T 
l'excès  de  la  première  lompératurc  observée  sur  celle  de 
l'enceinte  -,  T  l'excès  de  la  deuxième  température  ;  K  le  nom- 
bre d'unités  de  temps,  de  minutes  par  exemple ,  que  le 
«H-ps  emploie  pour  monter  de  T  i  T  ;  il  est  dair  que 
T— T  exprimera  le  nombre  de  degrés  dont  il  se  sera  tievé 
pendant  lo  temps  K. 

Or,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  ,  si  K  est  assez 
petit ,  que  la  température  croit  de  quantités  cons'anles  ;  et 

O  Nnioni  Opuicult.  Il,  ta. 
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On  peal  égalctneot  j»uppoKr  qu'elle  passe  brusqnemeat 
4'iin  excès  à  un  aatre  au  coinmcaceinenl  de  chaque  minute , 
«t  par  saîle  qu'elle  demeure  invariable  dans  toute  la  durée 
de  cette  même  minate. 

Cela  poaè  t  en  r^wésentanl  par  -  U  fncdiHi  de  l'excès  de 

tenpèratura  dont  le  corps  l'abafsie  dsos  chaque  minute  -, 

-  =  1  —  M    [es  eOel ,  pour  1'  on  a  fi  ==  Am  [S] ,  mais  le 

refroidiiwBunt  dans  um  mlnale,  représenté  par  -.A  est 
A— B=(l — m)A];  les  pertes saccessiTcs  suroot:- 

.J(T.."^-"f-^'). 

La  perte  totale  Q  sera  la  tomme  de  toutes  ces  quantités , 

(wmant  une  progression  arithmétique    dont    le   premier 

T* T 

terne  est  T,  la  raison  ,  et  le  nombre  de  termes  K. 

Cette  KMnme  sera  donc  s  Q  =  -(  2T+     ~  ^   ~    )  3  i 
outaenQ^-. 5 ; 


Cette  dCTSière  formate  est  très-simple  à  calculer. 
Pour  DM  seconde  obso-valion  on  aurait 

0'  =  *    Çt  +  DT+m  — 1)T" 
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El«BfaiHnt,  mirant  le  noaibre  d'obaervatioas,  Q-fQ'-(-Q"+.-. 
Q.  =  G,  la  lemp^vlare  finale  x  chercbëe  serait  x=  A+C, 
si  A  désigne  la  tempéralarc  finale  observée. 

5'  Jfplication  de  la  loi  ie  Dulong  et  Petit.  —  RefroJdis- 
semeot  dans  le  vide.   —  Ces  deux  habiles  physiciens  odI 
exprimé  leur  loi  par  la  vitesse  du  refroidissanent ,  c'csl- 
à-dire  par  le  nombre  ou  la  fraction  de  degrés  dont  la  tempé- 
ratare  s'abaisse  pendant  )e  temps  ehoùi  pour  mâtè.  FOw 
nous  l'onilé  de  temps  sera  représenLée  par  la  minole. 
Ed  appelant  m ,  le  coefficient  à  délerminer  par  expérience; 
a ,  la  raison  delà  pre^ression  géOolétriqaaipn 
sait  la  vitesse  da  reftoidisseinent  quand  la  tempéntore  de 
l'enceinte  croit  en  progression  aritlnnéti4|ue  ;  la  vatear  d0  a 
a  été  trouvée  égale  à  1 ,0077  ponr  uws  les  corps  i 
S,  la  température  de  l'enceinte  ; 
t,  l'excès  de  température  da  corps  stv  l'eiicdnl«; 
l'cipression  c  de  la  vite&se  du  refroidissement  est 

Je  représente ,  comme  précédemment ,  par  T  et  T  deax 

excès  consécutifs  observés  ;  par  K  le  nombre  de  mloDleB 

nécessaires  au  corps  pour  monter  de  T  en  T.  Pour  abréga* 

T— T 
je  fais  —   -     =A. 

Je  suppose  encore  ,  comme  tout  à  l'beurc  ,  que  la  tempé- 
rature croit  brusquement  de  quantités  constantes. 

Un  a  alors  les  deux  sérias  suivantes  ■. 
JUinnUt  twxtuivti.  Ptrtet  pandant  chatiut  miniê^. 

i     ma9(ai'_i). 

a »n»«(«T+*— 1). 

3     ma«  (aTM*  —  1). 

k mfl«(flT+(li.i)*_(). 

O  Annmitt  dt  Chimie,  VU,  p.  sss.  im. 
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Id  perte  toteUQnrt  lawaiM  decesquantUés,  v'est- 
à-dfre    Q=:mfl»(aT(i-).a»+aa»-j.....a(K-i}*)_K). 

Mai»  1,  a*,  ei^....  a(''-|)*rormeBt  une  progreMkn  ([éo- 
HtétriqiM  croissante,  itont  1«  premer  teraw  ont  1  d  la  ni- 

MM  O*. 

Par  conséquent  Q  = /7.a«  (  ^^^^~^  —  K  Y 
Reaipbçaul  h  par  m  vahwr,  il  vient  : 


Cette  deniiâre  fomiulfl  se  caleole  encore  auez  aimplemeiM. 
Pou  Doe  leccnde  obserTatioa  on  aurait  : 


T'-T 


—  K    , 


Par  coosdqueol  en  raisomaDt  eoaune  plua  haat  oo  Iroave- 
ni(  pour  température  finale  x=  A.+C. 

6.  Il  me  reste  mainlcnaDl  à  indiquer  commenl  on  peut  dè- 
lerminer  le  cwfficient  m  pour  an  corps  donné. 

Appelons  A ,  l'cxcàe  de  températare  du  corps  sur  l'encetnle 
m  commeDoentenl  de  l'expérience;  B,  ce  même  eicésan  bout 
d'un  temps  K  ;  P,  le  refroidissement  pendant  le  leoips  K. 
NeM  avr«Bs  ATJdeaiment  A  —  B=  P. 

Tout  se  rèdnlt  donc  k  obserrer  deni  lempératores ,  et  à 
calnler  la  valear  de  P  en  ronctkn  de  la  vilfaae  ds  refroi- 
4iiseiMBt.  Les  tempéralores  A  et  B  doivent  être  easeï  rai^- 
procbécs  ;  et  il  sera  bon  de  faire  plnsietirs  obserralioiis. 

Or,  en  raisonnaot  lonjours  de  la  même  maiitéTG  ,  on  roi^ 
q*e  l'on  aura  posr  perles  succesaives  ; 
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(maHa^  —  t),     ma'Ja*-»—  l ,     Bta»(oA-*_  l)-...i 
....  m«»to*-<K-')*— I). 
c'eatrè-dùre  dea  perlea  de  mAme  fonne  que  les  précédeates. 
Lenr  loiqiiie  P  sera  donc  amn  de  même  fonne  :  la  seule  W' 
rArence  comiste  en  ee  que  la  progression  géométrique  est 
déardasante ,  A  étant  négatif . 

Par  conséqaeot ,  l'abaissement  de  temp^alnre  d'un  cwpi 
qoi  se  r^vridit  pendant  un  temps  K  dans  une  eocefnle  lUe 
entretenoe  à  une  température  coniisnte  ,  est  représenté  par 
lafonnolc; 

OU  bien ,  en  substituant  et  réduisant  : 
Or,  A  — B  =  P;  iisuitdelà 

-       „       mfl9|fl4-aB  —  K(|  — «"£")) 
A_B= ^ 1-' 

1  — a« 

d'oii  l'on  tire 


7.  Un  mol  seolemaat  pour  le  cas  où  le  refrmdisaeBeBt  t'o- 
pérerait  dans  un  gaz,  dans  l'air  par  excanple. 

On  sait  que  la  Titeaae  du  refiroidiaiemeiU  est  abn  >> 
sonme  de  la  vitesse  du  refroidissement  dans  le  vide,  el  de 
celle  due  an  contact  ^ul  du  gaz.. 

la  Titosse  du  refroidissement  due  an  gai  seul  étant  repré- 
sentée par  la  formule  u  =  np'^,  dans  laqn^e  n  est  un  coef' 


nign^Pdi-vGoOgle 


Bcj«nl  Ttriable,  />  ei)»ime  1«  r<»te  dastiqoede  l'atr,  r  l'Axcâ* 
de  lanpéralore  da  cwps,  c=0,ii  poor  l'air,  6  =  1,933 
poor  loDS  les  corps  el  poar  Uns  les  gaz ,  la  vitesse  totale  da 
refroidisBemenl  dans  nn  gaz  sera  : 

Par  one  série  de  raisoaneineDla  analogues  aux  (vâcédentt, 
un  arrive  poor  eiirtimer  Ja  perle  de  chaleur,  pendant  un 
(emps  K ,  à  la  rormale  ; 

....^T+(K-l)*yi. 

Or  cette  rormale  ne  peut  plus  être  considérée  oomme 
tim|rie,  parce  qu'il  feul  caicnier  séparémenl  cbacan  des 
termes  de  la  secooile  partie  et  en  faire  la  •omme ,  ce  qui 
devient,  si  non  difficile,  du  moins  très-loog.  Par  cette 
raison  ,  voolant  rester  dans  les  limites  que  je  me  suis  im- 
poeées,  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  œ  sujet. 

Eo  cherchant  à  appliquer  les  lois  do  refroidissement ,  je 
n'ai  trouvé  dans  aucun  ouvrage,  des  méthodes  simples  et 
fadies.  J'ai  cm  devoir  publier  celles-ci ,  parce  qu'elles 
m'ont  paru  susceptibles  de  rendre  quelque  service  aux 
jeunei  pbjridens  qui  voudraient  tenter  de  noaveUes  re- 


QUESTION  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 
proposa  ou  toncowridtV École  iwrmale.  (p.  393, 1. 1. 


Èléia  ta  oolliga  d«  BtMnfon. 


Je  |Hends  pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  cl  pour 
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axe  dei  ^  ta  tangente  aa  floniBtt  (fig.  16)  ;  l'éqMtiw  de 
l'dHpH  «t  de  la  rorue 

y  =—,  (2a-c  -  x')  I 

combinant  l'équation  de  la  droite  AD,  jr=3x,  avec  l'é- 
qnslion  de  l'elUpae ,  j'ai  poar  l'abaciMe  du  point  C 

aab' 


AC       n  AQ       M 

coordonnées  du  poiol  D ,  celte  retatioa  devient 


ooonaiasanl  lei  coordoniiées  des  poinla  C ,  D ,  l'équation  de 


«t  celle  de  Cfi  est 


(ar~»)    (»),    AF=>», 


a"* 


(  j  —  2a) 


it  i  entre  les  équations  (I)  et  (9) ,  on  aura  \'i 
du  lien  cherché. 

De  (3),  je  lire  f=~    ^"^""^"^  portant  cette  Trteur  de  J 

dans  l'équalioD  (I) ,  il  vient 

2aA*fl»caa— ^)  (  j:  —  «J 
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rAdninnl  et  m-donnaDt ,  il  vient 

a*[aam  —  iat)jr'  +  b'iiam  —  an)x'  + 
+Sfl6'C2«n — 2am — m»)x  +  4i^b*(t(m — n)=>0, 
iqaaliOD  âa  second  degré  qui  rcprésenlc  ane  ellipse ,  si  la 
coarhe  primitive  est  ane  ellipse,  et  une  hyperbole  dam  le 
t.-a«  de  l'hjperbole  ;  die  a  son  centre  sur  l'axe  des  j:  et  elle 
passe  au  point  B. 
Si  m  B=  n ,  oii  retombe  sur  l'équation  de  l'ellipse  primitive 

Puur  passer  au  cas  où  la  courbe  donnée  est  nue  parabole , 
comme  <i  et  b  deTlennent  iofiais  en  même  temps,  on  ne  voit 
pas  immédiatement  ce  qne  devient  VAquation  du  lieu,  alors 
ou  remplace  b  en  roactioo  de  a  et  de  a  ;  en  s'sppayant  snr 
la  distance  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer,  on  trouve 
b'  =  2ait — a';  l'équation  du  lieu  devient 

a'(aafl» — m)  /  +  (Sua  —  «•)  (2afl» — an)^:' + 
+aa(aiw— a')(«<2n— m) — î«m);r+4a"«(2aix— a'Km— »}=0; 
raisant  a  infini  dans  cette  équation ,  elle  devient 
my' — limx+Aa'(m  —  n)ceO, 

équation  d'une  parabole.  Si  (»=»,  on  trouve  l'équation  de 
la  parabole  primitive^'  =  i<ue. 

Ainsi  on  voit  que  pour  le  cas  de  la  parabole ,  au  lieu  de 
tirer  la  droite  BC,  il  but,  par  le  point  C ,  mener  une  paral- 
lèle i  l'axe  focal. 

RECTIFICATION. 
Le  tbéorènte  80  (p.  40)  est  de  M.  Qoelclet.  {Nouveaux 
mémoires  ée  l'Académie  de  Bruxelteê,  III.) 
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THBORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

lyaprèi  Saler,  L«cBDdre.  HH.  G«iih  ai  Gaichy. 

I .  Ponr  donner  plus  d'ensemble  à  celte  exposilioa ,  nous 
croytma  alile  de  remonter  aux  nottoia  et  an  propositioat 
primitives.  Dans  loot  ce  qoi  soit ,  oa  emploie  les  lettres  pour 
représenter  des  nombres  entieri  poiUifi-,  observation  esseo- 
lieile  qn'il  ne  faut  jamaîi  perdre  de  vue. 

S.  L'unîM,  c'est  l'idée  abstraite  d'an  objet  qodoooqoe 
considM  comme  existant  seul. 

3.  Compter,  c'est  ajouter  l'unité  Boccessivement  k  elle- 
mtme  et  dminw  an  otNn  à  cette  agrégation  i  le  nombre  est 
cette  agr^tioo  d'nnités.  L'équation  suivante  contient  la 
définition  du  uraubre  : 

a.t  =  i.a  (1) 

Il  n'existe  pas  de  dernier  nooibre. 

t.  La  numération  parlée  est  nn  système  limité  de  signes 
vocaux  (  mots  )  au  moyeu  desquels  on  peut  nommer  tous 
les  nombres  dont  peuvent  avoir  bescun  les  sciences ,  les  arts 
et  diverses  professions  sociales. 

5.  La  nwnérgAùm  écrite  est  un  système  limité  de  signes 
graphiques  (diiEfres)an  moyen  desquels  on  peut  représenter 
tous  les  nombres? 

6.  La  série  des  nomtu'es  natHmls  est  la  suite  des  nombres 

0,  t,S,  3 ce.  Il  Tant  se  représenter  cette  suite  comme 

écrite  snr  nue  demi-drconférence  de  rayon  in6ni,  de  sorte 
qoe  +  oe  est  diamétralement  opposé  à  léro;  et  sur  Vautre' 
demi-ciroonrércnce ,  aussi  à  partir  de  zéro,  on  écrit  II  snite 
nainrelle  des  nombres  dégatifoo,  ~l,— S —-w,  de  sorte 
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que  +0  et  — 0,  +  «  et  —  »  te  coorondent.  Ceat  nue  observa- 
tiOD  euenlielle  dont  l'oabli  enlralnc  à  d'^lsanges  bérésics  (*}. 

7.  La  série  des  nombres  lutureU  donne  lien  h  deux  opé- 
rations principales  :  t°  compter  m  avani^  en  allant  rera  +  «, 
c'est  Yaiâitioni  2*  compter  en  arrière,  en  allant  ^tm  —  oe, 
c'est  la  lOuUraeiion.  Quel  est  le  a^lièmevombre  aprts  13  ? 
Ripon$e:  20.  Qnel  eit  le  treizième  nombre  après  7?  Ré- 
potue:  30iCt  Icrésaltat  s'écrit;  13+7=7+13,  et  en  géné- 
ral a+b=b+a  [3].  Quel  est  le  septième  nomln-e  après  13 
ensUaat  vers— OD?/UpoitH:  +•,  on  13— 7=+6.  Qoelest 
le  TÎDgtitew  nombre  après  13  en  marchant  vers — a>?  fté- 
p<mte:  — 7,  oa  13 — 90  =  — 7.  L'addiUoo  et  la  sonstraclioD 
sont  deox  opéraltons  tm>er*ei  et  peavenl  servir  à  se  con- 
trôler matoelleineat. 

8.  Problème  1.  Etant  drainé  le  polynôme  a,+<i,+<j,+...âa, 
ks  nombres  étant  pontifs  on  négatifs,  combien  j  a-l-Ude 
manières  d'obtenir  le  résultat?  Nous  donnerons  plus  bas 
une  solutioo  simple  de  ce  proUéme  difficile  [p.  2D8}. 

9.  Lorsqae  dans  Vaddition  de  plusieurs  nombres  tons  les 
nombres  sont  égaux ,  l'opération  iH-end  le  nom  de  multipli- 
cation et  le  résultat  se  nomme  produtf. 

Théorème  1.  ab  =  ba{3).  Démotutralion.  On  a  a.i  =  i.a, 
donc  a.1+rt.l  =  l.a+l.fl,  ouail+l)=(l  +  l)a,  et  en  conii- 
noantiOnparrient  à(ifr=^o.  Onpeutaasii  imaginer  a  rangées 
de  b  carrés  chacnne  ;  le  nomlM«  total  decarrés  sera  représenté 
par  abel  par  ba.  Le  même  genre  de  raisonnement  swl  à  dé- 
montrer que  les  six  permutations  de  abc  donnent  le  mémo 
produit  :  on  Imagine  nn  assemblage  de  cubes  égaux  rangés 

n  II  «M  nUI«  «nui  d«  nacrqMi  qaa  nV^  «t  o  m  sonlondeni  iliul  qn 
sK^  «  ■.  Poar  l«i  dUUngucT,  dioi  l'ilgMira  ippliqDèe,  il  Faiil  «Hmlnflr 
VtM  de  en  qninliUs  na  înionl  »int  eL  iprti  qu'elles  t'ionntml  oi  i*- 
•XDDeiU  InOnira.  Cet  namen  ait  dureoa  l'objet  d'an  genre  d'aptralioni  qna 
M.  Ouehy  dMIgne  iodi  le  Bom  de  caleDl  des  réiidtu  et  pour  loquet  il  ■  imiglnA 
n  ilgorittaoK  ipéetal.  Il  tiut  iMsi  tsajoun  te  nppeler'itm  «  et  ••  MBide» 
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en  forme  de  parallélipipède  ('} ,  on  eo  rompte  qd  Bembrc  a 
dans  le  sra*  de  la  kmgueur ,  un  nombre  b  dans  le  sens  de  la 
largeur,  et  on  nombre  c  dans  le  sens  de  la  banteorj  il  y  aura 
six  maniérea,  correspondant  aux  six  pennulatioiiB,  detroa- 
ver  le  nombre  total  des  cnbes,  qui  est  tonjonrs  le  même. 
(Legendre,  Jl^éone  dei  wmbret ,  Inlrodnction ,  $9.) 

10.  ThéorHne  2.  Dans  qnelqne  ordre  qu'on  eflectoelei 
■noltiplications  de  n  bcteun ,  «i  parvient  toujoars  an  mène 
(vodait. 

DémorutriUion.  Supposons  que  le  théorème  soit  vrai  pour 
on  nombre  de  Facleors  moindre  qne  n  -,  de  qnelqne  manière 
qu'on  s'y  prenne,  l'opération  se  termine  toujours  par  la 
multiplication  de  deux  faetenra,  qui  sont  généralement  eoz- 
mémes  produits  de  facteurs  simples.  Soient ,  pour  un  de  ces 
modes  d'opérer,  Pr  et  P,  denx  de  ces  derniers  facteurs  com- 
posés ,  les  indices  r  et  «  indiquent  le  nombre  de  Eaclears 
simi^es  qui  entrent  respectivement  dans  ces  facteurs  mnlli- 
|dcs;  on  a  évidemment  r+<=n.  Soient  Pr'  et  Pf  les  deux 
derniers  facteurs  correspondant  à  un  autre  mode  d'opérer, 
onaencorer'+j'=R;  Pr  a  nécessairement  nn  certain  nom- 
bre de  facteurs  simples  en  commun  avec  Pr'  on  avec  Pg  \  ad- 
metltHis  le  premier  cas  et  désignons  par  Pi  le  produit  des  / 
(acteurs  communs  :  r  étant  plus  petit  que  n ,  on  peut  mrfli- 
plicr  d'abord  entre  eux  ces  facteurs  communs,  oa  a  donc 

Pr=P(.Fr-(iPr'  =  P<  -V^-*-. 
donc  Pr  .  P.  =  P(  .  Pr-I  .  Pi 

p,'p.'=p,.p,._,.p/i 

or  Pr-I  .P(  =  Pt'-(.  P^,  car  ces  deux  produits  renftf ment 
lee  mftiiea  facteurs  simples  «t  ra  nombre  «ooiMlre  que  ■  -,  de 
qael(|ueinaaîère  qu'on  e&etitnele  produit,  il  doit  donc,  d'après 
la  supposKion,  rester  le  ««me  ;  donc  aussi  Pr  -Pi  =  Pk  ■  Pf'. 

(')  Il  Knii  plui  ronlorme  k  l'élimologie  J'icrits  pirallélepifiMB. 
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Or  le  iMorèncMl  vrii  pour  troii  faeteon,  il  snbsute  donc 
•uti  pour  qottre  fkcl««n,  elc. 

It.  ProiUwuS.  Deconbiea  de  manièm peuï-OD  eSectner 
le  prodoil  de  R  fadenn  ÏD^aai  ? 

Sohaùm.  DétignoBs  pir  le  sjnbcrfe  P«  ce  mmbre  de  ma- 
■ièRi;  et  par  P*h  ee  wndve  lorsqu'il  sarrieat  od  mturma 
ttttemrK,  et  que  l'on  a  n+1  faeteure;  cherebOM  la  rtèt- 
tion  aOn  P»^i  el  Pi».  De  qaelqne  manièie  qn'cm  l'y  prenne 
pour  eSadoerPw,  il  hwlraloajoiirsexéc(R»it  — l  molti- 
plieaUoBt.  Ged  est  évident  lonqu'oa  malliidie  le  pmnîar  fae- 
(eor  par  le  second  ;  oe  preimer  prodoit  par  le  Iroûième  (hc- 
tear  ;  ce  second  prodnit  par  le  quatrième  facteur,  et  ainsi 
de  saite  :  il  en  est  enooro  de  même  iMsqa'oii  exécote  par 
groapes.  Exemples  :toUn=ia,  il  faotoaMmalUpUGaliou, 
parlenwdc  soccesfif;  cl  si  on  décompose  en  Irois  groupes  de 
Irais  ,  qnatofi  et  doq  bctonrs ,  le  prenier  groope  néœssite 
deux  maltifdfcations ,  le  seanid  es  exige  Irois  el  le  troisième 
qoatre  ;  à  quoi  il  faot  ajoaler  deux  multiplications  ponr  les 
trois  groupes  ;  ainsi ,  en  toat ,  encore  onze  j  et  le  même  rai- 
soDDement  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  hcteun. 

Cela  posé,  soient  d'abord  dcnx  facteurs  a,  A,  en  a  évidem- 
ment P.  =:a,  savoir  :a6,t'(i;  prencmsan  troisiioiefaelearc; 
onpeni  le oombinOT comme  maltlplicalenr,  oamoHiplicande 
avec  ab,  calièrcment  eflèclué ,  ce  qui  donne  deux  manières , 
cab,  abc;  on  bien  encore  faire  intervenir  e  pendant  la  «ol- 
liplication ;  ainsi ,  aeXb,  m  x  * ,  a X *c ,  a  X cfr ,  ee  qsi 
dtinnr  quair.^  manières  ,  m  tout  six  manières  ;  raisoanant 
(fFro^mesur  ba  ,  on  voit  que  l'on  a  P,=  I2^3. 6;  prenons 
nn  quatrième  facteur  d,  et  eombînons-te  avec  le  produit  abc  ; 
d'abord  entièrement  offedné ,  on  obtieot  dean  manières 
dabc  ,  abcd  ;  rnsaile  pendant  l'op^ation ,  abc  exige  de«x 
moltiplicaliom  ;  rn  introduisanl  d  pendant  la  première , 
celle  de  a  par  bc,  on  obtient  quatre  manières  -  ad.  bc.  da.  6c 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  aoe- 

a.  dbc,  a.  bde,  et  autant  pendaitl  la  seflonde  malliidicatioii , 
celle  de  a6  par  c-,  en  tout  dixmaniàvs.  OaendUaDlantd'an 
produit  quelconque  ,  d'oàP4=1SO=3. 6.10;oa  trouTcnit 
de  même  Pf^S.  6. 10. 14  ;  et  ainsi  de  suite. 

Ed  général ,  ami  M  nne  des  manitees  oraplojées  pour 
oMeair  le  prodntl  de  n  facteurs.  Le  noDTeaa  factenr  K 
peut  se  combiner,  multiplicande  ou  mnlliplicalenr  avec  M , 
ce  qui  donne  deux  manières  i  si  on  l'iDlroduit  pendant  l'exé- 
cution, il  y  a  n^-  1  mulUplicatkii»  don!  ducuDC  doone 
qoalre  manières ,  ci  en  tonl  4  {n  —  1)  +  ^  =*"  — *i  ce  qu'on 
dit  ponr  H  peut  s'appliquer  à  toute  autre  manière  d'obtenir 
le  produit  de  n  faolenrsj  donc 

P«+,=(4a— 9]P.    on  bien    ?•  =  (4r  —  C) P.., . 
Faisant  snccessiTemeat   n=2,3,4,  ....  n,  et  considérant 
que  P,  »  1 ,  im  a 

P.  =  a;     Pj=2.6;      P,  =  2.«.10l      P.es8,6.10.1*i 
P,  =  3.6.10.14.18; 

elPiH»=2-«-">-   ■  (4n— 6)=2M.3.5....2n— 3=^^^^^; 

[n— S] 
les  crochets  désignent  un  produit  coniinud. 

ObHnation.  Cette  ingénieuse  solntion  est  due  à  M.  Bo- 
drignes  (Olinde).  La  formule  avait  été  tronrée  auparaTsat 
par  M.  Catalan  [£.) ,  i  l'aide  de  oxisidéralions  combina' 
toires.  (Journal  de  Lioaville  ,  t.  III ,  p.  5t5  et  549.  1838  ) 

ia.  iYo&M>ne3.Dec<xnbiendenuiùéres  peut-on  eOéctuer 
un  prodoit  de  n  facteurs  ,  lorsqu'il  y  a  des  facteurs  égaux  ? 

SohtUon.  Soil4-6^....,  et  a-f  ^-^7,  ....=  non  aura 

P 2.6.10 4/1—6 

"~  (t.2.3...«)(t.2.3...p}(1.2.3...7)...  " 

Cette  formule,  déduite  de  la  théorie  combinaKrire  est 
aussi  deM.  CaUlan.  (/oumol  de  Liouville,  t.  VI,  p.  74.  IMt.) 

Obun€UioH.  Os  solutions  «mvieiinent  aussi  au  pro- 
blème 1  (8).  (  £m  tuile procluânement.] 
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THÉORÈMES 

DE  DSSCASTBS,   DE   ROLLE,   DE   BDDAN   ET   PODRIER, 
DE  MM.  STUBH  ET  CAUCEY,' 

âiduU*  li'un  tsul  prineipt, 
(Saiu,  T.p.  lU.) 


9.  PnAléme  3.  Etant  donnée  la  fonclion  eoti^v  r(jr), 
Irouver  une  aolre  fonction  entière  ^x) ,  telle  que,  pour  la 

fonction  fractkmnaire  —-; ,  D ,  [5)  soit  nalle  entre  les  lini  - 

teg  qtwloooqiies  a  et  à. 

Solution.  Soit  /  dm  racine  réelle  de  f{x) ,  et  sopposoui, 
ponr  plus  de  généralité,  que  cette  racine  soit  molliple  do 
d^ré>n,de9ort6qnerooaT(a-)  =  (j:— 0"P,  oùPest  nne 
fonction  ratière  de  {x)  ;  faisant  x:=/  +  ft,  la  rooction  frac- 


.  [m]  est  le  prodait  conli- 


nnel  et  f  "(Q  est  la  dérivée  de  l'ordre  m  ;  car,  d'après  la  pro- 
priété connue  des  racines  mnltiples ,  les  fonctions  dérivées 
qni  précèdent  f"  sont  nnlles.  Cette  fraction  peat  s'écrire 
comme   }vodait   de    deaz   (adears,    de  celte    manière 

t  4>(/+A) 

~—~;^}—i — - —  ;  poor  qoe  celte  fraction  ait  loajoars  le 

M '"'  +  "'• 

même  signe  qoe  A ,  il  faut  qno  le  secuid  fsclear  soit  tou- 
jours positif,  c'eat^-dire  qoe  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateor  soient  toojonrs  de  même  signe  ;  or,  h  étant  infiniment 
petit,  le  B^ne  est  déterminé  dans  chaque  saïle  par  le  pro- 
mier  terme.  On  satisfait  donc  de  la  manière  la  ptos  simple 
akh.  M  iuiB««.  m  13 
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kto  conditkm  de  rendre  le  Heoond  hctenr  a 
sitif  en  écrivant  qoe  le  premier  terme  do  nniDérateiir  c»l 
é^\  aa  premier  lerme  da  dénomioatcar ,  ce  qui  rerient  à 
écrire  •{'■r  =  f'{x)  ;  car  éion  le  premier  terme  da  namén> 

tenr  est  7 riT"(0)   et  '■  fraction  prend  la   forme 

[m  — IJ 

T  j  TtTâ  '  où  M  et  N  repréwntont  des  fonctioQfl  enlièra 

de  Ael  de  L  Ainsi ,  pour  h  infiniment  petit  et  n^atif ,  c'est- 

dansla  m&ne  hypothèse  et  j:=  l-\-  h,  ce  rapport  est  positif, 
etponr  &aE  Ole  rapport  est  infiniment  grand  idoac  il  B>a 
point  de  variation  deacendanle  lorsqne  la  fraction  passe  par 
l'infinij  ainsi  D.=0;  donc 4<j:)  =  f'[x]  donne  la  soInlîOD 
la  pins  simple  da  problème. 
Obiorvation  i.  ^(x)  ayant  des  racines  multiples,  -~ 

devient  en  apparence  -;  mais  la  valeorcfliectiTe  est  infinie. 

Ob$.  9.  P  étant  une  fonction  entière  de  x,  f'x-\-'Pf[x)  =  ^x 

dcmne  aussi  nne  solution,  car  ^  =  P+—el  le  rigneda 

premier  membre  est  le  mAme  qoe  celai  de   —    lotM|iie 

cette  fraction  passe  par  l'infini  (lemme  5}.  En  général,  Mrit 
y(z)  une  fonction  entière  de  z  ne  renfn-niant  qœ  des  tennes 
positifs  et  des  exposants  impairs;  remplaçant  z  par  f'(x),  on 
obtient  encore  ane  fonction  K^r)  qoi  satisfait  an  proMème, 
va  qoe  cette  foactioB  est  toojonrs  de  même  rigne  que  jfÇx). 

10.  Théorème  1.  Le  nombre  des  racioes  réelles  distinetos 
d'nn  pcdjnâme  algébrique  entier  F(x)  comprises  entre  ka 
deax  limites  a  et  &  est  tonjoors  égal  k  l'excès  E ,  relatif  m 
.  FW 
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DùmtumtiQm.  SofpOMM  m  ndna  AMIoete»  oonprlM* 
F* 
cotre  aelb;  dam  cet  intervalle ,  le  rapport  —  passe  donc 

mfoispar  l'infini,  et  p»  daranlage;  et  toujours  pour  dei 
nriatîMis  ascendantes  (problème  3  )  -,  donc  E=^m. 

Théorime  de  M.  Sturm. 

1t.  Problème  4.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles 
disttoctM  de  l'é^oation  F(.:r)  =  0  wipriws  entre  les  deox 
linltesaetir  a<fr. 

JohriHMt.    On   ctlcnle    les  restes   mceeasïli   —  F,[f  ) , 

— F,(j:) —¥r(.x),  que  l'on  obUeot  eta  ébtnàaat  1« 

pins  grand  common  dîTisenr  de  F(;r)  et  de  i«  dérivée  P(x)  ; 
on  éarit  nr  deox  lignes  les  soiles 

F(o),  F(<ï),  F,(a),  F,{«) Tria), 

p(fr) ,  r(b) ,  r.(é),  F,(*) F, (fr), 

ou  seolfsnent  les  signes  de  ces  divwsos  quantités  ■.  autant  la 
Mcoodelignea  de  varlaliona  de  moins  que  la  première,  an- 
tant  11  y  a  de  radoes  réelles  comprises  entre  n  et  fr.  Cette 
solntkn  est  nne  GMuéqaeQee  du  tbéwéme  précédent  et  dn 
pnUène). 

ObtvratioH.  E  étant  ég^al  à  m  essentiellement  positif ,  ht 
seconde  sirile  ne  pent  jamais  avoir  moins  de  rariathMis  que 
laprcnti^re. 

TUwAm  ds  Jïofle. 

IS.  Titéorimi  S.  Le  nombre  de  radses  réelles  de  Féqnalion 
P(j^=0,  coiq>risea  entre  les  limites  a  et  b,  ne  peat  jamais 
mpassv  de  |lus  d'une  nAîté  le  nontire  de  racines  réelles 
de  Féqualhm  dérivée  F'(«)  =  0 ,  comprises  entre  les  même* 

DémoMtnUioH.  Soient  E  et  E*  les  exci$  relatifs  anx  Fooc- 
li»  réciproques  ^' et  ^,  on  a  E  +  F=.  C5)i  «soit 
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enoon  m  le  nooibre  dei  racines  rédiea  dUtinctei  de  ¥(x)  =  0, , 
awoprises  entre  a  et  b,  et  m'  le  nombre  des  raines  de 
F(j:)  =  0  cMnprJBes  entre  les  intaies  limites  ;  doue 
£=»}»  — E'-ft  (théorème  1].  Si  tootea  les  variattou 

i^tifes  i  =-—r  étamt  ascendantes,  ou,  oe  qui  rerient  id 

F(x; 

F(x) 
mâme,  si  tontes  les  variations  relatives  h  — =- —  iMoA 

F(jr) 

descendantes ,  dans  ce  cas  od  aurait  — E=^inf.  Ainsi  m' eit 
doQC  la  plus  haute  valeur  que  puisse  avoir  — F,  et  -|- 1  al 
la  plus  haute  valeur  de  «  ;  donc  la  valeur  la  pins  élavée  de 
mestm'  +  l, C.Q.F.D. 

Théorèmes  de  Fouriar  et  Budan. 

13.  Théorème  3.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équi- 
tioa  F(x]  =  0,  comprises  entre  les  limites  <i  et  6,  est  tout  an 
plus  égal  k  la  différence  entre  le  nombre  des  rarialioDs  dei 
deux  suites 

r(a),  r{a),  ria) ria)  (1) 

F(A),  F(i),  P(b) F^*}  (î) 

dans  lesquelles  F,  F' F"  r^résentenl  les  dérivées  soe- 

cessiTea  de  F{x)  et  n  le  degré  de  l'équation  F(;r]  =0. 

Dimoiutraiion.  Soient  m^  ml,  m" mt«)  le  noiïihre  des 

racines  des  équations  F(f)  =  0,    ¥'[x)  =  0,  t"(x)=0 

F'(j;)=0,  comprises  mtre  les  limites  a  et  6,  et  i,  «',  i" 

ff")  les  ftccès  foAni»  relatih  aux  rapports 

FW      V'M      r'W  P(x) 

¥x'    Fc^r)'    FV) ir"(xy 

L'équation  étant  du  degré  n,  on  a  nt(«)  =  0,  «(">=: 0;  le 
Utteréme  de  R<dle  donne 

m  <  m'  -f- 1 , 
w»'<m"+t', 

»i('»-i)<m(»ï  4- «(•-<)( 
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-ais- 

dooc  m<i  +  i'-|-t"-j- (•-');  mai»  .celle  s(MDm«  Mt 

égale  an  nombre  des  variatioiu  de  la  lecoDda  BUlle ,  moim 
cdiedela  première  (problème  2}  i  donc.  ..  C.  Q.  F.  D. 

Théorime  de  Deuwte*. 

1(.  Thiorime  4.  Le  nombre  des  raàoes  positires  de  l'é- 
qDltkxi 

Far  =  a^+A^'+A^"-'  + Ai^.x+A,  =  0 

ne  peal  sorpasser  le  nombre  de  Tf^tions  de  ligne  que  pré- 
W9te  la  snlle des  coefficients  1,  A,,  A......  Aa^-i,  A.. 

Dimotatralion.  Dans  le  Ihèorëme  de  Fourier,  prenons 
a  =  0,  b  =  a>  :J«  snite  (1)  derlent  A*,  An-i ,  1.3.3.  Ao-s  ; 

1.3.3.A^i [n— ljA,'f  [n].l,  etlasDile  (3),  entMre- 

moit  omposée  de  termes  positifs,  n'ofite  aq^e  rarialiui; 
donc,  d'après  le  mâme  Ihéwème,  le  nombre  des  radoes 
coq|Hse8  entre  0  et  ^  ne  peut  dépasser  le  u(»nbre  des 

TUiatioBS  que  présente  la  snite  descoefGcîails  A»,  A»^i 

A„  +  l,etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Le  nombre  des  raddbs  ^HtsiUres  de  réqaattto 
F(tJ  =  0  œ  peut  sarpasaer  que  -d'une  imllé  le  nombre  des 
nciDes  positires  de  l'équation  F(x)  b=  o,  lonqpe  les  deaz 
^ernioa  termes  de  la  foBi]i<Hi  F(x)  forment  one  Tariafion 
de  rigne.  • 

ObMnjoCHHi.  Ainsi,  de  l'éqnatiui  fondein»taIe  'E^'S=t, 
00  a  déduit  loua  les  tbéorèmes  ënoncési  il  reste  encore  ceint 
de  M.  Caocfax-  Tm. 

{lamUefro^mnm^.)  • 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

D'apdi  Bnl«r,  Leceodra,  HK.  Oion  <l  Cncbjr. 

(Suit», T- pige  304.) 


Dtvinon ,  diviêewt ,  réfidta. 

13.  La  âivision  est  une  opération  par  laquelle  on  trouve 
combien  de  fois  on  pent  sonBlraire  nn  wnnbre  d'un  antre 
jmqa'i  ce  qoe  le  reste  toit  devena  plos  petit  que  le  nomtev 
loastrail.  te  dividende  est  le  oonibre  duquel  on  soustrait  ^ 
ledfnMHT,  le  nombre  qu'on  soustrait;  \é quotient marqm 
.le  nombre  de  SGoatractioiu  h  eflectoer  ^  le  rdndw  de  deux 

nombres  est  It  reate  de  1s  division  du  grand  nombre  par  le 
petit.  Ainsi,  pour  les  doux  txmbres  19  et  5, 19  estledlTi- 
deode ,  5  le  diviseur ,  3  le  quotient  A  4  le  résida.  ' 

Soient  a ,  dividende  j  p  ,  diviseur  ;  g,  quotient  ;  /■,  résilia , 
on  a  l'identité  a=pq  -f-  r. 
'  i^iervation.  La  dfrision  et  la  mnltiplicatioa  sont  deox 
opérations  invenes  «t  peuvent  se  oontrOlw  malnelIoDait. 

14.  Lorsque  le  résidu  de  deux  nombres  est  zéro,  le  divi- 
dende est  &.ttnvitipte  du  diviseur ,  et  le  diviseur  est  un  wui- 
mulUple  du  dividende.  On  dit  aussi ,  dans  un  sens  restreint, 
qu'un  nombre  est  diviiear  d'un  antre,  lorsque  leur  résida 
est  nul;  aÎDsi  5  est  diviseur  de  15,  et  15  est  un  molliple 
de  5.  Zéro  est  divisible  par  on  nombre  qudcouqoc. 

15.  dotation.  Nous  proposons  de  désigner  le  multiple 
quelconque  d'un  nombre  par  uopajnt  placé  snr  ce  ntHnlnv ^ 
ainsi  5,^  désignent  des  multiples  qaeloonqnes  de  5  on  dey, 
et  l'équatiMi  a  =p  signifie  que  a  est  on  mnltlide  de  p. 

Observolion.  Le  point  est  déjà  employé  pour  dtalgiiw  une 
mulliplicatii»  quand  il  est  placé  à  cOlé  do  nombre. 
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E  /^  }  iéâfai  la  parti*  eotiért  da  quotient  de  <t  Ay\ai 

16.  Lorsque  le  mâme  noml»e  divise  d'aolres  nombrea ,  at 
dit  qnH  est  dimamr  commun  à  eea  denx  nombres  i  ainsi  3 
eitdiTisear  commun  à  15,  31,36. 

Un  eat  dtilBeor  coinman  k  tooB  les  nombres. 

17.  Un  nombre  premier  est  celui  qnl  n'est  diiidble  qoe 
par  lui-même ,  7,  Il ,  13, 17,  etc.,  sont  des  nombres  pre- 
miers ;  les  aotret  nnnbre*  sont  dits  non  premiers  on  com- 
posés, a  est  le  seol  nombre  prenùer  pair;  1.2.3  soattnris 
nombres  pmniws  consècoÉifs ,  11  ne  saor^  y  en  avoir  d'ao- 
lres aossi  cODflécntirs. 

18.  Deux  nmnbres  sont  premiers  entre  eof  Iwsqa'îls 
n'ont  d'antres  diviteors  cunmnnsqnernnité;  ainsi  35et  3£ 
sont  premiers  entre  eux.  , 

Corotlaire  1.  Un  est  premier  k  l'égard-  de  tooi  las  antres 


Corollaire  3.  Un  Qomtve  |ffemier  est  nécessidreaMnt  pfe- 
wiar  avec  toat  nombre  plds  petit  ;  avec  no  atabre  plos 
i^nd ,  il  est  premier  on  il  en  est  on  aons^mnltiple: 

19.'  Théorème  3.  La  somme  algébrique  de  but  de  ncHnbras 
qu'on  Tood^a^  multiples  diacun  du  même  ncnlav,  est  un 
moltipla  de  ce  nombre.'  ^ 

GatbèCMq^  peut  s'écrire  ainsi  :  a=p,  b=p,e=p',ete.i 
ooa«-}-ft-fc«|-.. ..=/>. 

30.  Théorème  4.  La  somme  alcébriqae  de  tant  de  multi- 
ples ^mi  même  nombre  qn'oa  voûte  ^  et  affectés  .cfiacun 
d'un  coel(&ciepl  entier,  est  on  multiple  de  ce  même  nombre. 
■  Ce  Ibiorime  peut  s'écrire  ainsi  i,a=py  b=pfC=p,  «te., 
oni  aossi  tfMi-(-'>*+'«.+ ^P- 
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Otrottmre.  Sî  «=/),  *  =  p,  c=p.. .oat  a'b'c' =p, 

m,  H,r  étant  des  exposants eoliers  pofliUfs. 

.    ObienaiKm.  Noos  innettons  la  démoBstration  trop  facile 

de  ces  (béorèmes. 

21.  Théorênu  5.  Le  diviseur  commun  à  deux  nombres  est 
Muâ  commno  à  Imr  résida. 

DémoM^iOwn.  Ce  résida  est  égal  au  dividemle ,  moiBs  le 
diriseur  multiplié  par  le  quotient  ;  doac (théorèmei). 

Corollaire.  Le  résida  de  deux  nombres  i^emiers  entre 
eax  est  tODJoors  premier  arec  le  diviseor. 

23.  Théorimt  6.  Le  résida  de  la  somme  algâ)riqae  de  |^ 
sieurs  nombres  relativement  à  Di^méme  div isenr,  est  égal  k  la 
snnnw  des  résidus. 

DémotuÊratùm.  S(At  a=p+r,  b=p+s,  c=p+f,eic.; 
;>  étant  le  diviseur  et  r,  j,  des  résidas,  oDi 

a  +  b  +  c+,....=p  +  r  +  ,  +  t ; 

donc,  etc. 

'Obtervation.  Si  la  somme  des  résidas  surpasse  le  dhrisear 
p",  on  iM«od  le  résida  de  cette  somme. 

23.  Théorème  7.  Le  résidu  d'un  prodoit  est  égal  an  fto- 
duît  des  résidas  des  faclenrs.  -    - 

•   Dimonttmtion.  Soient n.i,  clés  fadeurs,  /> un  dÎTiiear, 

a=p+r,  b-i-p  +  i,  c=p+t,  OÙ  a  abc c:p  +  r3l .... 

sî  rst...  est|)lns^andque^,.open  {»%nd  le  résida. 

Observation.  Les  preuves  dites  par  9  donton  a^  sert  |>our 
conirdier  les  Qfiérations' de  l'aritbmétiqne  «ont  fondées  i«r 
les  deux  tbétH^nes  précédents.  ' 

S4.  Théorime  8.  Le  prodaitdft  deox  facteivs  premiers  avec 
an  Inrisièiqe  est  premier  avec  ce  iVoisiémc  nombre. 

Démonstration.  Soient. <z,  b  les. deux  f&ctcurs  preaiiers 
avecj),  et  admettons,  s'il  est  possible,  qae  ;  soit  on  facteur 
commun  entre  ab  elp,  de  sorte  qu'on  a  ab  =  q,  p  =  ^- 
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SopposODS  d'abord />< a,  on  Aioacf—a-^ri  le  résidar 
CM  fiaa  petit  que  a.  Cette  éqiulion  .dooae  ceile-t^  : 
pis=^  +  br;  pbttab,  par  hypothèse,  onl  le  facteur  com- 
mm  q  ;  ce  ntéaie  facteur  dlvûe  donc  br.  De  ce  produit,  cw  dè- 
Aiinit  semblablemenl  un  produit  br'  dirinhle  par  ? ,  et  ot 
f'  <  r;  on  puriendrait  donc  enCn  à  va  produit  1  X  ^,  dlvi- 
lible  par  y;petb  auraient  donc  le  diviseur  comman  q ,  ce 
qui  est  Inpoaùble  ;  donc  ab  et  p  n'ont  pas  de  diTiseor  conft- 
moD. 

a*  Si  a  >p,  <m  a  â  =p+  r,  où  r  est  plus  petit  que^  et 
premitt  ayecp;  ab=bp+br;  h  ab  n'est  pas  premier  avecp, 
alors  &r  ne  serait  pas  non  pins  premier  avec  />;  maiar  étant 
jrins  petit  qne  p ,  br  est  nécessairement  premier  avec  p; 
donc,  etc. 

Ce  tbèirème  8  gst  la  proposition  26  da  septième  livre 
d'EncIide. 

25.  TMoréme  9.  Si  tons  les  facteurs  d'un  produit  sont  pre 
micTs  avec  le  nombre  p,  le  prodait  sera  premier  aussi  arec 
ce  nombre^. 

Ce  Jhéorâme  est  no  omrilaire  dn  précédait  ;  propositions 
16, 17, 18,  19  dn  neavléme  livre  d'Enclide. 

CtroUain.  Si  a  est  premier  avec  p,  a"  est  aussi  premier 
avec^  ;  on  en  déduit  qu'U  est  impossible  que  la  radne  d'air 
Mice  qodeonqae  d'un  nombre  entier  soit  an  nombre  frae- 
tioanaire ,  et  de  là  l'existence  des  quantités  irralioonelles. 

36.  Théarêmt  10.  Un  nombre  composé  ne  peut  H  résoudra 
que^'ane  senle  manière ,  en  facteur»  premiers. 

Démonitratwn.  Soient  a,  b,'c,  d le*  nombres  pre- 

mien,  suivant  IVirdre  de  frandear,  qui  divisent  le  nomlffc 

ocBoposéNj  aiBsiN=a<*&^c7(i' ;  soit  un  auM  nom- 

Im«  premier  à,  difiérent  den,  6,  c,  d ;  étant  {H-emier 

avec  s, A,  c,  d. ...  il  s«a premier  avec  N;  ainsi N  o'admèl 
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pM  d'nilMt  DOudirM  prcBien.  SoitdcncM«Ea'' fr^V* , 

eU'>a;  oo  ann  ^  c^ =  a"*})^  c' -Mais  cette 

équtioa  est  inpoaiilile ,  car  le  fécond  nuabra  cal  diriiiUe 
par  a  et  le  premier  ne  l'eat  pu  ;  dooe ,  etc- 

37.  Av&Mm  4.  Combien  oo  nombre  oompoiè  a-4ril  do 
dirâeon ,  et  qadle  eat  ta  aoBaie  de  cet  dviteonf 

SaUn^^fm.  Sott  oomme  dana  le  UHéorAne  précddeot , 
li  =  a'b^c^ 

Effectuant  le  produit  des  poljnfHnea 

[t  +  a  +  a*  +  ....  a')  (i  +  i,  +  f  +  ....  {/)  (l  ^  ....  c') .... 
fous  les  tennes  de  ce  produit  aont  ioèganx  ;  chacun  est  din- 
»ear  de  N ,  et  réciproquement  toot  diviBear  de  N  est  oé- 
Gessaîrement  un  de  ces  termes  ;  or  le  nombre  de  ces  termes 
est  évidemment  {!  +  >}  (1+^)  (1  +7]  ■..■;  tel  eil  donc  le 
Domlure  des  diviseurs  de  N,  l'unité  coq^Aise,  et  la  somme  de 
tons  ces  diviseors  est  dtmc  égale  à 

{a-\){b-i){c-\)...        • 

CaroU.  Soit  N  =  2'(2''^'— l),etBuppoeoniqoea"+'  — t 

soit  un  nombre  premier  ;  ainsi  0  =  3;  6  =  s"     — 1;  fl»tj 

la  somme  de  tons  les  divisenrs  est  donc ,  ttwte  vUnalk» 

faite,  égale  12^1  le  nombre  N,  qui  joait  de  cette  prc^MMlé 

d'dtre  égale  à  la  somme  de  ses  dirisenn ,  est  dit  on  nombre 

parfiùtt  ces  nombres  sont  ainsi  dénommés  i  raison  deiav 

rareté;  Toidles  11 1 

Valeurs  de  a. 

0—1 

1—8 

9  —  98 

*  — 4M 

«  — 812« 


N  Google 


-SI9  — 
13  — 33S&0  8U 
16  I    85  898  691  328 
18  I    137  i38  691  338 
30  I  S  305  843  008  139  953  128 
«0  1  3  417  851  639  S38  158  837  784  756 
46  )   9  903  5{10  314S82  971  S30  448  816138■ 
Si,dalUanIlDntmH"^t>  onajoBte  eoMBiiilfl  toos  ka 
dUfres,  oQOblieDt.imaeooDd  nombre;  h  on  a  fut  de  même 
pour  ce  secoad  nombre ,  os  obtteDi  im  treinteie  aoKd>re 
(pà  «8t  ATtflble  par  10.  ObierralioD  de  Krafl.  (M.  de  Péti , 
1734—35).  Su»  démonitration. 
filtre  1  «t  QD  MnitilUon,  il  n'y  a  qae  10  nombres  parfaits. 
Oeat  KintiOTi  M  Ironre  dam  Euclide.  (PrOp.  91,  lîT-  9.) 
La  luite  prochainement. 

HÔTE  SUR  L'AI&£  DU  TRIANGt^ 
H  NT  Coin  du  quëérU&Un  mcrtplJMe  en  /onction  da  côtéi. 

UmÙhaôetimémomq^  poar  relrouTer  cerUinea  aires oa 
dMTiriiioMadwH-  t.  I.p.  117,  t.  Il,  p.  as,  t.  III, p.  93), 
pent  servir  à  letroaTCr  l'aire  4'aB  triangle  et  du  qnadrUa- 
(tre  inicriptible  en  ibnction  daa  «ôtés ,  lorsqa'oD  Mit  qw  las 
carrés  de  ces  aires  sont  dai  fonodons  entUan  de  oes  eOlés  ; 
oktfUty  soit  9  l'aire  do  triangle  ayant  a, 6,  cpoorcOtéa; 
S*  nt  donc  one  fonction  symétrique  des  cOléi ,  du  quatrième 
d^ré  ;  lonqa'wi  cOté  devient  égal  à  la  somme  des  dcnz. 
•aires ,  l'aire  est  qnUe  -,  donc  S'  renferme  ks  trois  facteur» 
a+i_c,  a+c—b,  i-K— a;  le  quatrième  facteur  na  peut 
donc  être  qne  de  la  fonne  mCa+fr+c),  m  étant  un  nombre 
ewiflant;doocS'=m(d-H'+c}(a+fr-c)(fl+c— fc)(H-<'-'')' 
lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux ,  on  a 
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s*  =  —  m  =  Sma*;  dODC  "*  =  TT- 

Obiervation.  Avec  denx  cdlés  in^nx  et  nn  tnrisiéBe 
cdié,  plus  petit  qa'uDe  quantilé  donnée ,  il  est  impossible  de 
GOastmire  an  triangle  ;  ainsi  en  faisant  a  =  0 ,  S  devient 
imaginaire;  mais  si  l'on  a  en  même  temps  b  =  c,  àkin 
S  =  0;  car,  avec  deax  cOtés  égaux ,  on  peut  tonjoanoon- 
■traire  on  triabgle ,  qoelqoe  petit  que  soit  le  tnririème  cAlé. 

3*  QuadrikUère  mêcriptible.  Lursqu'on  oAté'  est  égal  à  b 
somme  des  trois  «atres ,  l'aira  est  noUe  ;  donc 
S*=m(a+b+c—d)  (a+b+d—c)  (a-^-^^—b)  (b+e-hd—a); 
les  oAlés  devenant  ^ax ,  on  a 

S*=za*=iimi^i  doncni  =  r^. 

Tm. 

NOTE 

SDR  LES  INTEBSHniONS'8UCCB8SIVB8  DKS  UGIŒS  DE  aWTlCr.     . 

PAK  M.  B.  ^ÊUÊMAMMÊ/r. 

ancien  t\ti«  ds  ïtoale  poljMohiilqas  {*)• 

Dmxeourbeêalgébriqitaétatad<nméei,ndetétiVenpmnli 
de  l'tme  on  mène  det  tan§eHtet  à  VmUre,  déterminer  le  Ivn 
géométrique  de»  iaterteOiont^mcceuivei  des  ligwi  qui  WM- 
ient  ht  pointé  de  contact.     ■ 

Les  équation*  îles  coarbes  étant 

les  tangentes  à  la  première  coorbe  «mt  reprénaléM  pir 
l'éqaation 

ou 
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r  ^ty  dâaigiieDt  les  coordoDoées  d'un  point  de  eoatacl  ; 
2*  y,  X'  aonl  les  poljoâmes  dérirés  pria  par  rappm-t  k  ^  el 
àjTjon  démontra  que  la  poritkm  snr  b  première  courbe  do 
point  x'y,  cq>ére  toajoon  one  rédBctioo  dans  le  pcdyndau 

Si  nous  oommons  x",y  les  coordonnées  d'an  pcHnt  de  la 
comte  f{3^)=  0 ,  et  si  la  lai^:eDte  pane  en  ce  pwnt ,  l'équa- 
tion de  la  ligne  des  contacts  sera 

yr +^"X'  -  (J'Y  +  jrs)=^, 

OB  CD  posant/'  =/(y) , 

(A)  r/Cx^+XV-iyY'  +  a:^')*^©; 
siooasdooDonaà  j:"raccrcn8BenH]otfc,  l'éqaatioadelanOD- 
Tâle  ligne  sera 

(B)  r/(:^')  +  Xf(^)h+Y'/(^')~+etc..  + 

+  XV+X'A— C/ï'-)-iTt')=0; 
l'alMciase  da  point  d'intersection  des  deox  lignes  est  dpnDée 
par  l'éqoatioo 

Y;/'(y')A  +  Yr'C^)^+etc.,  +  X'A=0. 

Sil'ODdiriaeparAjeta'onsappoBeAsO,  l'abadase da 
point  d'inlersectkxi,  de  deux  lignes  infiniment  rapprocttèet, 
m  donnée  par  l'éqnatioa 

Yr(x^)  +  X'  =  0, 
■inti  le  lien  géométriqiie  des  intersections  soccessives  des 
lignes  de  contact  swa  oblonn  en  éliminant  xf',  y  des  trois 


et  l'équation  finale 

•en  l'éqnalioa  da  lien  géométrique  <Aerché. 
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Pnmiira  a^tteatim.  Les  <lfH  co^iM  io— tnj  aamtéet 
aectiona  «wiqan,  «t  lont,  poor  fkilitar  In  alcali,  nppor^ 
it  |vii  canDM  origine,  mi  oitee  m  ; 

l'éqnation  de  la  tangente  à  la  première  conrtie  est 

Is  condition  de  passer  par  nn  point  ■r',^"  de  la  seconde 
coorbe  donne 

sy'y'—{mA-2nx')x"  ~  mx'=.Q ,       ^"=/>y+yx"; 
ainsi  les  dnix  cordes  de  contact  sont  i^résentées  pu-  les 
équations 

(C)  ^y(ar") — (m  +  2n^)y  —  «y  =  0 , 

(D)  ^■f(x")-^tyf{^'^+tAc.  — (m  +  2nxOx"— 

—  (m+an^')A  —  nuc'=  0  j 
l'intersection  decesdenx  droiles  d(Hine,après  aroir  l'diTiié 
par  A ,  9"  supposé  A  s  0 , 

y" 
on  doit  donc  fëminer  j:"/'  des  trois  é^oatloM 

(E)  /îf'+ajyy  — j'''(»i+aKr')=o, 

des  deux  premières  on  dédoit 

(ii»+2njf')'— 4çy  '  -^  —  [m  +  *Kc')'  — »çy  ' 
ces  Talents,  snbfitQées  dans  la  troiriéme  éqnatiOD  du  groupe  B, 
donne  l'éqaathm  du  lien  géonèlrtqiie  cfaerefaè  : 

(M)  mpx'(»i+2itr'}'— {n»V ^+/'y')  (m+itt3r)—^mpqxf=6C). 

O  OUe  tqiMllM  Ml  |g  tMalUt  qac  l'on  ohticnt  iprtt  la  lupprawiom  da  tw- 
Mum+ïMC'  ;c«  bcuuTutttfuigBr.  l°ll  Dcpcattlnnnl  JonqaïUprtaJin 
ceurbe  donnée  ut  aiw  p«rab«le  ;  »>  ai  ccue  premier*  «oorbe  «M  ans  alIlpM  •«. 
uns  bTptrbolB,  ir  rqwAsnila  nedroln  pwMnt  la  e«ntie  et  panlltre  t  Tutta 
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Ssamimm»  qaelipm  cas  jpuiiculiert- 
r  Si  Iw  deux  UgM§  doaoéea  scat  des  panboW ,  on  a 
1  =  0 ,  9  =  0 ,  et  le  lira  géométrique  at 


li  à  la  Gonditii»  préeMeote  on  ajoate  la  euidilMM)  p=  —  m , 
le  liea  gAanaétriqoe  eat 

donc  n  lei  deux  parabolea  sont  identiques,  mais  opposées  au 
sMUDet,  le  lieu  cfaercbé  est  la  tecnide  paralxde  dODoée. 

3*  Si  la  premidre  courbe  est  une  hyperbole  et  la  seconde 
nne  parabole ,  od  doit,  dans  l'éqnatioD  génà^e  M ,  sappo- 
aer?=:0{   la  neaveUe  éqnatioD,  dirisée  par  le   fkcleor 

,      m'         Smn   , 

y«— x+ — x\ 
p        p 

y  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse,  la  seconde  une 
parabole,  ou  doit,  daf|S  l'équatiou  (M) .  1'  cbanger  le  signe 
de»,  9*  supposer  9  =  0,  on  a 

,      m'  2mn 

y  =:~  X X'. 

P  'P 

Nau  poanjoaa  ainri  examiner  les  modifications  apportée» 
dans  féqoalioo  H  par  les  dlrers  assemblages  de  doa  section» 
coniqaes,  mais  l'exameo  des  ooorties  à  centre ,  fait  en  [we- 
nant  ee  tenlre  pouror^taie,  facilite  le  calcul  et  fiiit  mieux 
resHrtir  qoelquefr^mes  da»  particolarités  que  présfMent  le» 
lieux  géométriques  obtenus. 
Im  deux  courbes  primitives  sont 
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si  Doasoonservonslesnotatioaa  précédentes,  les deax  corde* 
de  contact  seroot  rc^nésaitées  par  les  équations 

y  V  Ç'—px^  +  mx^x" — n  =.  0 , 

y^g^px"' /  R — eiC.+  mx'x"+mj::'h — b=0. 

La  rencontre  des  deax  ctvdes  donne,  après  la  diTbioo 
par  A  et  la  sopporilion  A  =  0, 

'—j)j''x"+mx'y"  =  0  ; 
rélîminaltOD  doit  donc  avoir  lien  entre  les  trois  éqnatimis 
p/x''+my'x'=0,    yy+mx"x' — n=0,    y^+px"' — y=*  , 
l'éqnatioD  flnale  est 
(N)  yC/îr"  +  m*xy  —  n»p>"—  m'n^px"*  =  0. 

l'Si  lescoorbes  données  sont  des  ellipses,  <m  doîtoraser- 
ver  les  s^^nea  attriboés  aux  quantités  m,  n,p,  q;  on  peut, 
h  cette  première  condition ,  en  sjouter  une  seccndc ,  adm^- 
tre,  par  exemple,  que  la  deuxième  coorbc  est  nn  cercle  par- 
ticulier ,  c'est-à-dire  est  le  lieu  des  renccmtreg  denx  à  deux 

des  tangentes  MKrmales;  on  a  alws  ^=1,  q  =  '-:^ — ; 

l'équation  N  est  alors,  après  la  suppression  du  Eacleur 

jy-'  +  m-^r", 

^'■  +  '"*-''  =  ^= 
les  foyers  de  cette  dernière  ellipse  sont  ceux  de  l'eUipsc 
donnée. 

2*  Si  les  courbes  données  sait  des  ellipses  on  des  hyper- 
boles sanblables,  le  lin  gén&étrique  est  une  ellipse  on  dk 
hyperbole  semblable  aux  ooniiies  données. 

3°  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  deuxième  nue 
hyperbole,  et  si  les  axes  sont  ^aux,  on  doit  1°  changer  les 
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—  M5  — 

lignei  de^  et  de  9  ,  3*  sapposer  p=m^  ?  =  '>i  l'équlion 
géoénle  N  âerieot 

yl'—mx''  =  —  ai 

le  lira  géométrique  est  donc  l'hypcrbcde  même  qui  est  le 
point  de  départ  des  tangentes. 

V  Si  les  cmditioos  précédentes  xmt  renversées,  le  ré- 
nllat  \^  ^^slement  renversé  :  le  tfeu  géométriqae  est  l'el- 
lipae  même  qui  est  le  point  de  départ  des  tangentes. 

Deuœièmt  «ippficafton.  Noos  d(Hinerons  comme  d^niére 
■pplicatioD  l'exemple  de  deox  courbes  appartenant  à  âne 
fanûlle  remarquable,  citée  souvent  dans  les  premières  re- 
cherches sur  le  cakal  différentiel  : 

la  tangente  k  la  |wemiére  courbe  est  ^ 

y — mc[,x' — o)"~'jr  —  mb+^m — i)^' ■i'omcix' — (i)~~'=Oi 

1»  ligues  de  contact  seront  représentées  par  l'équation 

(St  /.+y(j:"— d)«  — »M:(y— a)"-'j:"— mfr+ 

+(m  —  \)y-^amc{x'  —  àf^  =0. 
Si  on  Tait  osdller  celte  ligne  en  donnant  à  x"  l'accroisse' 
aail  ft ,  on  a 

(T)  p+g{j^'  —  d}^  +  ^q[3/'  —  d)ft''h+e[c.,~ 

r~me[x' — a)"~':c"  —mc(x' — £i)""'A — inb+ 
+  [m — i)y'+amc[^—  a)'~'  =  Q; 
l'iaterwctkHt  de  ces  lignes  Jktnne,  après  la  division  par  A , 
et  la  supposition  A  =  0 , 

%(x"— i/j*-'  — mc(y— a)*"'=û; 
l'étiminaliou  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trfris  équations 
(V)  Rj-"  — B/>— wwx'(j'— fl)"""+rf»ic(y— a)'""'  =  0, 
y" ~mc{x'  —  aT" ~mb  lr  im  —  llr'+amc(x'  —  a)'^'=i:0, 

Ant-  ■(  HtTila.  III.  16 
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Les  deax  premières  doDiient 

^^J(p  —  Vimb+'Ry'(m—i)  +  'nc(dR.—  d)  (x'— a)— 

'  —  ™!(K  — 1){^  — a)—  ' 

„  _  tip—Mb+{m—i)y+mc(a—d){x'—ar-' 

y  — -  R-i  ' 

ces  valean,  snbslitoées  dans  la  troisi^ne  équUoo  da  groupe 
(V) ,  donnent  ($ 

Bf — mfc  +  (m—  ly  +  me[a  —d)  (jt'— 'a)— 

(u)  j^^::^  -î- 

.rfLp—Vimb  +  fiy[m—t)+mcR{a—d){x'—a)'-lfi 
-\  mc(R-t)(x--ar-  J       ' 

On  pent,  de  ce  cas  général,  déduire  l'esemirie  des  deux 
panboks  données  dans  la  première  application,  on  doit 
ali»«  sappoew 

b  =  0,    a  =  0,    f  —  O.    d=0,    m  =  2,    R«=S, 
on  a  alors  l'éqoation  finale 

Si  on  suppose  c  =  —,  ?  =  -,  si  on  change  Imxeay^ti 

vice  venA,  les  deux  parabole»  sont  y  =  mxt  ys=px, 
c'est-à-dire  sont  celles  qai  ont  été  iadiqaées  primitirenieot, 
et  le  lien  géométiiqne  donné  par  l'éqnatioD  (U)  eat ,  ooobm 
dans  l'exemple  d(é , 


SOLUTION  DU  PAOBLÈME  65  (p.  454,  tome  II). 

VAH  M.  BUrAI., 


1°  On  fait  tourner  l'angle  e  de  maofère  qne  ses  cAtés  soieBi 
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-2ïT- 
loajoon  taogents  k  one  section  conique  ;  qnel  ctl  le  lien 
<iécrit  par  od  point  da  plan  de  l'angle? 

3'  On  fait  tourner  une  section  conique  de  sorte  qu'elle 
toncbe  constamment  les  deux  cdté§  d'nn  ai^Ie  S  ;  qoel  eit 
est  le  lien  décrit  par  on  point  de  laconrbe? 

Indiquer  ime  équation  qnî  paisse  résoudre  k  la  fois  les 
deux  questiiHis  j  flaire  des  ^iplications  à  des  cas  particuliers. 
(LeBesgue.) 

Soilone  ellipse  {fig.H),  rapportée  à  son  centre  età  ses  axesj 
yxy  an  angle  Q  langent  à  celte  conite  ;  M  un  point  tel  qâe 

Si  je  puis  trooTer  en  fonction  des  données  de  la  question , 
une  rdatimi  telle  qae 

je  dis  que  cette  équation  répondra  à  la  question.  En  effet, 
li  on  j  suppose  a  et  ^  constantes,  tandis  qne^,  et  x,  sent  ra- 
ritUe« ,  die  r^résentera  le  liea  du  point  M  se  monTanI 
en  demearant  inTariablemenl  attaché  an  plan  de  l'angle  A , 
<{in  ae  ment  avec  lai.  Si ,  au  contraire,  on  suppose^,  et  x, 
constantes ,  a  et  p  Tiuïables ,  on  aura  le  lieu  da  point  H  in- 
nriablenwnt  atlacbé  à  la  courbe  qol  se  meut  en  restant  ood- 
■tamment  tangents  aax  côtés  de  l'angle  e. 

Appliqa<nu  ce  procédé. 

Soient  les  équations  des  droites  Â.r'  et  Ay 


(1  )  (  A.r')        j'  =  wj:  +  Va'm'  +  b' 

m  (Ar')         j'^m!x+l/a-m-  +  b' 

liées  entre  elles  par  la  relation 

m  +  m' 
(3)  lange  ou  '--^^rH^c 

D'après  un  thé(»rème  connu,  la  distance  MQ  d'un  point  M 
i  nae  droite  AQ  suivant  un  angle  s ,  sera 
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MQ  00  p  =-^  -— 

,AQ=MV=»  donne 

■  y,  —  nix, — \/a'ni'-\h' 


V--i  ' 


elU  ne  s'agit  {dus  que  d'èlitntner  m  et  ni  entre  leslnit 
égnatioDS  (3),  (4) ,  (5).  Or,  dans  le  cas  général ,  cette  éUmi- 
natico  est  extrêmement  compliquée,  car  les  deux  équtiooi 
en  m  résiâtantea ,  sont  toutes  deux  da  quatrième  degré.  Hùi 
faisons  applicaticHi  à  quelques  cas  particoliers. 

1*  Lien  du  scMumet  d'an  angle  constant  loomant  tangen- 
tiellement  à  une  elliiue.  Dans  ce  cas,  le  point  M  ccAicide 
avec  A,  et  on  a  a  =p  =0. 

Alors  les  équations  deviennent 

""  1  +  mni  '     ~   ■  ' 


9=sy, — m'x, — y/aW+b  . 
Elles  se  rédoisent  à 


Les  deux  premières  renlranl  l'une  dans  l'antre. 

Doncinm'  est  le  produit  des  racines  de  l'nne  d'elles,  el 
m  —  m'  est  la  diflérence  de  ces  mêmes  racines.  On  oi  tii« 

/    j';-b'\    2\/x.y;~b':'-i>']{x:-a\ 
V  ^^7^) ^r^' 


on        r.  +  ■«^-  —  a  —  6'  = —z — : 


Cette  équation  eit  du  quatrième  degré  dans  le  cas  général. 
Si  les  tangeDt^  deviennent  perpendicnlaires  entre  elles  , 
S=QOi  d'aîUears  le  numératenr  ne  peat  jamais  deveoir  nul 
pour  aacDne  valeur  réelle  de  ^,  et  de  j:.  ;  H  est  lotiours 
réel,  et  réquajion  devient  alors 

ce  qoe  l'on  savait  déjà. 

2°  lieu  duj:«ilre  des  eUipses  tangentes' à  deux  droites 
faisaot  on  angle  B. 

Dans  ce  cas  nous  prenons  les  deux  tangentes  pour  axes, 
ti  x,=!y,=0 ;  les  éqoatioiis  deviennent  ainsi 

S/a^nf+b'  _         \/oW  +  A' 


»■(*+«'") 


"  a'(l  +  3')  —a'i\      a'  +  («'  —  a')  J* 


1  +Jm' 
Noos  n'essayerons  pas  l'ièliminalion  dans  le  cas  générai  ; 
mais  si  nous  supposons  qoe  l'angle  des  tangentes  soit  droit , 
dore<=«,  et  en  divisant  par  j' les  deux  termes,  on  aura 
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—  Î30  — 

d'ailleara,  i  cause  delaperpeDdicoMrité,  on  ai7ua'=— 1, 

oo  (o' —  6^p'+  (a*— *')«■  =  a*— **, 

eteaflD  p'+a'  =  a'+fe*, 

rtsoltat  qae  Ton  pooTait  aussi  aisément  préroir. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  T«ir  arec  quelle  fadlilè 
on  peni  déduire  tons  ces  lieux,  d  cooniis,  des  trois  éqoatîoiis 
qae  nous  avons  données,  pans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  an- 
rait  les  mêmes  résidtats,  arec  cette  seole  diSërmce  qu'il 
raudràil  partout  chau^  i*  en  —  b'. 

On  peut  faire  le  même  calcul  dans  la  parabole ,  en  partadl 
•de  l'équatioi^de  la  tai^enle 

^='"+ù .     : 

on  a  alors  les  trois  é4oati(Hi8 


-\/.4 


yr- 


L'^minalioa  donne  encore  denx  équations  en  m  du  qoa- 
Irtéme  degré. 

Noos. remarquerons  seolciDent  qœ  le  lieu  des  scHumets 
d^  anfle  constant  tangent  à  la  panbole  est  one  hyperbole; 
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dHiceeMf  p  =  «=0,  etleséqaattoiudeTieDneDt 

amr,— 3ntV,— ^=0,      2b»>,  — 2m*jr,— p=0, 
OQ  m'— ■2îm+Z,taO, 

lion 

«WMT  =  ^— ,  m  —  m=!:  —^^ ^— •» 

P'f+ipTx, + 4  J" j,'=  4^," — ^ar,'. 
Cette  éqaaticn  représente  aoe  hyperbole  doot  le  centre  est 
■itoi  sur  l'aie  de  la  paraltole  et  a  jant  avec  la  parabcde  ane 
directrice  et  un  fojer  communs  j  comme  il  est  facile  de  le 
voir.  Pour  ;=s  00 ,  die  se  réduit  à 

WHiie  on  le  lavait  d'ailleon. 


DEMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

itetanoU(t),p.  116,  1.///, 
nmttiieetion  du  aibe. 


ntmtdémoatnr  qo'oD  a  DB':DIP::DB:DE  (fig.  SS). 

ftwoeUf  fl  n'yaqti'à  meoer  DLparpendicobureà  CKj 
OQietHNperpeadiallBiresàA.K,  et  joindre  HL. 

VipriacettaamlriKlioo,  L  estmilkadeCKi  d'aiUean 
Bcitpart»DiliiietioDaiUieQdeGK,doac  LHeitparalMe 
àGC. 
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Ensuite  NH  et  CK  «mt  parallèles,  comme  porpeodictdairei 
hAKi 
Donc  duu  le  triangle  DLH ,  OG  eit  panUète  à  LH . 
Et  dans  le  triangle  DLC ,  NO  est  parall^e  k  CL. 
D'après  cela ,  et  h  caose  qoe  ADB  ett  rectangle ,  on  a 
DA':Dir::ÀQ:QH::AD:DN::DC:DN::DL:DO::T>H:l»Ei 
donc  DA':DH'::DH:DE, 

et  comme  DA  =  DB , 

DB':DH'::DH:DEi 
multipliant  les  antéoâdents  par  DB,  lea  ccKiséqnotti  pu 
DH,  il  vient 

DB>:DH'::DH  X  DB.DEx  DU  ; 
divisant  les  denz  tomes  dn  dernier  rapport  par  DH,  oo  * 


OB>:DII>::DB:DE,  • 
ce  qu'il  fallait  d^nontrer. 


LIMITES  DU  PËRIMËTIŒ  D'UNE  ELLIPSE, 

ET  RECTinCATlON  D'UNE  CTCLOÏUL 


Zrtia  tblcni*  du  Mllégc  de  SatatLaol»  (  gIhm  d>  M 


Le  périmètre  d'nne  ellipse  dont  les  demi-axes  ^incipani 
sont  a  et  &  est  toujours  oompris  entre  n((i+ A)  elnl^2((i'+6'). 

Soient  OÂ  =  a  (fig.  32)  et  OB— À  les  demi-aies  prinà- 
panx  de  l'ellipse.  Considérons  deux  point»  P  et  Fajiat 
même  abtdssc  et  situés,  l'un  sur  le  cerda  circonscrit,  el 
l'autre  sur  l'ellipse  ^   menons  cnsaite  deux  tangentes  ipù 
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TiMdroBt  cooper  l'axe  OA  en  qd  même pt^at  C.  Sis,  «'re- 
prtenteot  les  u^les  PGO,  P'GO,  K  et  K'  l'élément  da  cercle 
m  point  P  et  cdai  de  l'elljpte  »a  point  P',  on  aura 


K_cos*'_»     /i  + 

K'~CMi"~\/     l+l 


lang'» 


+lang'«'' 


Afaii,«iintm',  m' représentent  les  tangentes  de  iKu 

le>aBgksci)mpri»entreO°et90<>,  n  Iptf  nombre  e(^  le  pé- 
rimètre de  IVDipee ,  dont  celai  de  la  branche  AB  n'est  qne  la 
•pwHfm^irnTllr ,  on  pourra  poser ,  en  verta  de  la  relation 


V: 


"  ^,"  '"     + etc.,  en  noodtre  n  i. 


Coan»  i  une  Talenr  m  de  la  tangente  ^  corrmKmd  une 

_._-  1   .     j       .  l    /  a'+b'nC       \    /b'+a*m' 

totre  -,  les  deux  termes  \/  -r—-, — :ret  \/  -r-—, — -. 

M  iroDTeront  dans  la  suite  qnî  constitue  le  coefficient  de 

s  a ,  et  la  relatioD  firécédente  deriendrf  alors ,  après  la  aap- 

pretsioD  <hi  faeteor  a, 

+ etc.,  en  nombre-  |. 


N  Google 


fMine  kA+I/b devient 

Poor  m  =  0,  celte  foDclloo  atteint  son  ntinimam,  qui 
est  (a+fr),  et  «m  maximaia  |/2{a'+6')  répond  ii  l'hypo- 
Uiè*em=l. 

On  aura  donc,  en  remplaçant  ctuqne  expression  par  h 
T«kar  mininnon  (a+&l,  pois  p|r  la  valenr  makimnn 
\/'i{a'+b'), 

^<J^'2(a'+A')  on  /»  <jrl^5(rf+ft'). 
t  £a  M»te  procfiaifMmnU.  ) 
JVofe.  Lesdeox  limites  deH.  Peyroony^et  d'aatres  phu  rap- 
prochées ,  ont  été  données  la  première  fois  par  J.  BemaoHi , 
d'iprés  une  génératiOD  (^^aoiqQe  d'one  coorfoe  ramparU  sur 
une  autre,  moyen  simpteet  d'une  extrême  fécondité  pour 
les  pMiBkres  dti  conrbes ,  sur  lesquels  la  ^métrie  ordi- 
naire et cdledes prqjeetifHis  na nous a^treanent abaolnoient 
rien  ;  nous  en  entretiendrons  nos  lecteors.  Tn. 

NOTE  SUR  LES  RACINES  CUBIQUES. 
vjui  m.  mmr, 

AielM  ttnltttttax  dani  1m  CollAgM  mjibi. 

Les  traités  d'arithmétiqDe  contiennent  des  métbodes  pov 
rendre  plus  rapide ,  au  moyen  de  dirisitHu  snoccaBiTef,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  Bomlvei. 
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L'exlractioii  de  li  ncine  caMqae  est  susceptible  de  sini- 
pIificilkiiiBaiiak)gDea,el,  comme  la' méthode  Ji  soiTre  pour 
les  effectua'  n'a  encore  été  traitée ,  i  notre  connaisunce , 
dans  BacDD  onvrage  éUmealaire,  nous  crorons  utile  de 
faire  comnttre  et  de  développer  par  quelques  eKemf^ea  le 
procédé  qni  sait. 

Noas,  ferons  voir  d'abord  comment  doit  être  modifléc , 
pour  U  rendre  plos  facile  et  plus  jMvmple,  la  méthode  nsitée 
Ipar  la  détermÎDalfcKi  loccesaive  des  chlffi:«s  delà  racine. 
Pais  après ,  comment,  par  aoe  Boile  de  divisious ,  on  poorra 
rendre  pins  rapide  encore  la  mëlhode  iodiqaée. 

Soit    "  ^ 

Supposons  poar  le  incnnentqae  la  racine  n+A  s(rit  entière 
et  que  fr  désigne  le  chiffre  des  imités,  de  régalilé  précédente 
ondédoira  ceUe^i: 

iN  — a»  =  fix  jSa(o+*}+6'}. 
Faisons 

Sa<ft  +  b)  +  b^  =p, 
noQS  aurons 

H— a«  =  frP. 
Admettons  maintenant  qne  (a+b)  ne  soit  qa'wie  paftît  de 
la  racine  totale ,  et  que  le  chiffre  saiTaal  toit  c  ;  de  série  vu 
l'oB  ait  ^ 

Alors 

N,-a*— «,    ' 

sera  le  reste  an  moyen  duquel  il  faudra  délérminer  e.  Pour 
cela  nous  saToop  qu'il  fhudra  diviser  une  psriie  coBvenaMe 
de  ce  reste  par  i{a+b)'„  et  que  le  quotient  indiqoo'a,  au 
flioins  appmimatiTanent,  le  cbiÉfre  à  Térificr  c.  Or  le  pro- 
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duit  coDnn.P  est  évidemment  ooe  partie- de  ce  noareau 
dîTïwur,  et  leur  diS^vnce 

3ab+3b\ 
ajoutée  à  P  doonera  le  diriieiir  cfaercbé. 
Cette  dilKrence  revient  à 

3ab+3b*'~b\ 
cl  peat  s'écrire  ainsi 

faisons  pour  abr^er 

3b{a  +  b)=:V, 
et  prenons  la  somme 

P+0, 
pour  diviseur.  Geloi-ci  quoique  trop  fort  de  b',  n'en  sera  que 
pins  utile  dans  la  pratique  ;  pan»  que  le  divisear  euet 
S(a+fr)'  donne  presque  toujours,  comme  l'Indique  la  Ibtarie, 
«n  quotient  entier  supérieur  an  dâffre  cherché. 

Qo^nea  applications  Qumérîqdes  en  familUrlnnt  arec 
l'emploi  de  ces  formales  ,  tous  en  dànontreront  l'alBifé. 

Pour  qae  l'on  puisse  suivre  commodément  les  caleols ,  ri 
en  saisir  'l'ensemhle  avec  pins  de  facilité  .'doos  écrirons,  ei 
ààtora  du  texte,  le  tableau  ou  le  type  de  ^que  opératiOB. 
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Pnmier  txempU, 
Soit  i  IroDTer  la  raciae  cabiqae  de  12  000  000  000. 


Opéraliott  prine^U. 
13000  000  000 


«000 

P.=  132*        3 

1  352  000  1 

Pj^:      150544  18 

1»7  US  000 

P,=        15  656  841 

9 

6  736  431 

k  13  000  000  000  =:  ââ89. 


Opérations  partiellet. 
23 


S.=  P,  +  U.=  1456 


389 
860 
13  821 
137* 


13  744 

1368 

=  150  SU 

=     5  472 


V,  s  5472 


2  289 

Ii840 

91641 

«8  31  2 

137  34 

P,=  156  56  841. 
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I«  {wtmîflr  diifBre  de  la  racine  «al  9;  le  reste  cwrespoo- 
daot  est  4.  Descendant  la  trandie ,  l'on  ■  40  i  diTÛet  par  IS, 
le  quotient  e§t  3 .  Alors  a+b  =  33  j  maltipliant  ce  Domlxe 
par  3(1  =  60,  et  ajoutant  9,  l'c»  a  poar  {vemiére  Tileor 
deP,le  nombre  1389  qoi  moHii^  par  />  =  3<kmi»Dn 
produit  sapërfeor  k  4000.  La  Boostraction  est  donc  im- 
poasible ,  et  le  chi&e  3  est  trop  fort.  Mois  arec  3  la  nos- 
traction  peut  s'effectoer,  et  le  reste  correspondant  1)5>, 
suivi  d'an  zéro,  dixiDera  le  noavean  dividende.  V  =111, 
par  soile  P  +  U  =  1456;  le  qnottent  corrcapondanl  eit  9. 
Mais  le  produit  bP  ne  pent  se  soustraire  do  reste;  easayoniS, 
la  sonstractim  devient  possible  et  147648  est  le  reste  corm- 
pondant.  La  division  de  1476480  par  S^  donne  le  chiBn  3, 
qae  l'on  vérifie ,  et  l'on  a  enfin  2289  poor  la  raciiM  cobiqw 
demandée. 

Dmxiim€  exemple. 

Soit  à  extraire  avec  4  décimales  la  radne  cnlriqne  de  fO. 
L'c^iëration  se  fera ,  d'après  la  mélbode  indiquée ,  confcnné- 
ment  an  l^leao  ci-joint. 
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Opérttiim  principale. 


696  000  I 
347  821  I 


348  179  000  I 

34  986  451  I 


34  301  041  000 
3  507  791  511 


2  730  917  401 


Opératiotts  partietle$. 


1020 
6831 


3410 


=  3076 
340 

«8  P,=  3478ai 

=  3684 

3  419 
10230 
lOi  651 
6838 
3419 


P«  =  34  976  451 
34199 
103570 


=  3507791511 


£Mpfoi  de  JadmMon  pour  abréger  I»  eoJcwl*. 

linqn'oD  anra  calcalé  par  la  méthode  précédrate  plu  de 
la  moitié  des  diiffres  de  la  racine  cabiqae  d'an  ntMobre,  on 
poorra ,  en  s'appoTant  sar  les  mêmes  rormoles,  déterminer 
idus  ra[Memenl  par  ta  division  les  chiffres  restants. 

Ed  eflbt,  soit  a  on  ncHobre  de  n+1  chiffres,  suivi  de  n 
léroB  et  6  on  nombre  de  n  cbiflhs.  Nommons  N  le  cube  de 
la  somme  a  +  b,iA  racine  aura  ân+ 1  chiffres ,  et  l'on  aara 


D'après  ce 


3a"  ■ 


a>10»",      ft<10". 
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De  plu ,  poi«nK  l'on  a 

b^<i<fi',      o»>10*-, 
il  Boilqae 

A'         10"  i 

D'où  l'on  Toit  que  la  somme 

a  "'"  3a*' 
en  général  moiadre  qoe  l'unité ,  n'en  pottmil  diSrer  eo 

plu  que  d'une  quantité  <  t-t^- 

Application. 
On  détermine  par  la  méthode  précédente  la  partie  i,^^ 
formée  par  les  trob  p^miers  chilfrea  de  la  radne  cabi^ 
de  20. 
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f^péraiion  frineipaie. 


19000 
1669 

7 

317000 
SI»  511 

1 

9748»  I 


OpénUwH*  pmUelkt. 


371 
8t0 
2711. 

2168 

319511 
813 


Première  dtvwHM. 


97^89000000 
97099601984 


Deuxième  divirion. 


16836 
1364 


32103 
1761 


1720  =  2,71441761. 

Les  deux  chiffres  44  qui  sairent  3,71  s'obtiennent  par  la 
divisioD.  Poor  c^  on  écrira  deux  zéros  à  la  droite  do  reste 
97489  et  l'on  dlTÎsaa  le  D(Hnbreré8nltaDt9748900 par  3^3â4. 
On  sait  qoe  dans  une  division  dont  les  deax  trames  sont  de 
grands  nombres,  les  prenûers  dhiBrea  k  la  droite  An  diTÏ- 

IRI.  DU  MATlUiT.  UI-  17 
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deade  et  d«  dinMor  a'iHit 'qu'une  MUe  inflmce  sur  les 
diiffres  du  quolient.  On  pourra  donc  se  bonier  ici  à  diviMr 
974  par  220 ,  en  faisant  usage  de  la  méthode  approximalive 
connue ,  et  k  quotient  44  donnera  les  deux  chi&es  distJtés 
de  la  radae  dont  la  partie  connue  deviendra  par  couéqnent 
27144.  I^r  la  vériGer,  on  retranchera  le  prodait  bP  de 
97489000000  et  l'on  aura  le  reste  correspoadaut  S89398016. 
Écrivant  4  z^os  à  ta  droite,  et  divisant  le  noodiEe  qui  en 
résaite  par  la  valeur  correspondante  de  P  +  U ,  ou  seule- 
ment  38939  par  22103 ,  le  qooUeot  1761  a»nplètert  l'ex- 
traction, et  l'on  aura  ainsi 

^^20=  2,71441781, 
aité  près. 


PROBLEME  SUR  LE  BIIiARB  CIRCULAIRE. 
{ Çuettion  d'examen.  ) 


On  donnt  un  cerck  et  devx  point»  intérieurs  A,  B  (Gg.  StS)  ; 
c«  pointe  étant  conndérés  comme  des  bille»  iafinimentpelilet, 
tt  la  circonférence  comme  une  ligne  matérielle  parfaitemaU 
éla$lique  :  on  propote  de  dét«rmiiur  nur  la  circonférence  u» 
point  D  tel  qut  la  bille  A ,  dirigée  vers  le  pomt  D ,  reneiau 
au  point  B ,  aprù  ïUre  réfléekie  mu-  fa  «wvm/ilrmcs. 

1 .  S«q](MMn  le  proUèiM  rémlti ,  et  Bcsez  leB  oordea  DAF, 
BUE,  et  tes  tngcntes  HDG,  FH,  lEG.  h»  anglea  FIffl, 
EDGwroBt égaux;  doac,  la  cor>dflsDAF,  DK,  avtndta 
méiBe  Iflogaear,  et  par  conéqnoit  le  titengle  DHF  scfa 
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égil  ta  triangle  D^E.  D'aifiaon,  lee  points  H,  G,  appur- 
tienoent  aax  polaires  OK,  0!f  des  points  donaés  A,B: 
ainri.  Il  qtiestiMi  ae  mainte  h  inscrire  dam  l'aogle  dcRuié 
1X)X ,  one  droHe  HDG  qni  tonclie ,  ea  son  mîUeB  D ,  nne 
drcûaférenoe  sitoée  dans  rinténeor  de  l'aiif^. 

Pour  metfre  en  équations  ce  dernier  probUme ,  je  dirige 
les  axes  de  coordonnées  suivant  les  odtés  OX,  Oï  de  l'angle 
donné  YOX  ;  et  je  ]w«nds  poor  incoonnes  les  denx  ooordoo- 
nées  ^,  y,  da  point  D  ,  milieo  de  HDti.  Le  coefficient  de 

y 
riacliaaiwn  de  la  droite  HDG,  sur  l'axe  OX,  sera  —  y, 

comme  il  «st  facile  de  s^en  assurer.  De  pins ,  <m  sait  qne  si 
/"(jK^y)  =  0  est  l'éqoalion  de  la  oourlie  FDE,  et  X',  ï'  les 
dérivées  dey(j7,^),  relatiresij;  et^,  dans  lesquelles  les 
TarîaUes  x ,  y  sont  ronplaoées  par  jt',  y,  le  coefficient  d'in- 

X' 
Y'  ' 

=  0.  Par  conséquent ,  on 

«un,  pour  dâtoBÙner  les  valeurs  des  inctmnues  :r',y,  les 
éqmtioas/(j?',y)  =  0,  ïy  — XV^^O. 

Ajoaî ,  qndle  que  soit  la  courbe  FD£  dont  l'équation  «M 
y(x,^)  =  Q,  le  point  O  auquel  il  faut  mener  la  langage 
HD&  est  sitoé  sur  la  ligne  Y^  —  Xo^  =:  0. 

Htm  la  question  proposée,  la  courbe  FDE  élant  «tne 
ciroonféroioe,  l'éya Ikm  /( jt  ,  j^  )  s=  0  devient  r*-f  a:*  tJ- 
2jyoOÊ6-i-qy+bx  +  e=0.  L'angle  e  est  l'angle  YOX 
qoeXonnent  les  polaires  OXiOY  des poinis  A,B.LescQcf- 
âdenis  a ,  6 ,  cbangés  de  signe ,  représeolent  les  donUos 
des  distances  da  point  0,  pâle  de  la  droite  AB,  aux  pieds  des 
perpeodicnlaiFesCLjCI,  abaissées  da  centre  Csurlesaxes. 
Et  leooeffideat  c  est  le  cairé  delà  tangente  menée  du  point  0 
à  la  drconféronoe.  On  a  d'ailleora  Y=S_y+ixcoai+a, 
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X:=i2:+fycoai+b,  et  par  suite  l'équttioo  Tr~^'=0 
devient  ^'  ~ar'  +  ^~  bx=:0. 

EUe  reivésenle  une  hypeibole  équilatére  dont  les  asjmp- 
totes  flont  parallèles  aax  trissectrices  des  angles  formés  par 
les  polaires  OX,  Of  ;  oa,  ix  qai  revient  aa  même,  les' 
asjmploles  sont  partilèles  aax  bissectrices  des  angles  qne 
forment  les  drdtes  CA,  GB.  Cette  bjperbole  passe  par  ki 
qoatre  sommets  dn  qaadrilal^v  OIGL ,  elle  s  son  centre  aa 
milita  de  la  diagonale  IL.  Enfin ,  les  tangentes  h  la  eoorbe , 
aax  pointa  L ,  I ,  où  elle  conpe  les  polaires  des  points  B ,  A , 
sont  parallèles  è  la  droite  BA.  En  effet ,  ces  Ungentea  doi- 
vent être  perpendiculaires  à  l'hypoténose  des  Irianglea  rec- 
tangles 0L£  ,piC ,  dont  les  cdlés  de  l'angle  droit  sont  des 
ewdes  de  l'hyperbole  éqoitatère  ;  et  la  droite  AB  est  anssi 
perpendicnlaire  à  GO ,  car  te  point  O  est  le  p61e  de  AB. 

Dans  le  cas  parlicnlier  où  CA  =  CB,  on  a  :  CI  =  CL; 
01=0L;  a=b,  et  alors,  l'éqaation  ^—iai^+ay — bx  =  0 
représente  les  denx  diagonales  GO ,  IL  dn  qnadrilalère  COLI. 

Si  l'on  suppose  CA>CB,  on  aora  a<CL,  l'ange 
1C0>  l'angle  UCO.  La  bissectrice  de  l'angle  ACB  sera  si- 
loée  dans  l'intérienr  de  l'angle  ICO ,  et  comme  cette  bissec- 
trice est  parallèle  à  l'nDe  des  asymptotes,  U  faadra  que  les 
deux  points  C ,  I  se  trouvent  sur  nne  des  deax  brandies  de 
l'hyperbole,  et  les  points  O,  L  seront  situés  snr  l'antre 
branche.  La  pmnière,  qui  passe  par  le  centre  dn  cerde , 
oOBp»«  Dècessairemenl  la  circonférence  an  deax  pirînts  D, 
B*.  Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  deux  points  satis- 
font i  la  question  proposée.  G'est-è-dire  qne  si  l'on  dirige  la 
bille  A  vers  un  de  ces  points ,  par  exemple  au  point  D,  elle 
reviendra  en  B,  après  s'être  r^échie  sor  la  circonférence. 

Car  le  rayon  CD  étant  moyen  géométriqœ  entre  CA  etCI  ; 
les  triangles  GDA,  GDI  sont  snnblables,  et  l'angle  ADG  = 
=  DIG.  De  même,  la  similitude  des  triangles  CDB,  CDL 
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doue  BDC  ^  Dl£.  MtU  l'hyperbcrie  considérée  èlanl  équi- 
Mére,  la  dif^^nce  des  angles  BIL ,  DLI  eit  égale  à  la  dif- 
tiNDMdes  apglesCIL,  Cfcl  ('),  OD  adoiicOlCsiDLG,  tf. 
pu- conséquent  ADG^cBDC. 
'{I^aprés  cda ,  ôa  voit  qoe  la  question  proposée  admet  au 
mains  deax  aolntioDS. 

S.  te  nombre  des  solutions  est ,  dans  loos  les  cas ,  ié^al  h 
cdiii  des  points  commiuiB  k  la  circonférence  et  à  l'hjperttole. 
ABq  de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  par  le  calcul  le 
plu  simple ,  je  transporte  l'origine  des  coordonnées  an  centre 
C  de  ta  drconrérence.  Puis  je  dirige  l'axe  des  ^  suivant  ta 
bissectrice  G¥  de  l'angle  ACB  des  deux  droites  GA ,  CB ,  me- 
nées dn  centre  aux  deux  points  donnés  A ,  B  [fig.M),  et  je 
prenft,  pour  axe  des  ^  ,  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent 
BCA',  en  supposant  toujours  06  <CCA.  Enfin,  je  nomme  a, 
S ,  les  cuordt^ées  x,  y  dn  centre  de  J'bjperbule ,  stiue  au 
milieD  M  de  ^nroite  IL ,  qui  unit  lea  pieds  I ,  L,des  perpcn- 
dicalaires  abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  des 
polDls  A ,  B  i  et  r  le  rayon  de  la  circonférence. 

L'éqnatiiHi  de  la  drcouférence  sera  y  +  x*  =  r*,  et  celle 
de  rbypCTbole  :  -xy  —  «j-  —  &r=0.   La  première  donne 

-i_  =  — -  ;  et  CD  poMut =s,  =  s,  uo  en 

déduit  ■.r  =  - — ï,  ^  =  —^ r^  SnbsUtoant  les  Talmr» 

•^       l  +  s*'  1+»' 

dejjj-  dans  jy  —  ly  —  tr  =  0,  il  Tient  : 

gf^td  — g')      2»r«  +  6r(l  — »') 


(i  +  O  "**' 


O  La  dUtènnoe  dei  uiglu  îonait  pii  le  dlimétre  IL  aiM  Ih  cordei  aup- 
rUMMWrw  meattt  l  m«  «xtrtmiUa.  mi  égale  i  l'ingle  de  ce  dluntlre  ei  de  la 
(Nfeale  iiMBta  rn  l'âne  de  lei  eitrtmltéa.La  tangeale  1  l'bjpefbole  an  pDiot  1 
«•m  parallèle  i  XB,  l'in|lg  dtal  il  l'agil  ni  ptMftmcBi  «elti  dM  dtgx 
<i*iM  AB,  U. 
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I  3* — *'H j a  — 1  =  0. 

Posons— î^î^  =  A,  H^^^  =  B,  il  en   rémlten 


l'AqniliOB  s^-4- As^+Bx  —  l  =0,  qui  •  déjk  AU  < 
{t.  ll,pig.  18-ai). 
Ob  a  démontré  qae  ai  les  coefficiaits  A ,  B  de  cette  dir- 

niére  équatlop  satisfont  à  l'inégalité  ('~î— )^ — f  -  v—  )'  + 
1  •<  0 ,  ses  qnatre  ndnes  sont  réelles  et  inégalsB. 
Deux  de  ces  qnatic  riciftes  réelles  deTtconent  égala, 

Deux  des  ndius  de  l'éqiutioa  sont  inagioains ,  ai  l'os  ■ 

Or.Iesé^lilé»  A=— ?^,  b_»[^     ■>  ^  jo^^j,, 


A+B  »         A— B  r  „ 

— - —  =^  —  -,  et  — T —  =  —  -.  Par  suite ,  on  a  : 

«n  en  condnera  qae  : 

quatre  racines  réelles  et  inég»les,  lorsque  ks  eoordoiuiiées 
a ,  6  do  centre  de  l'hyperbole  satisfont  è  l'inégalité  V*'+ 

V  «'  <  l/P.  Deux  des  racines  réelles  de  cette  éqvatiOD 

deviennent  égales  entre  elles,  lorsqoe  les  coordonnées  it,t 

donnent  va'+y^  =  V.i'.  Deox  des  racines  sont  iinsp- 
B8irea ,  si  l'on  a  }/7'  +  \/?>  V^. 
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SuileprentiarcaifCbâciundes  braechesdBl'Iij 
w^i»  tkeaaf&ttace,  et  «kws  le  proUème  a 
■oislions,  déteradbées  par  le»  qnatre  psmAa  E,  Et,  D,  IV, 
conanoBB  box  deux  coorbes. 

Ou»  leiecmid,  labronchede  l'hyperfoote  £E'  qai  ne  conlioil 
pwle  c«Btre  do  emcle,  derient  tangenle  à  la  drconférance. 
Etenfia,  celle  branche  A'aiacsDpowt  de  cobwiqd  arec  la 

crrconréreDce  quand  l'inégalilé  1^  4-  |/F  >■  Kr'  a  lien. 

la  condition  \^+  Ki*  <  l^  montre  dans  quelle  par- 
tie dn  plan  dn  cerde  doU  te  IrooTO'  le  milieu  M  de  la  droite 
IL,  ponr  qu'il  soit  possible  de  déterminer  sor  la  cnrconré- 
reoce  qnatre  points  E^  £',  D,  D"  satisfaisant  à  la  question 
pn^msde.  En  effet,  conttrnisez  la  courbe  PQRS  (>i;.  S6), 

dont  réquation  est  yP+yy  =  y?.  Si  la  ouidition 
y^-\-  y^  <  y^  m  remplie ,  le  point  M  devra  être  situé 
dana  l'intérieor  de  la  partie  du  cacle  terminée  par  cette 
oourtw.  (?est  le  cas  particnlier  où  le  problème  admet  quatre 
solutions.  Lorsque  le  point  M  est  snr  la  courbe ,  le  nombre 
des  solntions  se  rédnit  à  trois  ;  et  il  j  en  a  seulement  deux , 
si  ce  point  est  ext^eur  à  la  partie  du  cercle  tnminée  par  la 
coorbe.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  solu- 
tions est  égal  i  celui  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  par 
le  point  M  i  la  courbe  PQRS.  Cest  d'aillenrs  ce  qui  résul- 
tera des  CMuidérationB  suivantes. 

Je  prolonge  la  droite  CM ,  d'une  longueur  MN  =  CM  ;  l« 
pohit  M  sera  sur  l'hyperbole.  Je  joins  le  point  N  à  un  des 
points,  F,  cnnmuus  à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence ,  par 
la  droite  NE",  dont  le  prolongement  coupe  les  asymptotes 
aux  points  0 ,  0*,  et  les  axes  des  coordonnées  en  H ,  G.  Je 
mtee  fflccve  le  rayon  CF,  et  la  droite  MF  parallèle  à  (^.  Le 
poîol  F  aéra  le  milieu  de  la  corde  NE*,  pnisqne  M  est  le  n»- 
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lieudafN.  De  ptui ,  NO  =  B'O',  comme  parties  d'ane  aéeutte 
à  rb^folKtle ,  coapriseï  eotre  la  coorbe  et  ses  a^mptotes  ; 
donc ,  le  point  F  eat  aa  milieo  de  la  droite  Off.  D'où  je  ooo- 
cIds  ,  à  cause  da  panllâinoe  des  droites  CF,  MF,  qoe  F  est 
aussi  le  milieu  de  l'bypolénose  H6  du  trian^  rectangle 
HCG.  E(,  par  suite ,  HG  =  aCE'.  Ce  qui  montre  d'abord 
qu'on  obtiendra  les  points  cberchès  E",  £ ,  D",  D ,  eo  menant 
par  le  point  N ,  donné  dans  l'intérieur  de  l'angle  droit  TCX , 
des  droites  telles  qne  leurs  parties ,  *compri§es  entre  les  côtés 
de  l'angle  prolongés ,  soient  égales  au  diamètre  da  cercle,  et 
en  prenant  les  milieox  de  ces  droites. 

Cela  posé ,  S)  l'on  conduit  par  le  point  M ,  milieu  de  CN , 
une  parallèle  à  HG ,  terminée  à  la  rencontre  des  axes  OX , 
OY,  elle  sera  égale  &  la  moitié  de  HG  ,  c'est-à-dire  an  ra7<» 
r  de  la  drconférenoe.  Or,  toute  droite  égale  à  r,  et  inacrile 
dans  les  angles  formés  par  les  axes ,  est  tangente  k  la  courbe 

PQRS  dont  l'équation  est  t^  +  K?=  \/?  (t.  I ,  p.  965). 

Donc ,  à  chacua  des  points  E,  E*,  D,  V,  correspond  nne 

tangente  A  la  courbe  PQRS ,  menée  par  le  point  H ,  et  réel  - 

proqnement.  C'est  ce  qne  oons  voulions  démontrer. 

3.  Lorsque  CA^CB  {/ig.  27],  on  aGI=CL  ;  le  triangle  CIL 

étant  isocèle,  la  bissectrice  CY  de  l'angle  IGL  passe  par  le 

milieu  M  de  la  base  IL  do  triante,  et  a  =  0.  L'équation 

2(r+a]  2(r a) 

a**H — «*  +  — g — X— 1  =0  est  alors  nne  équation 

3r         2r 
réciproque»*— —s' +  — s  — 1  =0;  et  Q  est  facile  delà 

résoudre ,  et  d'obtenir  les  coordonnées  des  pointa  ch«>cliés , 

.    .                    an                   r(1  -»»)«. 
au  moTen  des  relations  r  = ;  ,   j:  ^  -^; ?— .  Mail, 

dans  ce  cas  particulier,  l'équation  xy — ajr — Cr^Oderiait 
xjr — 6.r=0;  eUorcpréseotelesdeni  A^tes.r=0,^=C. 
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la  première  est  la  bissectrice  de  l'angle  ÂCB ,  la  secoode  est 
UdroîlelL.  La  droite  ^ s=o  coope  loujoors  la  drconfé- 
reoce  en  deux  points  D  ;  hf  {fy.  37 } ,  qni  saliafoiit  éridon- 
ment  k  b  question  |vopoiée.  Si  la  distance  CM  oa  6  est 
■oindre  qw  le  rajon  du  cercle,  la  droite  IL  roKfflitrera  la 
ôrcoaCéreDce  ea  deux  points  E ,  £',  qui  conviendront  anssi  & 
la  qaestion.  (7est  ce  qne  l'on  peut  vérifier  en  conduisant  les 
droites  EA, ,  EG ,  EB.  Car  le  rayon  £G  éUnt  moyen  géomé- 
liiqoe  entre  CA  et  CI ,  les  triangles  EGA ,  ICE  seront  sem- 
Uables  ;  dune,  l'aigle  AEG  =  l'angle  CIL.  I>e  même ,  b  si- 
militnde  des  triangles  CEB ,  CEL  donne  BEC  =  CLI.  Mais 
les  angles  CIL,  CLI  sont  égaax,  puisque  CL  =  CI.  Par 
conséqaent  ABC  k  BEC.  Oa  proovwait ,  de  même ,  qoe 
AE'C  =  BEX. 

4.  Si  les  points  donnés  A ,  B ,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
GMitreC  dn  cercle  (/>;.  28  J  ;  la  droite  IL  coïncidera  avec 
l'axe  ex  i  rortt(»)iiée  6  da  milieu  M  de  IL  sera  nulle.  Alors 
l'équation  ^rj-  —  ajr~ex  =  Ose  réduit  kxy  —  ay = 0  ;  elle 
rtpréienle  les  denx  droites  ^  =  0 ,  .r  ^  a.  La  première  ren- 
contre la  circooCërence  anx  points  D ,  D',  qui  répondent  h  la 
question  p^posée.  La  droite  :c  =  a  rencontrera  la  circoofé- 
raice  en  deux  points  E,  £',  lorsqu'on  aura  a  •<  r.  Et  ces 
deox  pmnts  satisfenuil  encore  au  problème.  Pour  ic  vérifier, 
je  mènerai  la  tangente  HEG ,  qui  coupe  aux  points  H ,  G  les 
polaires  IH,  LG  de  A,  D.  On  aura  HE=z:EG,  puisque 
]M=1tlL.  D'ailleurs ,  la  corde  des  contacts  EK  des  tangentes 
HE ,  HK  passe  par  le  point  A ,  et  celle  des  tangentes  GE ,  GF 
oODlieot  le  point  B.  Les  triangles  isocèles  KEH,  PGE  étant 
égiax ,  OD  «ara  l'angle  HEK  =  FEG.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

G. 
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DE  QUELQUES 
PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES. 


Pn>leM«at  t  VtXol»  atvala. 


Le  carré  d'un  aoiabre  eulier  qndcooqae  n  egt  égal  à  la 
somme  de  tous  les  nombres  impairs  depuis  l'oDilé  jos^'ao 
double  de  ce  nombre  dimioDà  d'aae  nnité. 

Cesl-à-dire:     n'  =  l  +  34-5  +  ....  +  (2ra— 1). 

n  est  d'ab(»d  éridenl  qoe  la  fVOpositiOD  est  vraie  pour  1 , 
pour  9  dontle  carré  i  esterai  kl +  3,  ponr3d<Hit  te  carré 
Sest^l  A  1  -(-3-1-5,  etilestfaolledeproaTerqiiesilaloi 
est  vraie  pour  le  nombre  n,  elle  est  eDC(»«  vraie  pour  n-f-l. 
car  si 

i+3  +  6-\-....  +  {2n~1)  =  n\ 
on  (Atient  aisément  : 

H-S+5+....  +  (2n— t}+(2n+l)  =  (n*+2n+l)=(B+J)\ 
Doac  la  suite  des  nombres  impairs  reprétente  un  carré  qnd- 
coaque,  et  en  prenant  an  nombre  qaelconqne  de  tennes  de 
la sâie  l-|-3-t-54- ....  -|-(2n+i)4-etc.,  on  a  nécessaireatent 
on  carré.  On  voit  anssi  qne  les  carréi  sont  altanativement 
pairs  et  impairs  i  ce  qui,  an  reste,  est  évidente  priori. 

Si  on  omsidêre  ta  série  qni  représente  les  cubes  de  tons 
les  nombres  entiers  :  1  +7+ 19 -{-37-}- 61  +  91 -f  etc.,  on 
voit  anssi  qne  tous  les  termes  de  cette  série  sont  des  uMnbres 
impairs  ;  et  même  tons  ceux  que  j'ai  écrits ,  et  bien  d'antres 
eocore ,  sont  des  nombres  premiers  absolos  ;  ce  qoî  ferait 
<Toire  qne  la  formnie  3r*  -|-  3n  -f  *  oe  représente  que  des 
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nombres  ivemltts ,  si  on  ne  sarait  qn'H  n'existe  ancQiie  for- 
mnle  algébrique  propre  à  n'eiprimer  qne  des  nombres  pre- 
nien.  (  Legendre ,  Théorie  da  notnbret.  ) 

Mais  si  la  rormnile  3n*  -]-  3r  -|- 1  ne  contient  pas  sealemeat 
te  Dombres  premiera ,  elle  en  contient  nn  si  grand  nombre 
qu'on  peut  les  ranger  i  cAté  de  ces  romaales  reraarqaables 
dIAts  par  Eoler ,  Legendre ,  etc. 

Il  est  aisé  de  Toir  qne  3r*  -f-  3n  ~J-  1  représente  tonjonrs 
un  nombre  impair  ;  mais  k  priori  on  voit  que  les  nombres 
entiers  étant  alto-Dativement  pairs  et  impairs,  il  en  sera  de 
mtote  de  leurs  puissances  d'an  ordre  quelconque,  et  que  par 
couéqnent  la  différence  «itre  deux  poiasances  n'  conséCD- 
aidrei  est  tonjonrs  an  noml)re  impair  ;  de  sorte  qne 

[B  +  i)*— «"  =  ffin*~'+™^'^'~     n*^  +  clc—.  +  l 

est  toujours  on  nooibre  impair. 

On  peut  se  demander  si  3n*  -f-  3n  4~  1  ne  peut  pas  être  un 
carré parfeit?  ce  qui  revient  à  dire  :  L'éqnatioa  indéterminée 
3r'-|-**+l=r*e*t-^**  snscepliWe  de  donner  pour  jr  et^ 
te  valeurs  rationnelles  ? 

On  peut  appliquer  à  la  rechnvbe  des  solutions  rationnelles 
de  cetie  équation  nn  procédé  qui  convient  à  tous  les  cas,  et 
qu'en  conséquence  je  vais  développer  sur  l'équation  générale. 

Soil  :  ax*-+  bxy  -J-  çy'-\-  <ir  -f-  y  +/=  0  dt^nl  il  s'agit 
de  trouver  les  solutions  rationnelles  pour  j:  et  pour  >-. 

Réservons  l'équation  par  rapport  à  f .  On  a 


by+d^ 


^=—^^:h  —  y(b'—^ac)y+2lbd—1tae)y+d'—Aaf. 

Pour  qoe  les  valeurs  de  :r  et  de  ^  soient  rationnelles ,  il 
laut  et  il  aufllt  qu'il  existe  des  valeurs  rationnelles  de^  qnï 
rendent  U  quantité  sons  le  radical  nn  carré  parfait. 
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Fropos(Hi»4U)UB  donc  de  Iroorer  dm  valeurs  de  y  qui  ren- 
dent ny''  +py  +9  ua  carré  parfait. 

ÊgaloDB  m^+px+qkd,  et  sappowms  d'abord  i|ae  les 
Talenrs  de^  tirées  de  celle  équation  soient  récllea  et  égales 
à  p  et  p'.  Od  aura 

Vny-^py+q  =  V/(nr— n?){^— 0')  t 
on  pourrait  trouver  tout  de  suite  une  solution  eu  égalant  les 
deux  Tacleurs  soos  le  radical  ;  mais  remarquons  que ,  tans 
cbai^r  l'équation ,  on  peut  multiplier  l'un  de  ces  facteurs 
par  une  quantité  arbitraire ,  pourvu  qu'on  divise  l'autre  par 
la  mdnie  quanlilé.  On  a  ainsi 


\/'^ 


j.       'jj     'fil 
et  si  nous  posons  : 

nous  obllendrous  des  valeurs  de  y  fonctions  de/,  et  qiù  sa- 
tisferont  h  la  question  toutes  las  fois  que/* sMa  ralioual. 
De  réqnaUon  précédente  on  tire  ; 

■^    «-/•  • 

•abslitiiaiit  cette  Talear  de  y  aoos  le  radical ,  on  a 

et,  par  suite, 

2a  2a 

Donc ,  pour  toute  valeur  rationueUe  de  ^,  on  a  une  vakor 
rationnelle  pour  ^  et  deux  valeurs  raticnnelies  pour  x. 

Mais  il  pourrait  se  faire  (|ae  ^  el  f  fussent  imaginaires , 
aktn  il  faudrait  modifier  notre  méthode. 


N  Google 
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Il  poDinJt  ie  foire  aussi  que  3  et  ^'  tamatt  irratiooneb  ; 
cci  denx  cas  se  préaeoleBt  h  la  fois  ponr  l'équation  3;i;'+ 
3jr+1=^',  cars{<Miégale3x'  +  3j:  +  1àO,  on  tin 

Toid  ooinmait  on  peat  op^^r  dans  ce  cas  : 

On  suppoae/de  la  forme  a  +  bv — 1.  Alors  érldanment 
U  valeur  générale  de  y  devient  en  partie  réelle ,  en  partie 
imaginûre  j  tnaia  le  coefBcîent  de  la  partie  imaginaire  con- 
tienl  b ,  oo  poarra  donc  profiter  de  t'iodétermiDation  de  b 
poor  égaler  ii  0  le  coefficient  de  V—ï  ;  ensoite  on  disposera 
de  â  de  manière  i  rendre  le  radical  un  carré  parfait.  Et  il 
est  clair  qge  j'  ayant  une  valeur  réelle,  x  anra  aussi  une 
Taleor  rédle  ;  car  le  produit 

(_^_._p^/r7)(J— «+pv/^)  , 

est  loojonra  réd  quand  y  est  réel. 

Resterait  i  séparer  les  Talenrs  entières  de  ^r  et  dey  :  ce 
frocédé  est  en  général  insuffisant  ;  mais  il  peat  servir ,  dans 
certains  cas ,  k  troarer  nn  grand  nombre  de  valeurs  ratlon- 
adlesi  et  ooinme  il  est  infiniment  plos  simple  qae  le  procédé 
indiqoé  par  Legendre,  dans  sa  Théorie  des  nombres,  il  sera 
peut-être  atile  qae  j'j  revienne  dans  un  prochain  arlide. 


ANALYSE  D'OUVBAQES. 


Programme  détieloppé  d'un  eowi  d'arilkméliqite  éUmeittaûre 
rm/imuMif,  oiOre  tti  quettwtunéeeamra  d  tout  examen , 
dit  t4AUmtx  comparatif  (fes  aiictenn«8  et  nouvelki  memrei 
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«t  Al  e^aU  de»  inlértlt  {fnaàèn  partie);  par  L.  Gu- 
TSLnin,  professeur  de  mathéouti^uu  {'). 

Le  programme  qoe  nous  annoDçons  ne  cwisiste  pas  uni- 
qoement  en  une  table  des  matières  traitées  dans  la  plupart 
des  oarrages  )  c'est  un  expMé  méthodique ,  nne  analyse  rai- 
smiDée  des  principales  questions  dont  l'ensemble  forme  un 
cours  d'arithmétique  élémentaire.  L'auteur  a  sn  faire  entrer 
dans  l'énoncé  même  des  questions  proposées  une  indicatioQ 
suffisante  du  moyen  de  les  résoudre;  en  rapprochant  les 
principes  par  (oos  les  pointa  qui  leur  sont  communs,  il  s  fa- 
cilement établi  lenr  liaison ,  et  mis  en  évidence  les  avantages 
qui  réatâteot  d'bRe  théorie  bien  hite. 

Ce  programme  est  destiné  k  des  commençants.  Il  se  com- 
pose de  six  chapitres  subdivisés  eu  leçons,  dont  l'élendoe  a 
toujours  été  proportionnée  h  la  difficulté  du  sujet  qu'on  j 
traite  ;  plusieurs  des  leçons  se  terminent  par  des  ai^licalions 
numériques  très-bien  choisies  pour  dooncr  une  idée  précise 
des  simplifications  dont  les  règles  générales  sont  parfbis 
flBieeptibles. 

Le  programme  de  H.  Ctutdnau  sera  trés-otile  aux  Aères 
de  praniére  année,  il  convient  parfaitement  i  l'enarignemeat 
des  éodea  primaires. 


!■  Train  ^aritkmétiqiuàl'iuegedeiéliveiqmaedegtiiuiUà 
Pécoh  milUairey  à  féeole  âet  minei ,  au  génie  cmU  ^  à  la 
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wariae  ;  par  C.  Beck  ,  professeur  de  maUiémaliqiies  sopé- 

rieares  aa  collège  royal  d'Are  (*). 

Le  goaTemement  belge  a  soascrit  poar  60  exemplaires  à 
cet  davrage.  Nous  en  r^drons  compte  dans  un  de  nos  fco- 
chùm  Doméros. 

1  Leeotu  de  géométrie ,  (nries  de  notiODS  élémentaires  de 
géométrie  deacriptive  ;  parL.-P.  Giroddc  ,  professeur  de 
matbématîqnes  an  collège  royal  de  Henri  IV  ;  ouvrage  an- 
twisè  par  le  conseil  royal  de  l'instraction  publique , 
denuème  édition;  Paris,  chez  Hachette  ,  libraire,  rue 
Pierre-Sarrazin ,  12;  1M4.  [On  en  rendra  compte.) 

3.  La  deniiéme  édition  deaÉtémenttde  géomélriedeM.  Lioa- 
nei ,  profetseor  au  colley  Louis-le-Grand ,  vient ,  sur  le 
nppwt  de  M.  Sturm ,  et  sor  la  proposition  de  M.  Poiusol , 
d'élre  adoptée  par  le  conseil  royal  de  l'instrucUoD  publique , 
pour  Fosage  des  collèges  ;  diez  Dézobry,  libraire ,  rue  des 
MafOQS^orbomifl ,  1.  (Voir,  t.  I,  p.  431.) 

4.  Eiinnn  d'Aic*ub  ,  par  M.  AwrrfaM,  inapedear  géoéral 
de  nJnlTenitéj  9*  édition,  l  vol.  in-S*,  18t3.  —  Chez 
SacMùr,  Ubntre ,  quai  des  Aogtutins,  55. 

5.  Cocis  Di  GtOKÉTBiE  tLtMHiiuiB,  psrH.  jt .  J .  H.  f^itueot, 
jvofeaeur  an  collège  royal  Saiot-LouiB;  rera  ooiôoiiil»- 
ment  par  Panleor  et  par  M.  Sowdon,  inspeclenr  géoteal 
de  rUniTeraité  ;  S*  édition,  i  vol.  ia-8'avec  jdaocbes,  ISU. 
(OuTrage  adopté  par  lUoiversîtè. }  —  Chez  Bachelier,  li- 
braire ,  quai  des  AuguaUns,  55. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Qoisnon  84. 

Oq  a  mis  daoa  one  urne  SO  billets  namérotéi  l.a,.... 
30.  Snr  ce  nomlnv,  il  y  a  S  bons  bUlets  et  15  nuanis. 
SO  personna  doivent  paiser  BDCCostremeot  dans  l'anieet 
prendre  nn  des  billets,  lia  chance  de  p-endre  on  bon  iaUd 
est-elle  la  même  poar  tontes  ces  personnes  ?  (  Fodol.  ) 


On  a  nn  jen  complet  de  52  cartes  ;  on  les  jette  sncoosiTe- 
meot  snr  nne  table ,  en  les  retournant  et  prononçant  h  me- 
sure, 1,2,  3 13,  et  recommençant.  Quelle  estlspro- 

babiblé  de  rencontrer  juste?  L'ot  compte  pour  t ,  lemM 
poar  It,  la  dame  pour  IS,  et  le  roi  pour  13.  (Fodot.) 

ODBSTION  86. 

Inscrire ,  dans  un  triangle  donné ,  nne  ellipse  dont  b  tnr- 
faoe  Mit  égale  à  celle  d'nn  cercle  donné. 

Gn  discutant  cette  qoesilon ,  on  déterminera ,  comme  cm 
particulier,  l'ellipse  inscrite  dont  la  surface  est  on  masimon. 
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STATIQUE  APPLIQUÉE  AU  MAGNÉTISME 

{École  normale). 

JMe  ntr  ta  maniire  de  corriger  le  âéfmt  de  eenlraçe  de» 
boutsolei  ^mclinmtoR. 

WAM.  m.  *maM  Bâar . 

ProteM«ttr  «a  «tlliga  d«  Cturlemigii«. 


On  sait  qu'il  est  presque  hnpoesîbte  de  coDitraire  une  «â- 
guille  d'inclinaisoii  de  muiére  que  l'^xe  aatogr  duquel  cUe 
ect  naûbile  pwae  exaetemenl  par  le  cealre  de  gnrlM  de  celte 
aigvfUi].  Ponr  comteler  ce  difaiU  ia  oemirage,  aa  fUt  coIik^ 
der  le  plan  de  rotatioa  avec  le  laéridieD  nucBétiqae.^etl'wt 
obterve  l'angle  a  que  l'aigaille  en  éqnUibK  fait  «ree  l'Iiul- 
sonjale  menée  dam  ce  plan  ;  pois  on  change  le  teas  de  l'ai- 
manlatkia  de  l'aîgaille,  et  l'on  reconnaît  qae  dana  le  meac 
adridien  dle'falt  arec  rboriaoUale an  angle  a',  qui,  dana 
le»  appareilfl  les  piua  prMa ,  diffère  pea  da  prentfer  angle  a , 
nais  qni  ne  loi  est  janaia  ^at.  On  a  coutume  de  fwendie 

pour  fflesnre  de  l'inclîoaison  la  moyenne — - — .'  Je  me  pro- 
pose ici  d'apprécier  cette  correction,  et  en  outre  de  la  mo- 
difia- dana  lea  cas  oà  elle  serait  insuffisante.  Poui.ceU,  je 
n'aorai  qu'à  résoudre  et  à  discatcr  un  problème  fort  simple 
de  staliqne ,  dont  voici  l'énoncé. 

Une  aiguille  aimantée,  que  Von  suppose  réduile  &  sm 

axe,  étant  sospendoe  par  un  de  ses  points  F  ToisJu  do 

son  centre  de  gravité  G,  a  Tait  arec  l'horizontale  nn  angle  a 

dans  le  méridien  magnétique.  La  même  aiguille  aospeodae 

UN.bi  utiatm  m.  18 
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par  le  même  poiat  F,  mut  alioaiitée  inégalemcot  et  eo  »eos 
contraire ,  a  fait  avec  l'horizoatale  un  angle  a'  du»  ce  méri- 
diao.  Oo  demande  l'iocUnaiioo  vraie  de  l'aigoiUe,  c'esl-i* 
dire  l'aDgle  i  qu'elle  ferait  avec  rborizootale  dans  le  mdme 
méridien ,  si  elle  était  Biupeiidnfl  par  bob  centre  de  gravité. 
Od  admet  que  dans  les  deux  cas  la  dîslribotion  domagné- 
tisme  libre  soit  la  mteM  Hiivaiit  la  k»g«iir  de  l'aigaille.  De 
{dos,  Iwaqo'oQ  la  taspeodait  boriiontalement  (*)  sous  l'in- 
floence  seule  da  globe,  et  qa'on  l'écartait  de  sa  direclioa 
d'éqoililKv ,  elle  exécatait  en  Doe  minale  a  otcillatiODi  dan» 
le  premier  cas ,  et  f^  dans  le  «econd. 

Sohiiioh.  Plaçons  l'observateur  à  Paris  ou  en  an  poiat 
qpeloonqae  de  oolre  hémiqthère  magoétiqne.  Soit  a  >■<>',  te 
qui  revieatàsappoaer  que  dans  le  premier  état  magoéciqno 
de  raigoHlê  son  cratre  G  soit  «tloè  sur  m  partie  OMMlrak, 
e'est-è-dire  sur  celle  qni  s'abaisse  vers  le  nord.  Alors  la  p»- 
aaaleor  doit  augmenter  llnelinaison.  Désignons p«r;>  le  poMi 
de  l'aigaille,  par  «fia  distance  inoonnueda  ceatre'G  an  potnl 
ftxe'F,  par  /  la  distance  FA  da  point  S»  an  pôle  anstral  A 
deraigviUfl.elpar  riadistancePBda  anéme  point  fixaan 
pAleboréalB  (^.  39}.  Chacune  des  forces  du  Coa|rfetefTaMi« 
appliqué  à  l'aiguille  pourn  être  représentée ,  d'après  la  théo- 
rie da  pendule,  par  en*,  e  étant  un  poids  constant  dan  k 
même  lien  poar  une  aigoille  dans  laquelle  la  dislribulion  du 
magnétisme  libre  ne  change  pas.  Egalons  le  moment  da  poids 
&  la  somme  des  mcmients  des  forces  magnétiques  du  globe, 
lorMs  qui  font  avec  tliorizonlale  FH  l'angle  i  deraamM  :  il 
viendra 

^co8a  =  cn*Jsin(a — 0  -^cn'lmia  —  i). 

Dans  le  second  élat  magnétiqQe  de  l'aigniOe,  le  centre  G 
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—  85»  — 
len  dtÊé  sur  sa  partie  boréait ,  c'est-i-dJre  sur  celle  qui  »'é- 
léfc  vers  le  sud ,  et  11  petantear  dimianera  l'iDclinaîsn). 
(kKane  des  totcea  tprreitres  aura  poar  valear  en",  el  l'é- 
qoilion  des  moments  sera  (*] 

pdoosa'  =  cn"l»iali  —  t^)-i-ea"ràa(i — «'). 

En  dirisuit  ces  deux  «qoatiODS  membre  h  membre ,  bous  éli- 
niiKTOiu^,  d,c,l-{-f,n  SODS  aorot» 

cosa        n'sin[<i  —  i) 
coati  "^  n"Biii(i— oV 

De  U  on  dédntt  sans  peine 

H'  tang  a  +  n"  tança' 


I.  Celte  formols  montre  qoe  l'indioaisoa  rédle  i 
dépend  noo^eolemeat  des  iDclinaisons  apparentes  a  et  a', 
maiieioore  des intenrités  relatives  da  magnétisme  dévekq^ 
dam  l'aignille  par  les  deiix  aimantations  inverses.  Il  sera 
fuik  (U  rendre  n'  aniei  pen  différent  de  n  que  I'od  roadra , 
enpmuDt  une  aigollle  qoi  ne  soit  pas  trop  fprtemept  trem- 
pa, en  l'aimantant  chaqae  fois  arec  des  raisceaax  d'aimants 
lri»4iiergiqnes,  et  en  mohipliant  les  Mctions  de  maniàre  à 
MMnr  l'aiguille  dans  les  deax  cas.  Il  faudra  mmï  qa»  IC  mi* 
tMefaimaiilalionsail  exadaMntlaméma  daoftJasaooad 
CM  que  dans  le  premier ,  afin  que  l'intcrvalio  Afi  OD  '  +/ 
des  denx  p61es  d«neare  constant.  Noos  supposerons  donc, 


n  bwi  la  f  ratiqM  fâmtle  a  m  ■'•Df  U  ■>  i/Ht  p»  la  réMHal  iTaM  Mala 
•tanMin  -.atoé  m  U  moienne  da*  tagla*  qM«  l'aa  obtlMt  en  préunMnl 
NcnuhaiDHt  la  même  Tasa  daTalnlO'* ''*■>  ■' *  roDeit,Blcn  llunlcfatqae 
Ma  far  la  limkc  fradat  au  daai  aitrémiUa  da  l'aliaill*.  On  carriga  alnal 
fkélbmt»tiMe  «•  «MdcMmmm  <a  Tue  maiaéti^iM  itm  l'aM  â*B|ue. 
>  U  liUla  eaaibara  qM  p«a(  tt«it  «•  darator  tM.  Paar  aarair  iMqa***  tmi 
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liant  ce  qui  va  «lirre ,  n=in',  «1  la  formale  deTiend» 

Aiiui  <a  UmgmU  de  la  vérittdtU  inclinaùon  al  égale  d  la 
demi-iomme  det  tangmta  det  deuH  melinaiioni  obierviei. 

lleilaiaé  de  oooitraire  l'angle  t  géométriqnenieatj.ooa- 
Qaîaaant  a  et  a'  :  OD  tracera  une  circonféreiiee  de  cercle  avec 
no  rayon  ^ai  k  l'nnité.  Soit  F  {/ig.  30)  le  centre  i  soit  FH 
on  rayoD  IxHiiootal;  soieat  HT  =  taDga  et  HT=:taBg<i'. 
On  prendra  le  miliea  O  de  la  diKrenoe  TT*  des  denx  Un- 
geotes ,  on  joindra  ce  point  0  in  centre  F,  et  l'angle  HFO 
•era  évidemment  l'angle  demandé  i. 

De  cette  GODSlmction  résnlle  l'inégalité 

'>'-Y- 

Car  si  Ton  menait  la  bissectrice  FO*  de  l'angle  TFT  on 
a  —  fl*,  elle  diviserait  la  base  TT  en  deux  parties  TO'  et  OT, 
qui  seraient  entre  elles  comme  les  cAtés  adjacents  FT  et  IFT 
on  comme  seca  est  fc  scco'.  OT*  serait  donc  flaa  petit  qne 
OT  ou  -^ ,  et  partant  HFO'  on  aerail  plos  petit  qut 

HFO  4«1  eat  aotre  angle  i. 
On  détetratt  enoore  cette  inégalité  de  réqnlii»   noi 


Ma 


cota'       na{i — a*)' 
£neffM,dea>a'onconcUitcoaa<co»a';doiicoa  doit 

avoir  sin(<i  —  tl  <C»\it[i~t^  ,  et  par  saite,  a — 1<» — «', 

ca  i> ,  G.  Q.  F.  T.  On  votl donc qne l'approxlna- 

tkHi  mitée  qni  cooaiste  à  poaer  i  =  — — -  donne  une  încli- 
naison  on  pen  trop  faible. 


—  261  — 

L'expmsion  ^ae  j'ai  obtenue  pour  Ungt  n'étaol  pas  im- 

médùloDeDt  calcolable  par  logariliimes ,  on  pourra  la  r«m- 

plieer  par  celle-ci  : 

■ifl  ta  +  a') 
taoKi  =  ^^^-^—^-, . 
"       Scosacosâ 

Miis  U  Taot  mieox  prendre  pour  inconnue  rexcës  de  i  lur 

■  Des  tranerormaliona  faciles  coodaironl  à  la  formule 

â 

a  +  a-X 


(-^)  = 


lang 

Ceit*  expression  est  loojoQrs  positive ,  quel  qne  «oit  le  signe 
iea  —  a';  ce  qne  Yoa  pcnraît  prévoir.  Elle  servira  k  eslca- 
Ipr  t  tr^stmplement  m  fonction  de  ta  demi-somme  rt  delà 
deni-diKrence  des  angles  observés  (*)■  Cette  cipresaion  a 
■oni  l'avantage  de  dooBcr  la' mesure  de  Terrear  que  l'on 
commet  ordisairement  dans  la  pratique.  Pour  la  vaéme  dif- 
fticoce  a —  a*,  l'erreur  croit  h  mesure  que  l'inclinsison  augr 
OAntc.  On  conçoit  qne  cette  erreur  soit  régligeable  pour  des 
indinaiïons  faibles  ou  même  nwjenncs.  Mais  pour  les  gran- 
des indioaisons ,  elle  devient  trop  forte  pour  qu'on  la  laisse 
nbtister.  Appuyons  celle  remarque  de  quelques  exemples 


l'différaMda»,  ra  pirrlcndniiiàliforaMleplaii*- 

■+"■-, 


«(*-•)■ 


'inlHiadtaj'akMBrliMpoaiikrittT— —parlM— —  pcrf. 

Si  l'oDt*lMii  W  — »  <]>a>MIM  upntdoD ,  un  Mlombcraii  Jur  eell*qni«M 
iodiqiit«  diM  la  leiU.  Il  lerut  (itt  loMl  d«  lt*n*M  le  npport  qui  dtrnll 
«bUr  wttv  m  et  11'  ron  qaa  ¥ii  •*!  rlgoartaMioeni 

ungy— B— 8,  OD  CD  d'iDlrc*  iniDH  '~""î — 

■t  btnucoup  tiop  ptrtwullct  iioar 
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Une  bDOBK^  d'indiDaison  peut  être  regardée  comme  (réi- 
boDne ,  81 ,  pour  des  iDdinaisona  Tohines  de  45*,  It  dintrenec 
a  —  a'  n'est  qoe  de  1°.  Posons  donc 

2  2 

nom  IrouYeroDs  (")  » — =  15",72. 

L'erreur  oe  tombant  que  sor  les  secondes  a  peu  d'Impor- 
tance; car  ici,  la  natore  des  «^werratioBS  ne  permettant 
pas  d'atteindre  one  prédaKMi  illimilâe ,  il  est  peot-étre  ina- 
lile  de  défMoer  les  ninnlet  dau  l'iralintwD  dea  anftes,  et 
no  sorcfolt  d'ezaotitnde  qal  m  porte  v*"  >'v  ^  secoadt* 
est  sans  doole  iUoaoire .  Mais  sappoaoaa  qa'à  nue  baale  lali- 
tnda  l'axpjrieoce  ail  donné 

Il  Tiendra  i—'^~-  —  r99',U. 

On  eommeltrtit  donc  noe  .o-rcw  notaUe  si  l'on  ponil 
dans  ce  cas  t  =  — — .  Il  en  serait  de  même  d  fortim  » 
la  différence  a  —  a'  snrpassait  nn  degré. 

Pour      ^i^  =88-        et        ^^  =  !•, 


on  trouTerait      i ~—  =  S9'  59",59. 


1  lrè*-pcUt,  OB  pwl  MR}»Bn 


pnDlen  décret.  Lteilenldii '^^—  «tt*  dononopiu  (■•iatdlaear 

4Bt  leealsuldireDld«l'inBlBi,p«or  leiiiiBlllbDitriiliitDérileDMBinao 
Il  woondepinladMUbLu.DA  leilagirlltamea9ontupK«idediimiJiii 
dei.  TaateroliMUflmDiniuaii'«deTiltaT<|D'fn  thMrla.parnqav  UW 
pvlic  duwblcidmns  une  apnrviiaiation  plus  qus  i   ~  '     ~ 

dMiilidcl't 
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-  des  deux  aogles  ferait  trop  bible  de 

ftèt  d'an  demi-def^. 

Enfin  sappcMons  l'ai^ille  assez  mal  c«fi^r^  pour  qu'à  dm 
certaine  latilnde  elle  se  dirige  boriiuntalement  dans  le  néri- 
dioi  magnétiqoe  apr^  le  reoTersement  de  ses  pAles.  On  Tq- 
Tait  akirs  a'  =  0 ,  et  les  formules  se  réduiraient  k 


Uoga 


.0-0 


taDg(i--)-toDg»; 


Ces  fotiMtai  SCTaieat  dora  d'âne  néoMsilA  iaeonteitablB. 
AjeotoM  cependant  que  les  bomaolfla  d'Iactieaisoa,  tdiei 
qe'on  les  Uriqne  aàjoord'faoi ,  ne  pourraient  présenter  oatte 
drconataiM»  qoe  si  l'angle  a  était  fort  petit,  c'eat-è<diTe  si 
elles  étaient  transpsrlées  dans  le  voisiiiage  de  l'équateor 
magnétique. 

Notre  mode  de  oorreCtioa  serait  encore  applicable ,  si ,  aa 
lien  de  cherdier  k  mesorer  dlreclement  l'incliDatsoa  abso- 
lue  i  dans  le  méridien  magnétiqae ,  on  évaluait  les  indinai- 
soM  rrioliees  r  et  t"  dans  denx  plans  verticaQX  faisant  entre 
enx  nn  angle  ■.  Dam  cette  mélbode  indirecte ,  on  calcnlerait 
i  par  la  fonnnle  connue 

V^cot'  i'  +  eut'  t"  —  2  cos  »  cot  *'  cot  i" 

oolt  = : , 

sint 

et  si  l'angle  i  él%il  droit,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  on 

anrait 

cot  î  =  Vcori'  +  cot'*". 

Gomme  îi  faot  renTerser  les  pAles  de  l'aignille  dans  cba- 

cmedetdeaxobferTBlioas,  notre  csknl  donnerait 

.      ,                         ,       .      langâ -t- tango' 
dansleiwerniercas,    lang?=— ^ — , 

«(dans  le  second,        taBgir'=  — -2 — - — 2—, 
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betf  déaigDADt  l«s  angles  bonxAognn  aux  aogles  a  el  a'. 
On  obtiendrait  ainsi  r  et  t"  plos  exactement  que  si  l'on  m 
contentait  de  prendre 

,.  =  _.-        e.       .'■=^-, 

ft  l'on  aérait  conduit  ii  une  valeur  pins  rigoareuse  de  l'indi- 
naison  absolue  i. 

En  rèsnisé,  je  pense  que  le  mode  de  correction  qœ  je 
propose  aurait  quelque  aranlage  même  pour  les  obserratîoiw 
qw  l'on  fait  arec  les  meiHenres  boussoles ,  el  que  de  |das 
il  servirait  i  atiliser  des  a%oillee  d'iaclinaison  dont  le  déTaot 
d«  centrage  est  trop  grand  pour  élre  saflBsammenl  corrigé 
par  l'emploi  des  moyennes ,  auquel  on  s'est  borné  jusqu'ici. 


MËMOIBE 
SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS. 


PAR    M.   AmOT, 

PraruMur  de  nulbtmilIqnM  «a  Mllège  8ttiit-I.oare. 


1  ■  Ltrsqu'nne  circwirêrence  est  divisce  en  un  nombre  m 
d'arca  égaux ,  les  cordes  qui  sous-tendent  ces  arcs  forment  le 
polygone  régulier  ordinaire  de  m  côtés-  Mais  il  existe  |do- 
sieura  espèces  de  polygones  dans  l'ordre  de  m  cOlés-  (  Toyer 
Mémoire  tur  lapolygona  et  let  polyidrei,  par  M.  Poinsot, 
Journal  de  l' École  polyUthnûpu,  10*  cahier,  page  16.) 

Soit  a  un  nombre  entier  inférieur  et  premier  à  m,  toute 
Corde,  qui  sons-lend  im  arc  ^al  à  une  fraction  de  la  circon- 
férrnce  marqnèe  par  — ,  peut  être  considérée  comme  le  côté 
d'un  polygone  régulier  de  m  côlés.  Si  a  =  t ,  on  aura  le  po- 


N  Google 


tjgoM  régulier  ordiuire ,  et  dans  loat  autre  cas ,  ce  aen  ua 
polygone  régulier  éloilé.  L'espèce  de  ce  polygone  est  mar- 
quée par  le  nombre  de  fois  qne  le  périmètre  Tait  le  tour  en- 
tier de  la  circonférence,  on,  ce  qui  est  la  même  diose,  par 
le  nombre  d'onilés  contenues  dans  le  namérateur  de  la  ft'ac- 


S.  n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers  qoelcoBqoes  pre- 
miers entre  eox ,  supposons  qne  l'on  connaisse  les  valeurs  de 
tons  tes  cdtés  des  différentes  espèces  de  polygones  réguliers 
de  l'ordre  n.  ainsi  qne  de  l'ordre  n',  «t  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  des  côtés  des  différentes  espèces  de 
polygones  réguliers  inscrits  an  même  cercle  et  contenus  dans 
l'ordre  marqué  par  le  produit  an'. 

RippeloDS  d'abord  la  proposition  suivante  démontrée  par 
M.  Pcânsot.  (  f^oyex  Mémoire  déjà  cité.  ]  ' 

Diu  l'ordre  des  polygones  de  m  côtés ,  il  y  a  autant  d'es- 
■pèoes  dilRrentes  qn'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  depuis 

l'uité  jnsqn'an  nombre — - — . 

Si  l'on  désigne  ce  nombre  par  M ,  et  que  l'on  snppose 

01=^.  e*.  7' ,  a,  6,7  représentant  les  faclears  simideft 

on  premiers  de  m ,  on  sait  qne  l'on  a  : 

«=ï(-0('-DO-!> 

3.  Soient  deux  nombres  entiers  n  et  n'  premiers  entre 
eux  ;  soioit  en  onlre  a  un  nombre  entier  premier  à  n  et 

moindre  que  5  1  et  a'  on  nombre  entier  premier  è  n'  el  moin- 
dre qne  — ,  si  l'on  forme  les  deux  fractions  -  ±  -^  =  — ; , 
A  re[vésentànl  l'un  on  l'autre  des  deux  nombres  iin'=ta'jt, 
H  qne  l'on  remplace  successivement  a  par  lous  le»  nombres 
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premiers  à  n,  depniil'aDité  jiuqn'ft  — —  ,eta'ptrtoiulM 
Dombref  premien  à  n'  depnis  l'unité  jmqa'i  — - — ,  il  s'a- 
git de  firoaja  que  l'on  obtiendra  poar  A  tous  les  Dombre* 
premiersà  nn'  comprit  depob  l'unité  jusqu'à  — - — ,  poim 
toalefois  que  l'on  prenne  nn'  —  A  au  lieu  de  A ,  (onlet  In 
fols  que  ce  dernier  nombre  excédera  — - — . 

D'abord  il  est  manifeste  que  A  =  on'  ±a.'n  est  toujom 
un  nombre  premier  avec  n  et  n',  et  par  conséquent  arec  le 
prodoil  nn'.  Car  li  l'on  supposait  qu'un  certain  facteur  iiv- 
mier  p  divistt,  par  exemple,  A  et  n,  ce  Tacteor  diriierait 
an'  et  par  suite  a  ou  n',  ce  qui  est  Clément  eonlnin  k 
l'bjpothése.  1 1  en  résulto  que  nn'  —  A  est  aussi  un  ncmbre 
premier  à  nn'. 

Je  dis ,  en  second  lieu ,  que  tons  les  nombres  obleass  pour 
A  sont  diflërenis  les  uns  de«  antres. 

En  effet ,  soient  les  valeurs  de  A 

A,  ssaX +  **.'"» 

A,  =  ii^'  +  a,'n, 

A,  C3  ajif  +  a^n , 

A4  =  «,n'— o,'n, 

A,  ^  aji'  —  fl.'n , 

A,=  aj^  —  a,'» , 

A,  =  elC. 
nettéTidentque  A,  di&ére  de  A,,  de  A,,  etc.  Mais  suppo- 
sons que  l'on  eût  A,  =  A,,  il  en  résnlterait  (a, —  a,)n'  = 
«(a,'  —  a!)n,  elpar  conséquent  n  dÎTiscrait  it,  —  a,,  M 
qui  est  impossible ,  poisque  chacun  des  nombres  a,  et  a,  est 

moindre  que  -■  On  vcrrail  exactement  de  li  même  manière 
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4M  dflox  antres  qoelconqnes  de  ces  nombra  imiI  Déccfluire- 
nent  AitStnoia  l'an  de  l'autre. 
MatoUpeatirrirer  que  A,,  pir  exemple,  loit  plu  gnad 

fO^—  1 

qse  — s —  •  *^on,  «g  lien  de  A,  oa  prendra  in' — A,,  et 

jedhqneee  nombre  diSëre  pneillement  de  A,,  A, 

En  effet ,  tappoMi»  qne  l'on  ait  W  — A,=  A.,  ilenrésal- 
lera  n'(n—a,)  =  n  («.+ îa,'),  et  par  utile  «  dem  diviser  a„  ' 
(X  qui  est  ïmpoHible,  puisque  l'oo  sappoae  '^,<Zâ-  ^  ^'^'^ 
sapponit  nn'-~A,=:A,,  il  en  r^ntterait  n*  (n — a, —  aj^= 
=3  n  (a,'  +  n.')  ;  et  par  soite  n'  dlTiwrait  a,'  +  a.',  ce  qoî  ne  te 
peat,  poiaqne  œUe  somme  est  moindre  qœ  n'. 

Ëifio,  >î  l'on  ia[^)Osait  nn' — A,  =  A,,ilen  rénilterait 
R=2a, ,  ce  qoi  est  encore  inadmissible. 

4.  Cdi  posé,  soient  N  le  nombre  des  nombres  premiers 

i  n  depuis  l'onité  JDsqn'à  — - — ,  et  N'  celui  des  nombres 
premiers  k  n'  depuis  t  jusqu'à  — — -  ;  si  l'on  donne  succea- 
Énneat  i  n  les  N  Tsleurs  comprises  de  1  à  — — - ,  «i  aura , 

à  anse  du  double  signé .  SN  râleurs  de  A  correspondantes  à 
«ne  mdme  valeur  do  a'.  On  en  aura  le  même  nombre  pour 
cbscnne  des  valeurs  de  t^,  et  par  conséquent  en  tont  on  ob- 
tieudra  HNN'  valeurs  qui  seront  premières  à  nn\  dîKrentes 
les  unes  des  autres  et  comprises  depuis  1  jasqn'à  — - — ,  en 
qant  soin  de  prendre  nn' —  A ,  au  lien  de  A,  chaque  fois 


Or,  sirondétignepar(i,fi,7  les  focleurs  simples  de  t 
par  a',  e',  7'....  ceux  de  n',  de  sorte  que  l'on  ait 
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tt  H  l'oD  déiigve  {MrN,  le  nombre  des  noo^rea  preoakrf  à 
un'  et  compris  depaïi  t'DDîté  ioMjn'i  — - — ,  on  aun 

'^=^0-i)(-i)('-î)0-^>- 


et  par  ccmaéqaeot  N,  =  9NN'. 
Ztone  enfin  les  différentes  valeurs  obtennci  pour  A,  ou 

na'  —  A ,  chaque  foi»  que  A  excédera  — ~ — ,  amt  Kas  lec 

4ifléren(a  nooilves  premiers  à  nn'  compris  dqrais  l'naitè 

;    nn'— i 
jnHjQi, — — . 

S.  S(rieni  maintenant  BC=:x  {/ig.l]  lecdté  d'nn  poly- 
gone régulier  de  r  cOléi,  et  AB=^  celni  d'un  polygone 
r^olier  de  r"  odtés,  iascrita  l'un  et  l'antre  à  an  cercle  da 
rayon  r,  de  SOTle  qne  lea  arcs  BC  et  BA  soient  des  frsctiou 

de  la  drconf^vnce  eiprimées  par  -  et  -;  ;  il  s'agit  de  calcu- 
ler la  corde  AC=îa,  qui  sous-tend  l'arc  AC=-—^=—, 
n      le     nii 
de  la  drconférence. 

Si  l'on  abaisse  BI  perpendicolaire  sor  le  prolnigemenl  dt 
AG,  on  a  dans  le  triangle  ABC, 

(1)  jr'=.T''+s'  +  2«.Alî 

les  deux  triangles  semblables  KOB  et  Abl  donnent 

AI  :  KO  :  :  AB  :  BO....     d  où     Al  =.-^    ^^~^', 
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e(  par  sgitfl ,  l'éqoation  (I  ]  devient 

(2)  i'  +^yir'  —  x\  %+y'  —x'  =  0. 
On  en  dédail 

(3)  x_ ^ . 

UnedeeesTKleonestpoailinetcoiTeepondàACiOaa,  en 
e&ét, 

qoaQlité  éridemmenl  positive ,  palsqoe  l'on  suppose  j;  ':>y. 
L'iDlro  valeur 

•  2r 

est  visiblement  négative.  Pour  l'iaterpréter,  je  change  z  en 
—  s  dans  l'équation  (t),  ce  qoi  donne 

en  prenant  A'I  «  A.I.  Or,  dans  le  triangle  CBA',  on  a 

x"  =^+cÂ"—  acA'.i'i  i 

et  par  conséquent  CA'  est  bien  en  valeur  absolue  la  2*  ra- 
cine de  l'éffUBlion  (1)  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 


CA'  = 


~^  ~ lïi • 


Pour  interpréter  géomélriqaMnent  celte  solution,  je 
prends  BA,  =  BA,  et  le  triangle  CBA,,  égal  an  tnanf^ 
CBA'  donne  CA,  =  CA'.  D'ailleurs ,  »rc  CA6A,  =  GÀB  + 

-f-  AB  =:--{-—,  de  la  drconférence.  Donc  eqfln  : 

Des  dmx  Ttteittes  de  fiquation  (1  ) ,  l'une  repréimie  la  cordt 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  S70  — 

qtûiot^-ttnd  tare  A.G= , ,  tt  VaxUre  la  corde  qui  nmi- 

ttnd  GA,  =  — \-  -,dela  cireonférmce. 

6.  SoppOBOiu  tnaintoiant  qne  I'od  connaine  les  N  Taleon 
x„  f, ....  X  des  côtésdMdiSërealsiMdjrgOBe*  de  l'ordre  n, 
ainsi  qoe  les  N'  Taleors  y, ,  y,  ....y^  de  gbos  des  p(4ygoBM 
de  l'ordre  n',  il  suffira  de  rraiidaGeT  dans  1>  fo-Rnle  (3)  x 
soccessiremeot  par  les  râleurs  x, ,  x. ....  .r» ,  et  y  par  les 

Tsleors^,,^ j-j^,  pour  obtenir  les  2NN' cdtés  des  diSè- 

reots  polygones  de  l'ordre  nn'. 

7.  Ainsi ,  pour  obtenir  les  côtés  des  4  peatédécagooes  ri- 
guliers  inscrits  au  même  cercle ,  nous  prendrons  le  oCH6  da 
triangle  éqnilatéral  et  les  càtés  des  deux  penlagooes  régu- 
liers inscrits  à  ce  œrdo ,  qn»  sont ,  le  rayon  étant  pris  pour 

uni.é.X=K3  et  x.=.\/^^t}^,  .  =\/^ 

Ces  valeurs  étant  sabstitoées  dans  la  fwuinle  (3} ,  mm 
avons  les  4  valeurs  suivantes  : 

^- — i(l/i5-\/5-^/|o^-2^/5). 


=  -4(1/73+1/3 -|/(0-2i/5)> 


^  =  -4(1/15- \/3  +  |/l0  +  i\/5). 

'.=-4  Kis +  1/34-^^10-21/5)- 
8.  On  pourrait  obtenir  de  même  les  valeurs  des  côtés  d'an 
grand  nombre  de  polygones ,  en  partant  des  valeurs  connnn 
des  polygones  de  3 ,  4 ,  5  côtés  ou  de  leurs  multiples  6,  8 , 
15,  etc.,  que  l'on  combinerait  deaxàdent,  de  manière 
<i  ne  prendre  jamais  que  des  nombres  premiers  entre  eus. 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  «I  — 

Mais  1m  diflëreols  polyftooes  que  l'oo  obtieal  «iui  peaveot 
élre  également  calculés  par  les  rermiilei  ordiiuirea  de  la 
géométrie.  Par  exemjdfl ,  en  prenant  lu  oCAéa  des  polygones 
de  t  et  5  côtés ,  de  8  et  de  15 ,  etc. ,  on  tronre  ceux  de  iW, 
de  ISO ,  etc.,  et  Toa  peut  obt»iir  ces  mêmes  polygones ,  en 
doublant ,  pour  le  |»emia: ,  one  fois  le  nombre  des  côtés  dn 
décagone,  et,  pour  le  denxlàne,  trois  fois  le  nombre  des  . 
dtéi  da  pentédécagone. 

9.  Mais  ka  polygones  de  3 ,  4  et  5  cAlés  ue  sont  pins  les 
seuls  qoB  l'on  paisse  inscrire  géométriquement ,  c'est-à-dire 
STec  la  régie  et  le  compas ,  et  dont  on  sache  par  conséquent 
calculer  les  cOlés  sans  se  servir  d'ancune  équatiut  de  degré 
sopérieur  an  deuxième.  M.  Gaoss  a  démontré  que  l'on  peot 
fiMcrire  géométriquement  dans  un  cercle  tons  les  polygones 
dont  le  nombre  des  côtés  est  exprimé  par  ^-{-i ,  pourvu 
que  ce  nombre  soit  premier  ;  il  a  donné  des  méthodes  gé- 
nérales pour  ramener  le  calcul  des  côtés  de  ces  diflërenls  po- 
lygones à  la  rés(dation  d'une  suite  d'équations  do  deoxitoe 
degté.  Ces  méthodes  sont  fort  belles  et  ne  laissent  rion  à  dé- 
nrar  qoant  k  la  théorie  ;  mats  -elles  reposent  sur  les  considé- 
niions  les  plus  élevées  de  la  théorie  des  nombres ,  et  ne  con- 
dusent  pas  à  des  résnllats  (rés-simples ,  même  pour  le 
polygone  de  17  côtés. 

Mous  avoaa  donc  penaè  qa'nn  procédé  partitalier,  par 
hqad  on  paot  calcatar  et  «mstruire  les  talenrs  des  côtés 
des  8  polygones  de  17  côtés  sans  sortir  des  notions  les  plus 
élénientairea  de  l'algèbre,  ne  sera  pas  dépourvu  de  tout  in- 
térêt 1  il  tdlrira ,  du  moins,  un  exercice  utile  de  calcul  et  de 
constrnction  géométrique. 

10.  Supposons  un  cercle  O  {fig.  33},  de  rayon  égal  a  , 
rnnilé,  divisé  en  17  parties  égales,  nous  aurons  dans  le 
triangle  AOB, 

Âb'=2  — |/4— le', 
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a,  obaecnit  que  BB  •=  AC. 
Kons  «vnn*  pardUment  iam  le  triaoslc  AOC  , 


âi;'  =  2-|/*-AD', 
parce  que  AD  =  ce.  Puis.  *iii»  le  triangle  AOD , 

XD'  =  a  — V»— ÂÊ"  i 
et  eoOD  dani  le  triangle  AOE , 

Âe'— 2+^^A— AS", 
parce  que  AB  =  EE" . 
Si ,  pour  simplifier ,  nous  posons , 

«  =  1/4  — Âb'    <l'o«r«Mlte  Âb"=*— a*» 

l,  =  k'4_ÂC"  Âc'=t-»', 

<r  =  »^4-ÂD"  AD'=4-c', 

<J=k'4— Ai"  ÂË'=4  — <f, 
nous  aurons  les  .quatre  équations , 

\   i.'  =c  +  2, 

(    rf  =  -o  +  2. 
Si  nos»  coniidttais  pareiUemant  la  qUn  triaigla 
AOfl,  AOK,  AOL  et  AOM,  et  que  aona  pesions 


«■  =  |/4-AK',      »'  =  l^i-AL", 
c'  =  |/4-rAM',      ^=1/4  — aH-, 
nous  aurons  les  quatre  équations 

/  ,,"  =— f+a, 


m 


«■•  =  -*+ a, 
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sjslèmc  qui  dc  AiBèn  du  précédeol  qo'eii  ce  que  a,  A,  c  et 
d  j  soot  remplacés  par  —  t^,  — i",  —e'  et  — rf. 

H.  Si  l'on  éliminait  directement  ^,  c  et  </ entre  les  équa- 
tions (A),  on  aorait  une  équation  da  16*  degré  en  a,  dont 
les  racines  seraient  non-senlenieflt  toutes  les  Taleors  cher- 
chées ,  mais  encore  celles  qui  correspondent  aux  ptri^gones 
de  5  et  de  3  cdiés.  Car ,  en  faisant  b^d  et  c  =  —  a,  les 
denx  dernières  équations  du  système  rentrent  dans  lés  deux 
premières,  et  l'on  retombe  sur  le  penlagoue  régulier.  De 
mëine,  en  supposant  a^b,  b  =c,  c=d  et  d^  —  a,  on 
a  la  seule  éqaalion  t^^a  +  ^  qui  convient  an  Iriai^le  équi- 
latéral. 

Pour  sof^rimer  ces  EOluIi<HiB  étrangères  à  la  question,  je 
soustrais  d'abord  la  troisième  équation  de  la  première ,  et  la 
quatrième  de  la  deuxième ,  puis  je  multiplie  les  deux  éqna- 
lions  aissî  oMenoes  et  je  supprime  les  facleors  6 — d  el  c+a , 
ce  qui  me  donne 
(b)  [a~e]{b  +  d)  =  t  on  bien  ab+ad—bc—cd=\. 
h  soustrais  ensuite  la  deuxième  équation  de  la  premi^« , 
la  troisième  de  la  deuxième ,  la  qualrième  de  la  troisième ,  et 
la  première  de  la  quatrième  ;  je  mnltiplic  membre  à  mem- 
bre, el  je  supprime  les  factears  communs  b  —  c^c—df 
d+a  el  —  (d  +  6) ,  ce  qui  fournit 

(fi)  (fl  — 6](c  +  rf){6  +  c)[a  — <^  =  1 

ou  bien 

{ai:  —  bd+ad  —  bc){aû-~  bd+ab^cdj  =  t. 

Si  nous  posons 

x  =  c  —  a      cl      z  =  — -lie 
y  =  0-^4  t  =  bdy 

les  èqDstions  (o)  et  (S)  deviendront 

{.')        jj-  =  1 , 

C)        (i  +  z^bc  —  ad)  (/  +  E  +  (rf  —  afr}  =  1 , 
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et  la  qoettkHi  Mra  nmeiièa  à  calculer  ^ ,  ^,  x  et  f ,  ou  sin- 
j^euMot         \=x+y,  Y  =  ï4-r  elZ  =  («, 
pulMiae  d^à  DOOB  eooiuiMOD*  xy. 
Or,  en  TcrtD  de  {«) ,  l'équation  (E')  devient 

et  comme  on  dédail  des  équations  (A) 

ft'rf+W+ca'— ac'=— i  +  2(6+d+c— <i)  =  — 1+2X, 

on  a  «afin,  entre  ï  et  X,  réqoatkm 

(ï)  Y'+3Y  +  aX  =  2. 

Si  l'on  élève  aa  carré  l'èqnatioa  X  =  A  +  c  +  i/ — a,  en 
ob«ryant  d'ailleiir*qae  f  +  <f+c'+fl*=  JT+j' +8— X+8, 
on  obtient  aaiu  peine  la  deuxième  équation 

(X)  X'-aY— X  =  6. 

Pour  avoir  Z,  j'éUre  paraiUemaat  m  carré  In  dess 
meoitvee  de  l'équatiOD  Y  =  bd  —  ac.et  j'ai 

y'=  a*c*+  b'iF—  Sabcd = a'e'+  b'd^+  aZ . 
Or 

^é'-i-b'd'  =  bd—  ac  +  2[b  +  d+  e  —  a)  +  8, 

et  par  Gonséqoent ,  on  troa*e  ,  après  ^elqoes  rédactions, 

(Z)  Z=-a(X  +  Y}_3. 

19.  Pour  obtenir  les  Taleora  de  X  et  de  Y,  je  remanpie 
que  lei  équations  (X)  et  (Y}  peuvent  se  mettre  soos  la  fonw 
■nivante  : 

Y(Y  +  3)=3(1-X)      «1      X(X-l)  =  2(Y  +  3). 
Si  on  lea  multiplie  membre  à  membre ,  oa  a 
(XY  +  *)(X— ï)(Y  +  3)=0. 
Et  l'on  voit  qn'à  la  valenrX  — 1  correspond  Y= — 3,  (js- 
tème  qni  oe  peut  convenir  k  la  qoestion ,  atteadn  qne  la  va- 
leur correspondante  de  Z  serait  +4—3=  I ,  et  que  Z  doit 
élre  n^atif. 
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Reste  dtmc  iéqualion.  XY  =  —  4 ,  Iw|iie11e  combinée  avec 
(K)  doDDe ,  par  râliminalion  do  Y, 

X»  — X'— 6X  +  8^0, 
Cette  équation  est  du  troÛéme  degré ,  mais  oo  voit  uns 
peioe  qu'elle  admet  la  racine  3  i  par  dHuéqneDt  elle  le  de- 
coupon  duia  Ifs  dcnx  ftctenn 

(X— 2)(V  +  X-*)=0. 

A  la  Talcor  X  =  2  correspond  Y  =  —2 ,  et  ce  sjttim 

doit  encore  être  rejeté.  En  ^1,  la  valenr  correspondante 

de  Z  serait  —  3 ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'on  doit 

■voir,  en  valeur  attaolne ,  Z  <^  2.  Car  la  corde  d ,  qui  sotu- 

lend  l'arc  A'£n-- delà  ctrconféroBce,  eat  a»iiMlre  qae  la 

amitié  du  cAté  do  décagone  ;  la  corde  c ,  qql  aaas-l«td  l'are 

A'D  =  — +  — deC=rjC  est  plus  petite  que  le  côté  du 

3 
décagone  étoile  qui  aous-tend  —  C ,  et  par  «naéquent  ou  a 

Restent  donc  les  deux  valeon  de  X  fournies  par  l'équa- 
tioD  X'4-X  —  4^0.  Or,  si  nous  saMitoons  dans  l'équa- 
tion (Y)  la  valeur  X=:  —  —  ,  et  que  nous  supprimions  la  ra- 

c>DeMrangère'V=  — S,  nous  t^teneiM  etteore  l'éqoatioo 
r+Y~4s£0.  Par  eoiHéqiieiit,  dadeut  Mctina  de  cette 
éqnatton ,  l'une  est  la  valeur  de  X,  et  l'autre  odle  de  Y;  et 
l'on  a ,  pour  la  valeur  correspondante  de  X ,  Z  =  —  I . 

13.  D'après  cela,  pour  résoudre  la  quatloo  qat  nous  oc- 
cBiK,  il  sutura  de  résoudre  on  de  construire  le  système  d'é- 
.  suivantes  -. 
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(Il 

X'+X— «  =  «, 

(S) 

i'-Xi-1=0, 

(») 

.•_ï,_l  =  «, 

(il 

a'— aj  +  »i=0. 

(SI 

i-_i!r  +  <=«. 

La  racine  posiltre  de  l'éqnatioii  (  t  )  wn  U  T«l«v  de  X ,  et 
la  négatÎTe  celle  dé  T  ;  les  deaz  radaet  de  l'éqoalioD  (S]  se- 
ront poailiTesetrepréaenlenmtili  pins  petite,  U  vaknrde 
;r,el  la  pliu  grande,  celle  de  ri  l'équation  (3}  doooen  de» 
Yaleors de  rigoe*  contraires,  laporiliveserazetla  négiUre 
(  1  enfla ,  lea  dem  racines  de  (4)  seront  —  a  et  e ,  et  cellei  de 
(5),frelrf. 

it  le*  calcnls ,  on  trouTera  aisteieat 


X  =  l(kT7-l),         ï  =  -l(t^+l), 
^=i  (vT?— !->/»— Skiï)' 
■>'=}  (|/Ï7-1+\/s»-skT7)- 

•-  =4  (l/Ï74-  1  +v'3»  +  2\/l7). 

' = -  ï  (  « + kiï-v/âT+sT") 

~"  ~  8  (V^"— i— V^34— 2I/Ï7— 

c= j(  (/i7-i_v'  3t-aki7+ 


dNGoogle 


+V68+u\/Ï7+*V'i70— «l/ïT— «V'si+al/ÎT/, 


rf=i(v/l7-l+V'34— iV/l7- 

-V«8+i4l/Ï7+*v''l7ft-!i6V/Î7-16V^34+2V/Ï7j. 

14.  Si  an  lieu  du  système  d'éqnations  (A) ,  on  aralt  coui- 
iéré  le  système  (B) ,  on  aurait  effectué  les  mêmes  calcula  en 
posant  x=d—e\  yi=  —  [tf+tf),  z=^~a'<^  et  t  =  t/d^ 
d'où  ternît  résulté  que  la  racine  négative  de  l'équation  (1) 
aurait  représenté  X  et  la  racine  positive  Y.  Il  s'ensOil  que 
les  voleurs  de  <i,  —tf,  —é  el  «f  se  déduiront  dacelles  de 
—  a,  fr.cetrf,  en  changeant  l/Ï7  en— \/l?  dans  les  qua- 
tre dernières  fwmules. 

Ifi.  Une  fois  lea  valoirs  de  a,  6....<i'....aimiobtenae8,  ou 
aura  aisément  celles  des  cotes  AB,  AC  ...  des  Irait  pcdfgones 
de  t7  cdlés  ;  et  en  les  combinant  avec  les  valeurs  «onniioa 
descétésdes  polyga&es  de  3,  4,  5,  6,8, 10, 15  ....  cdtés, 
on  obtiendra  tous  les  pt^ygooea  de  51,  68,  85,  109,  136, 

m,aâ5....  côtés. 

16.  Au  lien  de  résoudre  les  équations  du  n*  13 ,  on  pour- 
rait les  conatmire  et  arriver  assez  simplement  aux  valeurs- 

<les  lignes  chercbées.  Pour  cela ,  Téquation  [t]  le  met  soni  la 
forme  a*  =  X  (1  +  X],  et  donne  visiblement  (Fig.  33)  X=  OX. 

«tT  =  OY,  8ll'on9apposeOM  =  9etMI  =  ^^~.  De 

■Béme,  les  équations  (2)  et  (3)  se  mettront  sons  la  fwme 
l'  =  jr(.7— X)   et    1"=e(s  —  Y],   et  l'on  a,   en    posant 

OL=lx  et  OL'=iY{/îj.33)!Jr  =  A':c,r  =  A>,s=A'i 
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—  ÏT8  - 

I^Kir  rétoUir  l'homogénéité  ijans  les  éqvaUoiu  (4)  et  (5) , 

jepcMez  X  t  ='(',  <X  i  =  A',  et  je  constmifl  k  =  À.'k  et 

As  A'A;  ceqni  me  dooDC  )^  =  a{a — x)  et  h*^b(jr  —  b). 

Par  conséquent,  en  prenint  A'it,  =  (,  et  k^f  =  —,  on  anra 

A.'a  =  a,  et  A'«  =  <;;  de  même,  en  prenuit  A.'y.=jr  et 

'A'A,  =  A,  on  aura  A'd=  d  etAb=y.d=bi  de  sorte  qu'en 

portant  les  cordes  A.'d ,  K'c ,  Mb  et  Ma  sur  la  drcooférence 

I  S  4 

O,  on  aura  les  arcs  AB  =  — ,    AG  =  —  ,    AD  ^  —  et 
T7  n  17 

aE  =  —  de  la  circonférence. 

Si  l'ondiaige  ensvitc  X.ea  ï  et  rédproqueiaaiit,  poîaque 
l'on  répè^  d'ailleurs  la  même  coostmclion ,  on  aora  la  qua- 
tre cordes  A'c'=e',  AVasa',  Mb'=!f  et  Md  =  d,  telles 
qu'en  les  portaotile  A  en  M  {fig.  33],  en  K,  en  LetenH,  onob- 

tiendr»  les  arcs  AH  =  ^ ,  AL  =  1 ,  AK  =«  ^  et  AM = ^ 

de  la  eircoorérencc. 


QUESTION    D'EXAMEN 


PAm  M.  TU.  AXMB , 

JhKieu  iWtt  de  I'ÉgoIe  polTUekDique,  rtp«UlcHi  an  eoHtge  Lauft-M-Onwl. 


TrowKT  let  éUmetUt  i'una  niche  cylindrique  doni  la  wr- 
faee  et  la  capacUi  umt  donnéta. 

1"  PMTK.  • 

Soient  j:  le  rayon  et  ^  la  bautenr  du  demi-cylindre  Tor- 
mant  ceth:  niche ,  .z-  est  aussi  If  rajon  do  quart  de  sphère  qui' 
la  termioe. 
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—  W9  — 
Soioil  MMon  «Ml'  la  surface  de  cette  nidie  et  -nb*  m  ca- 
pacité ,  les  éqnatKMu  do  problème  seront 

nxy  +  irx' =ita*      et      -  ■kj^j^  +  -  wx*  =  -  wi', 
00        ^+.«*«n»'        et      Sj>  +  aj*  =  8*». 

Pour  éliminer^,  maltipIkHia  la  première  éqpiaHoD  ftar  Zt 
et  retraiMâKK»-en  la  seconde ,  on  aura 

a^  —  ia'x  +  ib^  =  0. 
la  Goodition  de  réalité  ou  d'inuginaritè  des  racinei  est  Id 
donnée  par  4.27  (1 66*  —  a*) ,  c'est-à-dire 

i'  a:>b}/*,    3  racina»réelles  et  iniégales, 

a*  a  =  6VT,    s  racines  rédies,  dont  onedooMe, 

3"  a  <  6  V'i,    1  soile  racine  réelle 

feai.  a'^bVi,  les  trois  racines  réelle*.  Dana  ^  — 

—  Za'x+6b^  =  0y  le  dernier  ternui  +6li^  eA  poailif i  le 
Moond  tmne  manque  ;  donc  nm  racine  est  nègatlTe  et  nnc 
seule. 

Le  rémltat  de  la  aobstilntion  de  +  a  à  la  place  de  x  est- 

—  a  («»— ♦6») ,  quanUlé  négatite  parlliypolbèae  a>6  VT 
Ainsi,  des  deox  racines  poattfTcS',  l'âne  est  |rias  petite  qoe-ay 
l'antre  est  pins  grande. 

La  haoleor  da  çjllndre  est  donnée  par  jr  = ,  dans 

laquelle  on  snbstitao ,  i  la  {dace  de  .* ,  res  racines  de  T^qna- 
tiou  préc^enta.  Donc,  ponr  x'^a,jr  est  Dégalif;  les  élé- 
menis  de  la  nicfae  ne  poorant  élre  que  positih ,  Il  en  résnlle 
qoe  des  trois  racines  IroQTées ,  la  première  doit  dire  rejetée, 
comnoe  donnant  on  ra;on  négatif  j  la  troisième  Mt  l'être 
aussi,  eoDune  dwuiant  one  bantenr  n^tjve,  el  la  seconde 
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-«-  380  — 
est  la  Kule admissible.  Ainsi,  qaand  le  problènte  eslposfi- 
ble,  il  n'admet  qu'une  soûle  solution;  c'est-â-dire  qae  deai 
niches  ne  peuvent  avoir  même  snrface  et  même  eapacité  sans 
coïncider. 

)  _ 
3*  cas.  a^b  V'i ,  2  racines  réelles ,  dont  ane  donble. 

La  première  racine  donue  un  rayon  né^alif  x  =  —  3d  ;  les 
deux  autres  donnent  un  rayon  posilif  j:  =  +  n  j  mais  k  ce 
rajfOD  correspond  une  hauteur  du]Ic^=  0 ,  c'est-à-dire  que 
la  niche  se  réduit  au  quart  de  sphère  qnî  la  sarmontc  :  et  en 
effet  les  données  des  problèmes  pcavenl  s'écrire 

""       4    '  '3  4     S        ' 

qui  expriment  bien  la  snrface  cl  ta  capacité  du  quart  de  la 
mémesphère. 

Tel  est  le  cas  du  maximam  de  capacité  pour  nue  surface 
donnée,  ou  du  minimum  de  surface  pour  une  capacité  donnée. 

3* cat.  a<b Vk ,  1  seule  racine  réelle.  Cette  radoc 
unique  est  négative,  puisque  le  dernier  terme  de  l'équation 
eilposiltf.  Ainaiidanscecas,  la  pndtUme  n'est  pas  possible; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  solution  du  3*  cas. 

2^   MRTIi. 

Si  maintenant  l'on  suppose  que  le  rayon  x  de  la  niche  et 
ta  hauteur  y  soient  les  coordonnées  du  point  commun  des 
deux  courbes  ^t  auraient  pour  équations  las  ^qualioos  du 
problème,  ces  coordonnées  donneront  en  unités  linéaires  les 
valeurs  numériques  de  ces  éléments  de  la  niche ,  cl  nous  al- 
lons établir  l'identité  de  ces  deux  modes  de  résolution. 
2j-î-H3xy  ~8/»3  =  0       {^.3*!. 

Otif  coHi  be  est  du  troisième  degré  et  s'étend  indéfiniaicnl 
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—  Ml  — 
dins  tous  les  iem  j  saïkmcnt  cbaque  valeur  omnérique  ai- 
galive  àey  donne  pour  x  nne  TaJeur  réelle  positive  et  one 
settle  (quand,  dans  ane  équation /(j:)  =  0,  il  manqaeuo 
lerme  calre  dcax  termes  de  même  signe ,  celte  équation  a  an 
moins  deux  racioea  imaginaires)  ;  c'csi-à-dire  qae  tonte  pa- 
rallèle à  l'aie  des  X,  el  menée  aa-dessous  de  cet  a«e,  ren- 
contre toujours  la  courbe  en  un  aeul  point  situé  à  droite  di 
l'axe  dcsj'. 

1^  métiiode  générale  des  aBjmplotes ,  appliquée  à  celle 
équation ,  donne  pour  le  coefficient  d'inclinaison ,  3e^+  3=0 , 
et  0  pour  l'ordonnée  à  l'origine.  Ainai ,  ^  = x  est  l'a- 
symptote de  celte  courbe.  Toutefois  il  Tant  se  rappeler  deux 
rhosrs  : 

1*  Si  le  lieu  représenté  par  l'équation  se  compose  d'une 
courbe  et  d'une  droite,  la  méthode  générale  des  asjmploles 
donne  évidenosent  cette  droite ,  puisque  au  deU  de  la  courbe 

il 
le  lieu  se  réduit  à  cette  droite.  Ainsi  y  =  — -x  ou  ToT' 

n'est  asymptote  que  parce  que  3^  +  2x  h' est  pas  diviteor  de 

2*  Si  l'éqnatioa  de  la  courbe  était  complète  ,  l'équatlmi  en 
c  serait  du  degré  de  l'équation  de  la  courbe ,  c'est-Anl ire  du 
tfiHsième  degré  ;  et  cranme  elle  est  du  premier  degré ,  elle  a 
deux  racines  infinies.  Ainsi,  si  la  métbode  générale  des 
asymptotes  ne  donne  pas  les  asyntfilolea  paralléies  à  l'axe  des 
^,  du  moins  elle  avertit  de  leur  existence.  £n  changeant^ 
cna-el-c  en  j',  ou  trouve,  en  effet,  c,' l2c.+ 3]  =: 0  ouc,'=0 
avec  (/,==  0  ;  c'est-à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe 
sont  asymptotes  è  la  même  partie  de  l'axe  des^. 
Car  si  l'on  trouve  nne  valeur  double  de  c,  [c— a]'  ==  0,  à 
'  laquelle  corresponilc  une  valeur  double  de  d,  [d — S)'  =  0 , 
deux  branches  de  la  courbe  sont  asymptotes  à  la  mémo  ox- 
Irémilê  de  la  droite  ^'  =  sj:  +  f- 
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Pour  mieitz  lulTre  le  conn  de  li  courbe 
2r'  +  3j7'j'— 8ft>=0, 
cherchons  le  coeffidenl  d'iocliDaiion  de  u  UDgeole  : 

2(4A'  — j»)      _2         86' 
■*""         3a:*         "       3''"''3:c*' 

Pour  j;  »  A  \/ï=  oB ,  ooa  ^  =  0;  B  est  lU  ptiot  de  l> 

courbe ,  si  x  décroll  de  b  Vk  à  0  ;  la  f  raclkm  ^-,  reste  loi* 

3 
jours  \km  grande  que  —  -r  et  croit  de  pins  en  plus  en  OM- 

<} 
vergeant  vm^  l'inDni ,  tandis  qne  ~x  décroît  de  {dus  en  plu 

en  convergeant  rers  zéro  t  donc  y  converge  rers  l'inAnJ. 
Ainsi ,  la  coariw  part  de  B  pour  derenir  asymptote  k  l'ase 
des^,  du  cAté  des  x  positifs. 

Si  X  croit  de  b  VT'yuimCki  l'infini,  la  fractloa—  décroît 
de  plna  eo  plas  en  convergeant  vers  zéro ,  de  sorte  que  la 
valeur  dej- se  rédoit  à  j-=  — -j  pour  j:  =  oo.  Ainsila 
courbe  part  de  B  pour  devenir  asymptote  à  la  droite 
^  z=  --•  "X  oo  Tifl"  aD<dewH8  d'elle. 

An  reste ,  le  coefficient  d'inciioaison  de  la  langmte  poBT 
toute  valeur  positive  de  x  reste  loajours  négatif  -,  donc  la 
courbe  dans  tout  le  cours  de  cette  branche  tonne  sa  CMMa- 
vilé  vers  la  région  snpéfienre  et  à  droite  du  plan. 

Four  dessiner  la  courbe  du  cdté  des  x  natifs ,  cbangeoM 
X  «n  ~x,  et  portons  les  valeurs  absolues  de  .r,  à  gauche  d*- 
l'origine  et  sur  l'axe  des  x.  L'équaliun  devient 
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et  le  coefficieol  d'Inclinaison  de  Is  tangenle  denenl 

/  restant  toDJoors  poaitif  pour  tonte  valeur  de  ^, ,  la  oonrbe 
eit  loat  entière  située  au-dessus  de  l'axe  des  x ,  an-dewus 

de  la  droite  y  =-x,'=. —  -x,  onToT',  eslaijmplot«liceU« 
droite,  et  l'est  aussi  1  l'axe  des>-, 
poor     x,<_  36  ;  laog  >  est  positif  ; 
pour     X,  ^aA  ;  tang  >  est  nëgatir,- 
poor    JT,  =  2A  =  oCon  a  r^^é^iCDettanga™©; 
douce  la  rencontre  D  de  la  conrbe  et  de  la  Iriasectrice  Go&' 
de  l'angle  des  coordomées  de  signes  conirrires,  la  tangrate 
est  parallèle  à  l'axe  des  f ,  c'est  le  pdnl  le  pins  bas,  celte 
brancbe  tourne  sa  contaTilé  vers  la  r^oo  snpMeare  4a 
plan,  et  la  eoarbe  se  Ironve  ainsi  compléteiiient  tracée. 
La  deiDdème  ètfaation  ;t^  -f-  jt*  =  a*  on 


estréqnation  d'une  hjpertMile  dont  les  asymptotes  sont  l'une 
l'axe  des  j-,  l'antre  la  bisacctrice  _j-  = — .r  on  GoG'  de  l'angle 
des  coordonnées  du  signes  contraires  ;  et  comme  pour  la  même 
atMCisseTordonnéedela  courbe  est  moto»  longue  que  celle  de 
kdHritc,  cette  hyperMe  est  tout  entière  eoBicDue  dans  les 
angles  G'qT  et  YpG  opposés  au  sommet ,  elle  rencontre  né- 
cessaiitflkent  la>(»endiére  courbe  en  on  point  M,  situé  dMi» 
l'angli*  G'oY',  puisque  cet  angle  contient  son  asymptote  ToT; 
ainsi  il  y  a  toujours  une  valeur  rédie  et  négative  de 
X,  j;=  oN, ,  à  laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  po- 
sitive de^,  y  =  I*,M,. 
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L'byperbolc  coupe  l'axe  des  x  da  cMé  des  x  positib  an 

point  x=+ajcepoîatcstà  droite  de  B  si  a>'frV^;estea 

'  _  1 

Bai  a  =  b\/î;  et  est  à  i^ancbe  de  Bh  a<,b\/ï-  ce  qui 
donne  lien  à  trois  cas  bien  distincts. 

l*'Cas.  a'^bVi.  SoitoA=a,  l'hyperbole  partdeA 
pour  devenir  asymptote  i  oG  et  rencontre  néceanireoMat 
b  premièro  courbe  en  an  point  M,  situé  à  droite  de  A,  pois- 
qne  l'angle  XoG  contient  son  asymplotn  oT.  - 

Ainsi  il  f  a  ane  valeur  réelle  et  poaitire  de  .r,  :r  =  oN„  à 
laquelle  correspond  ane  valenrréelle  et  négative  de^, 

L'bjperiwkï  part  de  A  pour  devenir  asymptote  à  l'axedes 
y,  et  même  poor  devenir  plus  asymptote  à  cet  axa  qoe  la 
premi^v  courbe,  ce  qnî  établit  l'existence  d'une  troisième 
rcDCoalre  H,  des  deux  courbes ,  car  alors  l'byperlK^  doit 
passer  entre  la  première  courtie  et  l'axe  des/,  pour  eeaiiite 
rester  (»ntiDUcl1ement  entre  ces  deux  ligues.  Pour  le  dé- 
montrer, soient  X  l'abscisse  de  la  première  conrbe,  et  x  cdk 
de  l'hyperbole  correspondant  à  la  même  coordonnée  y,  ha 
équations  dn  problème  donnent 

2(X» — a:')  +  Hy  (X' —  j?*)  =  8fc' — 3a' jr  +  x», 
(X— ^)  [2X'+2Xj:  +  2x'  +  ^X  +  ^j7j  =8A*+x'~8aVi 
pour  de  trës-petiles  valeorade  x,  3âV  est  très-^tit  et  peat 
élre  plu  petit  que  tonte  quantité  donnée ,  pnr  exemide  Sfr'; 
donc  pour  de  très-petites  valeurs  de  .r ,  ou  ce  qui  revient  an 
même,  pour  de  très-grandes  valeurs  dc^,  le^econd  n 
est  positif ,  et  comme  les  coordonnées  le  sontaussî,  (X- 
l'est  aussi  ;  dcHic  loulc  parallèle  ii  l'axe  des  j:  ,  du  cAtê  d< 
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positifs,  et  poor  noe  valeur  de^  saffisafflœeDt  ^Bode,  ren- 
ooolre  GOnstammeDt  l'hyperbole  après  avoir  rencoittré  l'axe 
des^,  «t  avant  de  rencootra-  la  première  courbe. 

Ainsi  il  7  a  nue  valeur  réelle  et  positive  A9r,x  =  oN,,  à 
bqnelle  correspond  nne  valeur  réelle  et  positive  de^, 

et  celte  rencontre  est  la  seale  dont  les  deux  coordonnées 
soient  positives. 

S'ea».  a  =  &  \/ 4.  Alorsle  point  A  vient  seconfondre  avec 
le  point  B,  en  ce  pcrint  les  deux  courbes  sont  tangentes  l'one 
à  Vautre. 


laogs': 


3x*  12fr> " 


A  partir  de  c^  point  l'hyperbole  reste  cuulammenl  entre 
la  première  courbe  et  l'axe  des^  ^  car  par  cette  hypothèse  et 
ponra:=a— 31etrin(Kne8fr'+j:* — 3  aV  devient  d*  (3a — 3), 
qninlité  essenliellemeot  positive  puisque  J<4i. 

Ainsi  poor  cette  hypothèse  il  n'y  a  que  deux  valeurs  réelles 
de  X,  l'une  négative  k  laquelle  correspond  une  valeur  de  ^ 
rédle  et  posUive,  l'antre  positive  à  laquelle  «wrespond  une 
valeur  de^  nulle. 

3«eai.  a<A  i/^-LesdeuxcoorbesnepeuToitakaiavoir 
aacnn  point  comioun  du  côté  des  x  positifs,  car  rhyperlxde 
traverse  l'aie  des  x  entre  l'origioe  et  le  point  B  pour  en- 
soite  rester  cooslamment  entre  l'axe  des  j^  et  la  première 
courbe,  puisque  le  trindme  8^  + x* — aa'x  foUTx=a-~t 
devient(8^— Sa')  +  ^[aa-'i}),  quantité  esaentiellenwot 
positive  .cMume  formée  de  deax  termes  positifs. 

Ainsi  le  pndtlème  n'est  pas  possible  dans  celte  hypothèse. 
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TROISliHB  PIRTIE. 

Soit  proposé  de  trooTcr  le  liea  des  points  d'où  l'on  peut 
memr  noc,  deu  oo  tnA  tangentes  à  la  coorbe  précédente 
ijf+t^/'jr— 86^=0  -y  réqoatlon  de  la  tangente  àcette  combe 


3j:" 

3x'*-^3x"y—Sb*=0. 
Sicile  eat  nMnée  du  point  ^  =<i,j'=:6,GeBCOordonaées 
doiTcnt  vMior  aoB  éqBitiao  ;  oa  • 

i-y= _,,_(._.,. 

Si  entre  cette  équation  et  la  précédente  on  élimioe  oo  y 
ou  x^,  par  exemple  y-,  il  en  récolte  one  éqnatiOQ  eax',a,e 
qai  pour  chaque  syitéme  de  valeurs  nmnllanées  de  a  et  de  6 
aura  un  certain  nombre  de  racines  réelles  ;  si  à  ces  valeurs 
réellesde'Z' correspondent  des  valenrsTéellesde^,  on  pourra 
do  point  [a,  6)  mener  aatant  de  tangentes ,  et  les  cowdonntes 
de  leurs  points  de  coolact  seront  ces  valeurs  de  j:  et  de  ^ 
ainsi  déterminées.  L'équation  de  la  coorbe  étant  du  premier 
degré  eu  ^,  ^  est  des  deux  incocnoes  celle  qu'il  est  le  pins 
sim^  d'éliminer,  et  en  ootre  comme  A  chaque  valeur  lé^e 
de  »  oorrespond  une  valeor  réelle  dc^,  les  concInsicHis  ti- 
rées de  l'équaiion  finale  en  x  seront  absolues.  L'équation  de 
la  tangente  devient,  éliminant/, 

,,      86'— aj:'  l«é»+aa?», 

on  (Se  +  ac.)j:'—  346»*  +  l»6'a=sO. 

Pour  toat  point  do  plan  sitoé  ao-dostoua  de  l'asymptote , 
le  cocfflcteni  de  j;*  devient  négatif  i  par  exemple  — K*,  et 
alors  réqoatioD  devient 

K*x*  +  24*'*  —  lfi6'«  =  (t, 
équation  qui  a  toujoors  deux  racines  imaginaires , 
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6>  eal  eaieotidiemml  poulif,  ainsi  de  tout  point  da  plan  sitoé 
ao-deiMNU  de  Va^mptote  on  ne  peut  mener  qu'onc  tangente 
àb  courbe. 

Pour  toot  point  aitné  au-dessus  de  l'asymptote ,  la  condi- 
tioo  de  Ténlîlé  00  d'imaginante  des  racines  est  dranée  par. 
87.  «6.1 6. A V  <  *MMM.f 
(38  +  2a)'       ^       (36+2»)» 

< 

tm  2a*  +  3«'S  :=  Sb* 

> 

1*  Si  %i*+3«n>Bb*,  le  point  («,£)  est  inlérienr  à  la 
combe,  ainsi  de  toot  point  intërienr  à  la  courbe  on  ne  peot 
meoer  qn'oDe  tai^^ente  i  elle  Test  ii  la  branche  qoi  ne  con- 
tientpaale  p(dnl. 

9>  Si  9>*  +  Sa'6c=:8&',  lep(rint  (a,  S}  est  on  point  de  la 
courbe,  ainsi  cette  courbe  est  elle-même  le  6ea  d'où  l'on 
peot  hii  mener  deox  tangentes  i  et  en  eflét  on  peot  toojonrs 
ea  on  point  de  ^a  courbe  lui  mener  une  tangente,  et  de  ce 
ntae  point  en  mener  one  à  l'antre  branche. 

9^Si9a*  +  a<)r<8A*,  le  point  «si  extérieor  à  la  courbe. 
■ïMi  de  tout  point  compris  entre  la  conrhe  et  son  asymptote 
onpeotloDJoarslni  menerlrois tangentes. 

Tooies  ces  coosAquences  pooTalent  être  prérues  d'après  la 
torme  de  U  coturbe. 

RsmarqtK.  Si  l'éijoalJon  6nale,  ao  lien  d'être  ainsi  da 
troisième  degré,  arail  été  d'un  degré  sop^enr,  on  Inl  ao- 
nil  appliqué  les  calculs  da  tbéwi^ne  de  M.  Storm ,  et  les 
fooctions  V,  'V,,V,,V,  ....  ayant  leurs  coefficients  Tonctions 
de  «et  de  e,  aoraieni,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a 
^  S ,  donné  le  nombre  des  racines  réelles  :  tooteftris  il  faut 
bien  w  rappeler  que  celle  méthode  ne  permet  de  supprimer 
oa  d'introduire  on  facleor  numérique  ou  alg^viqnc  qu'an- 
lint  que  ce  facteur  et!  csscnticllemcnl  positif  ;  ainsi  l'on  ne 
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peut  supprimer  ou  introduire  comme  facteurs ,  daoft  loal  le 
cours  du  calcul ,  que  des  puissances  paires  de  u  et  de  S. 
Soit ,  par  exemple ,  y  =  :r»*+'  (  ^.  35  ) ,  on  Iroore 
V  ssa"^»"*'  — (2m  +  l)«Lr'"+e, 

\,=ia'-x—e, 

V,=  6(«»^'— 6). 

!■  Si  a  et  S  sont  de  même  signe,  ilmaaqiie{2fn—l)  (émet 
eolre  deux  termes  de  signes  contraires  -  donc  V  a  an  moins 
[2m —  3)  raciDes  imaginaires.  Ainsi ,  de  tont  point  sîtoé  iua 
l'angle  des  cowdonnées  de  mâme  signe ,  on  ne  peut  pas  me- 
ner plus  de  trois  tangoites  i  la  courbe  ;  et  ai  a  et  6  goal  de 
signes  contraires,  V  a  an  moins  2m  racines  imaginaires  ;  aioii, 
de  tout  point  situé  dans  l'angle  des  coordonnées  de  signe  con- 
iraire,  on  ne  peut  mener  qu'une  Ungente  k  la  conrtw. 

2°  Si  a  et  e  étant  po^tifa ,  on  a  ii»"4^<  >  6 , 
ou     si  a  et  6  éUnt  négalirs ,  on  a  +  «»"+'  >  +  ? , 
la  suite  -^x  donne  3  variations,  la  suite  -(-■z*  en  donne 0. 
Donc,  de  tout  point  situévcnlre  la  convexité  de  la  courbe  et 
l'axe  des  JT,  on  peut  loujoura  mener  trois  tangentes  k  h 
courbe. 

3*  Si  a^'*''  =  € ,  la  suite  — jt  donne  2  varictions,  et  II 
suite  +  ■:):  en  donne  0.  Donc  celte  courbe  eat  encore  le  lïN 
d'où  l'on  peut  lui  mener  deux  tangentes. 

4*  Si  a  et  g  étant  positifs ,  on  a  <i^*+'  <  e  , 
ou     si  a  et  S  étant  négalirs ,  on  a  +  «»"+'  <  +e  , 
la  suite  —  :>;  donne  2  variatious ,  la  suilc  i-jr  en  dooneli 
donc  il  n'y  a  quel  racine  réelle.  Ainsi,  de  tout  point  ^Iné 
entre  la  concaTitc  de  la  courbe  et  l'axe  des  j:,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 
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SurmmoéeparUtutierdedeter^tion  de*  Hgnts  tldtt  narfm«$ 
)bt$eeoml  ordre. 


La  deacriplîon  de  Fellipse  par  le  point  d'une  ligne  droite  de 
longaeor constante,  tloDl les  ntrëmités  demenrent  Ror  deux 
axea  fixes  eat  connue  de  toat  le  monde,  et  l'on  peut  la  re- 
garder mdme  coanne  définilivemenl  acqniw  à  la  pratique 
dans  la  constmclit»)  des  épares  où  cette  ligne  ddt  figurer. 
Le  mode  analogoe  de  description  des  antres  sectiOttS  cwii- 
qoes  et  même  des  sorbces  du  second  ordre ,  si  touterois  il 
fit  déji  consigné  quelque  pari ,  est  îoin  de  présenta-  des 
avantages  éqniralenls  dans  la  pratique.  Cependant  on  ne 
sera  peat-€(re  pas  TAcbé  de  tronver  ici  quelques  détails 
sor  cette  qoestioB. 

Déjà  dans  le  scolie  de  la  page  2SÏ7,  tome  II  de  ce  recueil , 
nous  avoDS  indiqué  one  loi  soiTant  laquelle  doit  cooper  les 
cAtés  d'un  angle  fixe,  la  droite  mobile  dont  nn  point,  qni  la 
partage  en  deax  segments  addilifs  on  Mustractifs  a^anl  enln 
eax  an  rapport  constant ,  décrit  l'hyperbole.  Ce  qui  soit 
cnnstitne ,  i  mi  dire ,  le  déreloppement  et  la  généralisation 
de  cetia  remarque.  Saaa  j  avons  con^déré  une  relation  très- 
simple  entre  les  deux  longneors  interceptées  par  la  droite 
mobile  sur  les  cMés  de  l'angle.  Cette  relation  sera  examinée 
dans  ao  état  de  géDéralilé  que  ne  comportait  point  le  scolie 
dont  nous  parlons.  Il  s'agit  ici  de  l'éqnation  algébrique 
du  second  degré  entre  trms  Tariables  qni  sont  les  longueurs 
AKK.  •■  HAtBSuT.  m.  30 
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iaterce|>lè«8  par  an  plan  mobile  sur  les  «râles  d'oa  angle 
triëdrc.  Nommons  les  ï,  a,  ï ,  prenons  les  arAtes  poor  axes 
des  coordonnées  x,  y,  s,  les  lettres  des  deux  alphabets  se 
c(HTe8ponclant  respecllTemeot ,  la  relalioo  dnutèc  ten 

NofU  admettrons  en  outre  que  la  trace  du  plan  mené  par 
le  point  décrivant  et  par 'chacun  des  axes,  sur  le  |dan  des 
denx  antres  axes ,  détermine  snr  celle  du  plan  mobile  dcni 
segments  additifs  on  sonstractifs  dont  le  rapport  soit  con- 
slant.  On  Terra  facilement,  en  faisant  usage  au  bewrïo  de  U 
théorie  des  Iransyersales  on  de  toute  autre  consid^ation  équi- 
valente ,  qu'il  existe  nécessairement  une  relation  entre  tes 
six  segments  ainsi  obtenus,  et  que  cette  relatkn  revient  à 
dire  que  les  distances  des  points  de  divisim  à  diacnn  des 
axes ,  niesnrées  dans  le  (dan  mobile ,  doivent  être  entre 
elles  comme  trois  lignes  données  p,  q^  r,  ces  dernièrfs 
lettres  répondant  auxxoordonnéea  x,  y,  z,  pour  la  symétrie 
de  la  notation. 

Ceci  étant  bieo  compris,  il  n'y  a  aucune  difflcalté  à  for- 
mer l'écpiation  du  lien  géométrique  ou  de  I«  surlace  dé- 
terminée par  le  point  du  plan  mobile.  En  eflfet  cdot-d  a 
pour  équation 

Celles  des  plans  menés  par  le  point  décrivant  et  par  du- 
•    cnn  des  axes  sont 

^-^=i      «'=::,     ^^^~.     (3) 

yr      t  rz       (,  px     k 

Et  ainsi  que  l'on  devait  s'y  attendre,  chacnne  de  ces  équa- 
tions est  une  conséquence  des  deux  antres.  En  les  combinant 
avec  l'équation  (2),  il  vient 
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cx(vei*k»u  dau  ieKpiellea  on  a  fail ,  pour  abréger 

Leur  forme  linéaire  en  fonclion  des  coordonnées  ^c.j',  zda 
point  décrivant  Tait  roir  que  lear  substitation  dans  U  rebtion 
donnée  (1J  entre  les  longueurs  (,  »,  C  conduit  à  mw  équation 
de  même  degré.  Ainsi  est  démontré  qne  le  ptriol  déterminé 
ci-dessQs  a  poar  lien  géomélriqoo  une  «rface  de  l'<Hrdre  de 
cdle  qai  rèsniterait  de  la  ooastmctioD  de  l'éqoatioD  (1)  entre 
les  variables  i^A,Z  regardées  comme  les  coordonnées  d'an 
point.  Supposons ,  par  exemple,  qoe  l'on  ait 

E'+V+^-^p-i  (6) 

U  vient  immédiatement 

p'x'+qy+r's-=^p' ,  (7) 

équation  d'nn  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  qoi  devient 
identique  avec  l'éqnalion  aux  dfamélree  conjogoés 

si  l'on  pose 

"^'pf^  ^='^'  "=^■      w 

Ed  cboisissant  convenablement  les  signes  des  divers  carrés 
qui  entrent  dans  Vôqaalk»  («)  la  Iranifomiée  (7}  représen- 
tera k  volonté  l'une  qndoonqne  des  surfaces  du  second  ordre 
ayant  un  cent».  Celles  qui,  au  contraire,  en  sont  dépoorvoes, 
seront  représentées  par  les  trantformées  d'une  éqnalion  dif- 
férente de  l'équation  («].  Dans  tons  les  cas,  la  surface aox 
coordonnées  x,  y,  z,  sera  visiblement  de  même  espèce  que 
celle  aux  coordonnées  primitives  5 ,  n,  ;.  1*9  relations  de 
l'une  avec  l'antre  ponrraiealélredéduitesduthéwâmeqn'on 
vient  de  démontrer,  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lien  de  s'étendre  sor 
de  Icis  développements. 
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Noos  termioarom  cette  note  par  l'exidication  d'an  fait  i|iii 
poarrait  être  regardé  comme  contraire  à  l'analogie  que  nom 
avoiu  amioocé  exister  entre  le  mode  de  descriptioD  des  sor- 
races  du  second  ordre,  et  celui  de  l'ellipse.  On  démoolte 
aisément ,  dans  le  cas  d'axes  rectugulaires ,  et  lorsque  b 
somme  ('W  est  coDStante,  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  Ç,  »>  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  tneoée  par  le  point 
décriTant.  La  même  chose  a  lieu ,  l'angle  des  axes  étant 
qnelcoDqne,  mais  la  droite  mobile  delongneur  constante: 
en  ce  sens  seulement  qne  ce  sont  les  perpendiculaires  ans 
axes  menées  aux  distances  ^ ,  q  de  l'origine ,  qui  se  reocoo- 
Irentsurla  normale.  Or  l'ellipsoïde  ne  possède  point  cette 
propriélé,  si  ce  n'est  dans  un  cas  très-particulier,  Où  l'on  a 

Cette  circonstance  lient  uniquement  à  ce  que ,  dans  les  cas 
particuliers  qui  viennent  d'être  cités,  l'ellipse  coïncide,  par 
son  mode  même  de  description ,  avec  l'épicycloMe  dite  rtU- 
longée  ou  raccourcie  que  déo-il  le  point  du  olan  d'an  cerde 
roulant  intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre 
double,  concentrique  à  l'ellipse.  Un  peu  d'attention  satira 
pour  se  rendre  compte  de  l'ideulilé  des  deux  courbes.  Or, 
dès  que  la  droile  mobile  cesse  d'avoir  ane  longueur  ooo- 
stante,  rien  de  semblable  n'existe.  Le  fait  paremest  acd- 
dentel,  relatif  k  la  normale,  apparricnt  donc  réellement  an 
propriétés  de  la  famille  des  épicycloldes  bien  i^us  qu'an 
secliou  cnniqaes  en  générai,  et  ne  peut  être  allégué  contre 
l'analogie  visible  de  la  description  des  surfaces  par  le  point 
d'un  plan  mobile,  avec  celle  des  courbes  par  le  point  d'une 
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LE  FOUUM  DE  DESGARTES. 


VAS.  M.  MZDT, 

ADelcn  prahiMUT  dai  colUiei  rajini. 


t.  La  courbe  (/ig.  36)  dont  Véqoatfon,  rapportée  k  ie» 
axM  rectangnlaîres ,  est 

j'»  — 3(i:i3-  +  ->^  =  0,  (1) 

est  connoe  sous  le  nom  de  foliam  de  Descaries,  CMnme  on 
ne  sait  poiol  résoudre  cette  éqnattos ,  celle-ci  ne  peut  faire 
coanaltre  directement  n!  la  nature  ni  la  forme  do  la  coorbe. 

Pour  la  Iraufomier  en  une  antre  plus  aisée  à  discuta*, 
nous  remarquerons  qn'elle  resic  la  même  quand  on  j  change 
■rcn^,  et  rédproquemenl.  La  courbe  qu'elle  représente  est 
donc  symétrique  par  rapport  h  la  bjsseclrice  de  l'angle  furmé 
pir  les  axes  des  coordonnées.  11  est  donc  facile  de  [devoir 
qo'en  prenant  cette  droite  et  ccUe  qui  lui  est  perpendiculaire 
i  l'origine  pour  nouveaux  axes,  la  discussion  sera  Bimfdiâée. 

Les  fcMinules  pour  passer  aux  axes  noureanx  sont 

D'ailleurs,  en  nommant  a'  la  portion  de  la  bissectrice  dent 
la  profection  sur  Taxe  des  .reito,  l'on  a 

""PI 
Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (t)  i  remplaçons,  pour 
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3a' 
plu  de  simplicité .  -r-  par  a',  et  soppnmoin  te»  acceols , 

l'équation  rédnile  sera 

Elle  donne  " 

L'Aqoalioii  miK  aoni  celte  ïonae ,  od  voit  de  suite  (fig.  37) 
que  la  coarbe  limitée  à  droite  à  l'abscÏMe  AB  =  a ,  l'est  à 
gauche ,  k  la  distance  AD  =  -  a ,  par  l'asymptote  W',  dost 

l'équation  est 

fl-|-3j:=0. 
L'éqoation  suivante 


déduite  de  l'éqnation  (8)  donnant  pour  m,  à  la  limite  x=:(t- 

£iit  voir  que  les  bissectrices  GL ,  G'V  touchent  les  deai 
branches  BMAU ,  BM'AU'  à  l'origiDe. 
3.  Comparons- cette  coarbe  à  celle  dontréqoalion  est 

Cette  seconde  courbe,  de  même  forme  que  la  précédaMe, 
mais  dont  l'asymptolG  VV  [fig.  38]  est  éloignée  de  l'axe  UV 
d'une  distance  HD=AD,  est  d'une  construction  géomélrîqiic 
facile.  En  effet,  si  l'on  mène  par  B  la  droite  arbitraire  BC, 
l'on  aura  toujours,  ponr  tous  les  points  de  la  ooariw, 
GA  =  CM.  £lle  est  aossî  le  lieu  des  sommels  des  bypcrbohi 
qui ,  ayant  le  Toyer  commun  B,  ont  l'axe  A¥  pcMir  asymptote 
commune.  C'est  ce  que  l'on  vérifierait  en  cherchant  direde- 
ncnt  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  l'une  ou  â  l'antre  cco- 
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ditiOD.  Il  serait  curienx  de  chercher  si  le  première  courbe 
jouit  de  quelques  propriétés  analogues. 

liB  coffiparaiion  des  forniiiles  (3)  el  (()  fait  voir  qu'entre  tes 
points  A  et  fi ,  la  première  courbe  est  plus  près  de  l'axe  des 
X  que  la  seconde ,  et  qu'entre  A  et  U ,  elle  s'en  éloigne  au 
contraire  daTaolage  ;  de  sorte  que  si  les  deux  courbes  étaient 
coDSImites  sor  la  aiéme  droit*  AB,  la  première  serait  com- 
plèleiDeiit  eDTdoppée  par  la  seconde. 

3.  Un  point  essentiel  à  détermina*,  si  l'on  construit  les 
denx  coortie* ,  est  celui  M  ,  où ,  sur  la  partie  fermée  ,  située 
à  droite  de  l'axe  des  y,  l'ordonnée  est  un  maximum.  Nous 
croyons  que  les  élèves  n'attachent  pas  en  f;énèral  assez  d'im- 
portance aux  constructions  géométriques.  Ce  n'est  que  par 
elles  néanmoins  que  dans  beancoup  de  cas  un  peut  se  faire 
une  idée  Irien  nette  de  la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courtw 
qne  l'on  discute.  Noos  les  congidérona  d'ailleurs  comme  on 
eiercice  extrêmement  utile  pour  les  élèves,  et  trës-{ffopre 
à  exercer  leur  sagacité.  Elles  nous  semblent  dmc  préféra- 
bles sons  ce  rapport  aux  résultats  déduits  du  calcnl,  et  c'est 
par  ce  motif  que  ncus  allons,  pour  chacune  des  deux 
courbes  considérées,  indiquer  la  construction  précise  du 
point  que  nous  venons  de  désigner. 

la  dérivée  de  l'équatioo 

y{x  +  a]  +  :t^(x—a)  =  0    * 
deU  seconde  courbe ,  prise  par  rapporta  j:  et  égaléeà  zéro, 
donnera  les  points  de  la  courbe  oii  la  tangente  est  parallèle 
ixa  X,  et  dont  l'ordwméc  sera  dans  le  cas  actuel  on 


Or  celte  éqoalioa  réduite  est 
Eu  la  résolvant ,  on  a 


'=-f-\/(ir^- 
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Pour  construire  à  la  foii  l'abicisM:  el  l'wdoiutéc  da  point , 
faiiwis  AK  =  AB  ;  prenons  AU  =  AB  ;  décrivmts  do  cen- 
tre K  U  drconfërence  KH ,  ceapant  l'axe  dea  -ic  en  P  et  F. 
LepointcberchËHaeniBar  la  perpentficulsire  élevée  eo  P 
sur  AX,  et  sur  la  droite  BN  menée  de  B  à  l'extrémité  N  de 
la  corde  AN  =  AP.  Quant  an  point  P,  on  voit  qn'ileathwi 
des  limites  de  la  courbe ,  ou  que  l'ordonnée  coneapendanle  k 
l'absdsae  AP'  est  imaginaire. 
4.  SI  l'on  Tait  le  calcal  aaalogae  pour  l'équation 

de  la  première  conrbe,  l'on  trouvera,  pour  la  conditk» 
cherchée , 

3j:'  — a'=Oi 
d'où 

|/S 
OmitneUon.  SwBhlfig.  37),  comme  diamètre ,  décri- 
vez une  circonf^^nce  ;  faites  AE^I1D  =  —  AB)  cleveiU 
perpendiculaire  EH  sor  AB.  Alors  la  corde  AH  =—,-.  Or 

cette  corde  est  plus  grande  qoe  AE  et  aussi  que  A0=I10. 
Donc  la  etrconTérencc  AH  coopéra  le  prcdongement  de  HO 
en  Pet  celui  de  AOen  P.  Le  point  P  est  bors  des  limites  de 
la  ooarbe.  Le  pnnt  P  est  le  seul  auquel  crarespundent  les 
points  cbercbés. 

Construisons  l'ordonnce  du  mémo  point.   L'équation  (3) 
donne 

x'        «  +  3  j:  ■ 
Faisons  AQ=3APi  surBQ,  comme  diamètre,  décritOBs 
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UM  denû-drconréreiice  rcDContrée  par  la  perpa^dieubire  ao 
point  PnirHX  en  Z,  et  après  avoir  pris  QP"=  HP ,  la  pa- 
ralléie  P"M"  à  fiZ  ura  l'ordonnée  diercbée.  la  même  con- 
ilrnction  a'apptiquant  à  nue  abscisse  qaelconqae,  on  poarra 
donc  détennioer  autant  de  pointa  de  la  courbe  qoe  fwi 
Toodra. 

La  tranatonnalkm  dont  noos  avons  Tait  aaage  ponr  dtscu- 
1er  la  courbe  de  Deacartea  doit  Are  remarquée  i  cause  de  sa 
grande  utilité  pratique.  Elle  nous  semble  prtféndtle ,  lors- 
qn'elle  rcoid  possible  la  réstdutioo  directe  de  l'équation  pri- 
mitive, àlamélbode  detecordoimèes  polaires,  pins tacile^i 
apparence ,  maïs  qui ,  en  général ,  dans  les  courbes  de  f<H7ne 
comjdiqnée ,  est  peu  propre  k  indiquer  d'une  manière  précise 
leur  Umite  exacte ,  le  sens  de  leur  courbure  et  la  position  des 
aijmplotes,  lorsqu'il  en  existe. 

Dans  le  folinm  de  Descaries ,  par  exemple ,  si  od  passe  de 
l'èquaUcn  (mmitive 

y^—iaxy  +  x^  =  0 
à  féqnatioa  aux  coordonnées  polaires ,  an  moyen  des  for- 


r  =  pcosu, 


d'où  l'on  doit  «mclorc  seulement  que  la  courbe  considérée 
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peut  avoir  mte  uyinptote  parallèle  à  la  biitectrice  ZkX 
{fig.36)àe l'angle  YAX'.  Mais  ce réaultat  k  hit  cmoalbc ai 
l'exiateocfl  réelle  de  celle  asymptote,  ni  u  diBlaoce  à  b 
biMectricc. 

Je  dis  800  existence  réelle  :  en  effet,  il  pourrait  se  Ukt, 
dans  de  certains  cas,  que,  mal^é  une  indication  de  ce  gEBtc, 
il  n'j  e«  eût  aocnne. 

Car  sut,  parexttuide,  rèqualkio 

x*  —  x'—y=0, 
disculée  dans  les  ^tmalet ,  I.  II ,  p.  832  ;  son  équation  po- 
laire est 

'"cos't 
Quand  f=-,  on  a 

et  cependant  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote ,  on  celle-d  est  à 
une  distance  inSnie  de  l'aie  des  ^ ,  ce  qui ,  an  fond ,  cil  li 
mteie  chose. 

6.  L'auteur,  d'ailleurs  plein  de  mérite ,  de  l'artide  inséré 
dans  le  même  tome  des  jinnalet ,  p.  314 ,  a  été  induit  en  a- 
reur  par  unediscusnon  de  ce  genre.  C'est  ce  que  je  vais  non- 
Irer  par  la  discunion  directe  de  t'éqnalion  i  laquelle  il  ttl 
parvenu. 

Cette  équation  est 

y-'x^—yx+yx'-{j''+x'-xr=(i.     (1) 

Elle  donne  la  solation  d'an  problème  très-intéressant  pro- 
posé par  M.  Breton  de  (^mp.  Elle  est,  dans  une  soile  de  ft- 
rallélogrammea  ACBM,  A'C'B'M  ....  etc.  [fig.  39),  qui  oot 
un  ai^le  commun  M  ,  et  dont  les  cdtés  adjaconts  varient  «i 
«oaaervant  uoe  difiërence  constante,  le  lieu  des  piedi  dn 
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perpendlcslaim  «baiaées  des  Minmeta  G,G' ....  etc.,  aur  Ict 
(fiagonalM  opfOaietet  comspondanlei. 

L'aatenr  a  élé  amené  par  too  cakol  à  prendre  pour  ori- 
^ne  le  point  0  de  la  biasecbice  de  l'aagle  AMG,  où  vont 
ooDoonrir,  par  one  propriété  fort  remarqvable,  toalea  Jea 
pcipeodicnlairea  ccRuidéréea  et ,  pour  axea  dea  coordoanéea, 
lea  droites  OX ,  OY,  parallèles  anx  cdlés  de  cet  angle. 

L'éqnaUon  [t  ) ,  étant  du  tn^siètne  degré  par  rapport  aax 
deux  Tatfabka,  ne  peat  être  réscdoe  direclemeot.  L'aoteur 
de  l'article  la  discale  par  les  coordonoéee  pcriaires.  Mais  la 
oompoiition  de  cette  équiUon ,  comnie  la  nature  néme  de  la 
qnectioo ,  indique  soffisamment  qoe  la  coorbe  eet  sjmétriqne 
par  rappM-l  i  la  biasectrice  de  l'angle  YOX  II  est  donc  na- 
turel alort  de  fffendre  cette  droite  OX'  et  sa  perpendicolairc 
OY'  pour  axes  coordoBoés  ;  et  c'eat  k  ces  aies  nouveaux  qne 
nous  «Uona  la  ra^K^ter. 

Les  formules  d'où  d^nd  cette  iraoïAHiDitioB  sont 

L'équaliOD  Iranrfwmée  est ,  par  suite , 

y  (a  V2x  —  I)  +  a  J^  j;'—  3jr'  =  0.         (2) 


Elle  donne 


r-±\/ 


21/3  x-r  '^' 

et  devient,  sons  oeUe  ftvme,  facile  à  diacuter. 

Les  valeara  de  j:  qui  satialont  aox  équations  particalicre» 

at/2:r— 1=0, 

3  -  21/3  x  =  0, 

t  3 

élinlJr'=-|/3  pour  la  première,    et  j:"=r(/2  pour  la 
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seconde,  il  suit  de  l'équatioQ  (3)  que  les  abscisses  auxquelles 
correspondent  des  ordonnées  réelles  seront  toutes  ciHniMlfle> 
entre  les  valeurs  x'  et  .7". 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  il  fant  se  rappeler  qoe  l'é- 
qnaliou  (I)  a  été  obtenue  en  prenant  le  cCHé  du  carré  MPOQ 
pour  nnilc.  Alors  si  ou  considère  le  carré  inscrit  mpq'p\ 
fbrmé  en  jirignaut  les  points  milîeax  des  c&tés-du  premier,  l'on 

1  3 

aura  OR  =  -  l/'S ,  0S  =  -{/'2.  La  coorbe  sera  donc  entiè- 
rement rrarermée  entre  les  parallèles/i'^'jjT^àl'axeOT'jet 
si  l'on  fait  crollre  x  depuis  x'  jusqu'ft  x",  l'ordonnée  posi- 
tive OMTeapondante  décroîtra  d'une  mani^  continue  depuis 
l'infini  jusqu'à  zéro. 

La  première  de  ces  parallèles ,  et  non  point  l'axe  0¥*,  sera 
donc  une  asjmptole  de  la  courbe ,  et  la  seconde  une  tangente- 
Ces  conséquences  se  trouTeot  vérifiées  par  la  valear  du 
coefflcioit  angulaire  de  la  tai^ente,  qni  est 

8x^~9\/2x+3 

langfsip ■ .  (I) 

{i[/i x  —  i]  V/{2i/2  x  —  t)[3  —  ^^ax) 

Le  numérateur  a  ses  racines  imaginaires  et  ne  peut  eo  con- 
séquence devenir  ni  nul,  ni  négatif.  Donc,  eu  adoptant  le 
signe  supérieur  qui  t^mvient  à  la  partie  SPU  de  la  courbe , 
ce  coefficient  est  constamment  négatif ,  ou  l'angle  que  fait  la 
tangente  avec  OSX'  est  toujours  obtus. 

Pour  x^y^x"  la  valeur  de  tangf  devient  inflnie.  Ce 
qui  prouve  de  nouvcaa  que  p'q'  est  une  ujmptote ,  et  sa  pa- 
rallèle pq  une  tangente  an  sommet.  De  S  à  U  la  coutbe 
change  donc  le  sais  de  sa  courbure.  Ainsi  il  y  auupointd'in- 
Oezîon  entre  ces  deux  points.  Pour  le  trouver,  cberdMNU  la 
condition  qui  rend  taug  f  un  maximum  ou  un  minimum.  Elle 
sera  exprimée  par  l'équation 
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qui  donne 

d'où  il  faut  coDclare  qoe  P  et  Q  sont  les  deux  poiots  d'in- 
Seilon  cherchés. 
Celle  bTpotbèse ,  inlroduile  <lans  (4) ,  doane 
tangf  =  ±1  ; 
d'en  il  sdH  qne  les  côtés  MA  et  MB  oa  MG  de  l'angle  inva- 
.  riaUe  des  parallélogrammes  sont  tangents  à  la  courbe. 
L'enveloppe  des  diagonales  snccesnTes  BA,  ffV  ....  etc., 
ettjCoaunerindiqocraateDr,  Dneparalxde.  Son  équation, 
rapp(»1ée  aox  droites  MB ,  MA  ,  prises  puor  axes  des  j:  et 
drs^,  est 

x'+y+ixy-{-^(x—j)  +  1=0.  (5) 

S  on  y  lait  soccessÎTement  ^  =  o ,  j'  =  0 ,  l'on  trouve 
(y—i)'  =  o,  (x+ir  =  0; 

«  qui  oxmtre  que  les  droites  MP,MQ  sont  des  tangentes;  et 
comme  elles  (ont  rectangulaires ,  il  s'ensuit  qoe  la  droite 
Diy ,  parallèle  à  PQ,  est  la  directrice  de  cette  parabide  j  qu'en 
conséquence  le  point  1  en  est  le  Toyer,  et  S  le  sommet.  Les 
trois  points  P,  S  ,  Q  sont  donc  des  points  communs  aux  deux 
ooofbes,  on  elles  ont  nne  tangente  commune  et  où  par  con- 
séquent elles  se  touchent  elles-mêmes.  Elles  diSërent  dans 
tous  les  autres  points. 

Note.  1 .  Le  foliom  de  Descaries  est  une  courbe  du  trtri' 
si^ne  degré  de  première  espèce ,  ayant  une  asymptote  recti- 
ligoe  dn  genre  byperbcdiqDe  ordinaire  { IrUrod.  in  jfnalyi., 
lib.  II,  cap.  IX).  On  troQTo  de  suite  cette  asymptote,  en  ap- 
pliquant à  l'équation  (t)  la  méthode  d'Euler  exposée  par 
M.  le  professeur  Yannson  (t.  11,  p.  398}  ^  le  marquis  de 
L'HoBpital  construit  la  partie  infinie  de  celte  courbe  avec  son 
asymptote  (.analyse des m^.  pelii* ,  secl.  i,  p,  15,et  sed.  x, 
p.  166,  deuxième éditiOD,  1715). 
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BemoidK  (Jean)  procède  ainsi  pour  carrer  la  courbe  [pp<ra 
Off»Ma,t.  lll.p.  405).  D»iHr<qDBtMn(3)faiionBa— :ir;=z': 
on  en  lire 

_  2s*{z'—a)dz  _  az'(g' — g)  tfa 
\/*a— 11'         J/laa»— 3a»  ' 
ce  qni  donue  immédialement 

■(tr=:C  — jz»(4«i— SxVttC  — j(<i  — *)'(a— Ir)"  ; 

l'intégrale  eat  nulle  pour  ;r  =  0  ;  donc  G  =  -  a'  ;  aind  l'aire 

est  exprimée  par  -  fa'—  (a—  x)'(4  -f  Sx)*  I;  fUiant j^=<i, 

on  trouve ,  ponr  l'aire  dn  demi-roUum,  -a*  ;  faisant  eoaoile 

x  =  —  :  a;  la  demi  -  aire  asjnqiloliqDe  est  équivaloite  ^  :  '■*  ; 

l'ordonnée  maxinia  est  ^  =  g  \/  -  .    Donc  le  carré  de 

cette  ordoonée  eit  èqaiYaloit  à  l'aire  totale  do  loHani  m 
bien  à  l'aire  totale  asymplottqac. 

On  a  encore  ici  l'exemple  d'une  aire  formée  carrable;  a»i) 
elle  eat  dans  l'exception  indiquée  par  Newioa.  (^oirt.  II. 
p.  351.} 

Tons  les  rolionu  cooslmils  dans  le  même  angle  des  aies 
soni  semUabtea.  Il  reste  i  troiiTer  dans  quel  cas  one  éqna- 
tH»  géoënle  du  troisième  degré  représente  un  foHitm.(f  «r 
Mémoire  de  Nicole,  Acad.  des  Sciences,  I7S9.) 

2.  La  partie  ferDiée  de  la  courbe,  ressemblant  à  one  fo- 
liole ,  a  donné  son  nom  à  la  courbe.  J'ignore  pnorquoi  cette 
courbe  est  attribuée  k  Descarles  :  il  n'en  est  point  qneslion 
dans  sa  géométrie.  Elle  est  probaUonent  dans  les  lettres;  ce 
que  je  n'ose  poarisnt  garantir,  car  je  n'ai  à  ma  dispoiibon 
que  l'édiliiHi  de  M.  Cousin ,  qui  n'a  poini  de  laUe  de  matières, 
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Ifeennedéfriorable.  ïl  est  frai  qoe  daas  le  troisfème  livre  de 
la  Géométrie ,  Descartes  constrail  une  courbe  da  InMsiâme 
degré,  doat  l'équatioa  a  quelque  analogie  avec  celle  da  fo- 
Kam.  Voici  la  génération  de  celte  conrbe  :  une  paraboie  don- 
née se  meut  parallèlement  à  son  axe  ;  d'an  point  donné  sur 
oetaxe,OQdîngedeira7(Hu  Tenon  point  fixe  situé  dans  le 
plan  de  la  parabole  j  le  lien  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la 
parabtdeest  une  ligne  do  troisième  degré,  dont  Descarlea  fèlt 
usage  poor  construire  les  racines  de  l'équation  du  sixième 
degré .  eo  combinant  cette  courbe  avec  on  cercle. 

3.  hn  équations  polaires  pearent  servir  à  déterminer  les 
asymptotes  avec  autant  de  certitude  et ,  en  certains  cas,  avec 
plus  de  faculté  que  les  équations  à  oowdoanéec  crdînaires. 
Dau  les  ans  et  les  iulre» ,  il  faut  toujours  deux  conditions  : 
la  directioa  de  l'asymptote ,  et  sa  distance  à  un  point  connu , 
et  il  est  nalivel  de  choisir  le  pôle.  L'ex|M!>estioa  de  cette  dis- 
tance est  dans  les  ouvrages  élémentaires ,  et  peut  se  coodare, 
sans  diflSealté ,  de  la  formule  de  M.  Rispal  [  t.  Il ,  p.  511  ). 
Mais  Qne  ligne  peut  avoir  des  points  isolés  multiples  siloés  h 
l'infini  ;  la  droite  qai  passe  par  ce  point  a  alors  nne  direction 
déterminée  et  devient  une  asymptote,  quoique  la  coarbe  n'ait 
qne  des  brancbes  finies  ;  ce  qui  explique  le  fait ,  en  apparence 
paradoxal,  signalé  par  M.  le  prftfeueor  Tannson  (t.  Il, 
p.  409).  NooB  reviendrons  sur  ce  potnl  d'analyse  appliquée , 
et  snr  une  propriété  générale  des  surfaces  et  des  coorbes  al- 
gébriques ,  pent-élre  non  encore  remarquée.  Tm. 
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tur  k$  courbes  du  leeond  degré , 


HnikGONi  DB  PucAL.  Lonqu'oH  prolonge  dnu;  à  deux*  tei  eUà 

opp<aéid'unhesaigotuiniarUdWR»emirbeduteeoiiddegri, 

tel  hroit  pointé  deeoHCOun  lotu  m  ligne  droite. 

S<Aly—ax'-~b=Oeiy — a'x  —  b'  =  0  laéqulioaa 

des  droites  AB,DC  [fig.  40),  si  l'on  mnlliidie  par  orire 

en  dcax  éqoaUons ,  on  sora  ano  éqnalioD  du  second  de^rè 

(1)  y+Bxr+Gr'  +  Dj+Ej:+F=0 
qni  sera  l'équation  des  deux  dnrites  ABet  CD. 
On  aora  aae  équation  de  la  même  fortne 

(3)  ^■  +  B'jy+Cx'  +  Dy+E'^  +  F'  =  0 
pour  les  droites  AF,DE. 

Soit(3)  j''+B''jy  +  C"j:'+D'>4E"j+F''=0  t'équ- 
tiondela  coorbe 
L'aie  des^  passant  par  les  pointa  A  et  D ,  oo  a 
0  =  0^=0"  et  F  =  F'=F'; 
en  effet ,  ai  l'on  sn|^io«  x=  0  dans  cbacoDe  des  trois  éqoa 
lions ,  on  (dttiendra  trois  équations  eo  y 
^+Ib'  +  F  =  0, 
r'+Dy  +  F'=0, 
j''+D>  +  F''=0, 
qni  auront  tontes  trois  pour  racines  OD  et  OA. 
Si  l'on  soustrait  l'une  de  l'antre  les  équations  (3}  et  (1), 
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uD  aura  oite  éqoaliun  qui  sera  salMUle  par  les  valeurs  des 
cowdoDDées  des  points  A,  D,  CetB.etqnisera 

jr[(B— BV  +  (C— C")*+E— E"]  =  Oi 
elle  se  dëocHupose  en 

ar  =  Oet{B-B')^+{C-C>-)-E— E"=0.  («) 

Celle  dernière  est  l'équation  de  la  droite  CB ,  pnisqn'ctle  est 
du  [H-emior  degré  et  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnéGS 
des  points  C  et  fi. 
Sonalrayant  de  même  l'éqnation  (3)  de  (2),  on  aura 
j:[(B'-ffV+ (C -O+F  ~E'T  =  0, 
qui  se  décompose  en 

:F=Oet(B'-B")r+(C'— O+ÏT— E"=0.  (5) 

Cette  dernière  est  l'équation  de  FE. 

Les  râleurs  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  GB  et  FE  dcriveat  donc  satisfaire  i  l'équatimi  -. 

{B— B'b'+(C-C)x+E-E'  =  0,  (6) 

qu'on  obtient  eo  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  ;5) 
et  (4).  Mais  si  l'on  soustrait  l'une  de  l'autre  loséqnatifHis  (I) 
et  (2),  on  ottUent  pour  équation  : 

x((B— ff)y-j-(C-C>+E-El  =  0, 
qui  se  déconqmse  en  x=  0,  et 

{B-Jt)y  +  [C—C)x+E  —  E=0. 
Cette  dernière  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor- 
dtmnéesda  point  de  rencontre  des  droites  AB  et  ED,  et  aussi 
par  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
droites  AF  et  CD.  EUe  est  donc  l'équation  de  la  droite  qui 
jirint  ces  deux  points  de  rencontre.  Ot  elle  n'est  autre  que 
réqnatkm  (6]. 

Par  conséquent ,  les  Irois  points  de  concours  sont  en  ligne 
droite. 

Ann.  DI  UathIH.  III.  H 
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IlExifitHii  m  fiRiinciimi.  La  troia  Hagoniriei  9m  joigiunt  ta 
aornnutt  de»  angki  oppotéi  d'un  hexagone  eirwtuerit  à  une 
c&urbe  tbi  teetmd  ieçN,  te  aMftiHt  oh  tMAMpatM. 
Si  du  point  A(ySjr.41}oomteeaiie8écaiileàIa  courbe,  MqDP 
par  les  poinU  de  reacc»itre  on  mène  due  tiogeBles  à  la  oonrbp, 
ces  tangentes  k  couperont  en  un  point  de  la  corde  des  con- 
lacts  des  côtés  AB,  AF.  Il  en  sera  de  même  poor  le  point  D. 
Par  conséquent,  si  par  les  points  de  rencontre  de  AD  avec 
la  coarbe  on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  ces  tangentes 
se  couperont  en  un  point  sitaé  à  la  Tois  snr  la  corde  des  con- 
tacls  des  tangentes  AB,  AP,  et  sur  la  corde  des  contacts  des 
tangentes  DC,  DE  )  ce  point  sera  donc  le  point  de  conconn 
de  deux  cAtés  (^iposés  de  l'hexagone  inserfl  i  la  courbe  et 
Tormé  en  joignant,  deux  à  deux,  chaque  poini  de  contact  an 
suivant.  La  diagonale  BE  sera  pareilleinait  dirigée  suivant 
la  corde  des  coalacls  de  deux  tangentes  menées  A  b  courbe 
par  le  point  de  concours  de  deux  antres  cdlés  opposés  de 
l'hexagone  inscrit.  EnBn  la  diagonale  CF  sera  dirigée  sui- 
vant la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  dn 
point  de  concours  des  calés  fonnanl  le  troisième  couple  de 
côtés  opposés  de  l'tiexagone  inscrit.  Les  trois  diagonales  » 
confondent  donc.avec  les  cordes  de  contact  des  trois  coupfes 
de  langentesmcntesde  trois  points  situés  en  Kgne  droite.  Or, 
on  sait  que  si  de  diSbreols  points  d'une  droite  on  mène  des 
tangHiles  à  une  courbe  du  seomd  degré,  les  cordes  de  cw- 
lact  passent  toutes  par  un  même  point  \  par  conséquent,  ks 
diagonales  de  l'hoxagonc  circonscrit  doivent  se  couper  au 
même  point. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN, 
VA»  M.  anaaam, 

AllMlanoratlc,  proraienr  de  mdbtniiUqgM. 


pubmiÉre  gnuTton. 


De  «Hnbien  de  nunières  le  premio-  nteaibre  d'une  «qna- 
tiOD  da  degré  2m  peot-il  se  décomposer  eo  facteurs  du 
seand  degré? 

DéBipioiM,  pour  «bréger,  para,  6,  c....A,i,/,  lesstOTfcc. 
leurs biDdmes.  ^-«,  jr_j3,  «te.,  correspondanl aux  di- 
Tcrses racines,  réelles  on  tmagiiuir«s ,  de  l'équation. 

l*rédioii8  la  question  :  Canbien  pent-on  écrire  de  listes 
de  EMtenrs  ia  deuxième  degré,  telles  que  le  produit  des  fac 
Itna  de  chwjne  liste  aoit  ^1  au  premier  membre  de  l'équa- 
tion propdséef  Deux  listes  dffKrantau  moins  par  un  fac- 
leiu-. 

tmiT  Imner  ces  listes ,  on  peut  procéder  comme  suit  : 

Je  prends  le  focteur  <i ,  que  ie  multiplie  par  b.  RéserraDl 
d'abord  le  ivoduit  ab,  je  suppose  qu'on  ait  résolu  le  pro- 
bUne  pn^MMé  pour  le  produit  des  2i»  —  2  facteurs  restants , 
etdMea*  toolesles  décompositions  diiBrentes  qu'il  demande  -, 
***  *"'»«-«  le  nombre  de  ces  décompositions.  A  chacune  des 
Unes  obtenues ,  je  joins  le  prodoit  réservé  ab ,  et  j'ai  une 
praniére  série  de  ?"»■  _  ,  décompositions  différentes  du  pro- 
doit  des  3m  facteurs  proposés. 

Je  joins  ensuite  au  facteur  a  un  facteur  c  antre  que  b  ;  je 
réserve  ce  ^«dnit  ;  je  (orme  toales  les  listes  différentes  de 
bctnws  dn  deuxième  degré  des  2m  ~  a  faclenrs  reslanU; 
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j'en  ai  encore  P'an-ai  à  chacune  je  joins  ne,  et  j'aiDiMiaoa- 
veUe  série  de  listes  de  produils  de  3m  racleim,  lesquefles 
sont  difitevnles  des  premières.  Je  joindrai  ainsi  saGcesnTe- 
ment  le  factoor  a  h  diacnn  des  2m —  1  bcteon  restants , 
et  chaqae  fois  j'aurai  P"m-i  listes.  Gela  fait,  je  Ica  aurai 
évidanmenl  tontes  ^  car  dans  l'nne  qaelconque  des  listes  de- 
mandées, a  doit  être  joint  à  l'nn  des  Sm — I  antres  Faclears, 
et  se  troaver  absent  des  aatres  prodoita  du  deoxièaM  d^ré. 
De  là  rèsolle  évidemment  la  Tormule 

F*»=P"»,-s  X(2«»  — 1). 

En  changeant  socoessivemeni 

m  en  m —  1,  m  —  2, m  — {m — i), 

el  roaltiplianl  les  égalités  résultantes,  on  obtient  la  formule  ; 
P*-m=  1.3.5.7....  (2m  —  ») 

Corollave.  Étant  donné  an  polynôme  entiei-  de  degré  im- 
pair (Sm+l),  de  combien  de  manières  peut-on  le  décompo- 
Bpr  en  an  produit  de  faclears  du  deuxième  degré ,  moltiplié 
par  on  facteur  du  premier?  Soient <i,  à,  c  ....  A,  k,  l,  n,]a 
facteurs  dn  pronier  d^ré.  On  laissera  d'abord  n  de  oOlé;  on 
formera  tontes  les  listes  de  facteurs  du  deuxième  degré  reb- 
lives  aux  2m  (aclenrs  restants ,  lesquelles  seront  au  nombre 
de  F».=  1.3.5.7...  {2m-i). 

Enjoignant  à  chaque  décomposition  le  facteur  réservé  n, 
on  anra  une  série  do  décompositions  relatives  k  la  questioa 
actuelle.  En  isolant  d'abord  sncce^vement  chacun  des 
2m-)- 1  facteurs ,  on  aura  autant  de  séries  diBércntes.  Le 
nombre  des  listes  est  donc  1.3.5.7... .  (3m— I)  (Sm-f  I}. 

DeDXIAMI  QDKaTIOH. 

De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  on  prodait 

de  3  m  facteurs  a,b,c, ....  c,  A,  i  en  facteurs  ou  diviiears 
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do Iroinèine degré? Cette qtwslio»  ost  aulogaeàla  précé- 
dente. 

Je  mets  à  part  le  bctcor  a ,  et  je  forme  tooles  les  combi- 
uiaons  des  Zm~  t  racteors  ratants  pris  3  à  3  ;  il  y  en  a 
fawi— t)(3i»— 2) 

i.a. 

Je  multiplie  a  par  l'on  de  ces  produits  de  deux  facteurs, 
bc  par  exemple  i  réservant  le  produit  abc  ainsi  obtena ,  je 
fimne  toutes  les  décompositions  indiquées  par  la  qacstiou 
applîqnéeio  prodidl  des  Sm  —  3  facteurs,  autres  que  a,b,e; 
sût  V'tm-t  l«  otMAbre  des  listes  obtenues.  A.  chacune  d'elles 
j'ajonte  le  prodaitaiic,  et  j'ai  aiasi  une  liste  de  diviseoradu 
trojsiteie  degré  dont  le  -prodnil  est  celai  des  3m  factears 
donnés.  Ayantfait  cela  pour  lesP*"^  ,  listes,  j'ai  an  nombre 
égal  de  décompositions  da  prodsit  donné. 

Je  multiplie  a  par  une  antre  combinaison  des  facteurs 
restants,  bd  par  exemple  ;  j'opte  comme  précédemment  sur 
les  3m — 3  facteurs  restants  ;  puis  joignant  à  cliaque  décom- 
position du  produit  de  ces  3m  — 3  facteurs  le  produit  abd, 
j'obtiens  une  série  do  P*,,  ,  décompositions  relatives  au  pro- 
duit proposé  de  Sm  facteurs  ;  ces  dernières  listes  sont  dillë- 
rentes  des  premières,  puisque  dans  le  diviseur  qui  contient 
a  dans  chacune ,  ce  facteur  est  constamment  joint  h  bc'daat 
les  premières  et  à  bd  dans  les  dernières.  Quand  on  aura  fait 
usage,  de  la  même  manière,  de  tontes  les  combinaisons  de 
deaz  fiictenrg  antres  qne  a ,  tm  anra  toutes  les  décomposi' 
tions  possibles.  Dans  chaque  liste  en  effet,  a  doit  accompa- 
gner une  combinaiscm  de  deux  des  facteurs  restants,  et  élrc 
absent  des  autres  produits.  On  a  évid^umcnt 


P"'    z=F"„ 


(3ot— 1)  (3m— 2) 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  MO- 
RemiAaguUiiiccewîvfliDeDtiN  p«m — l  ,11—3, .  ..m— {m — l) 
et  mollipliant  (oates  leségalités  obtenues  oiembres  àmefnhnM 
ontroOTe 

FV»j|/l.a-*-5-7.8 (8m-2)(lni-i)\ 

On  obtiendrait  exactement  de  la  intoe  ninriàre,  le  DonAre 
deedécompositioiud'Dn  pntdoitde  factenn  da  premio'  degré, 
en  dWisears  d'an  degré  qaekonqDe,  si  l'on  suppose  le  degré 
da  produit  maltiple  de  celai  d'an  diTiBeor. 
ExempU  :  calculer  P^ 

Soit  (^  le  Qoinbrc  des  conAinaiMMit  «ks  pn —  l  fac- 
teon  autre  que  a ,  pris p  —  i  ^  p — t.  (M  aiiFi  la fomide 
^^=Pi»~ff^^•  ^'^  l'<"  AMoira  la  valeur  de  F^  par  h 
métbode  indiquée. 

TiOUIÉHR  ODISTIOH . 

Si  on  demande  le  nombre  de  décomporilioat  en  diviiears 
da  degré  p  accompa^és  d'un  seul  diviseur  du  degré  9,  poor 
un  produit  de  ^m+f  facteurs  du  premier  degré  (f^^);!! 
suffira  évidemmeol  de  trouver  le  nombre  de  décotapoailiooi 
en  foctears  du  iegrép  pour  un  produit  de  jim  bcteors  et  de 
mulliplierle  DombreF|.  obtmu  par  cetoi  des  combioaîaoBSf 
à  tf  dotons  les  facteurs  dn  produit  propesé  àepm+q  fsctcon. 

En  effet  chacune  des  listes  demandées  8'fri>tiait  en  metlant 
k  part  q  des  facteurs  proposés,  et  y  joignant  ensuila  cbacnne 
desdécompositions,  en  facteurs  dn  degré />,  du  produit  des^ 
facteurs  restants. 

Pendant  que  je  m'occupe  de  combinaison!,  je  crois  utile  de 
mettre  ici  one  solution  plus  simple  du  pr(Aléme  des  moU 
(tomel",  page  14). 

QoiTBlIlIB  QUUTIOn. 

Je  reproduis  l'énoncé.  DéUnniner  le  DOOdve  des  mots 
que  l'on  peut  former  arec  19  consonnes  et  5  voydles. 
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cl>H|«e  nol  éUnt  €ompoH  da  3  aHMonass  «t  de  3  rajeUe»^ 

enuclnant  tous  les  mots  renfermant  trois  OHnonaee  de  suite. 

Je  vais  d'abord  former  saoa  eiclasion ,  tous  les  mots  de  3- 

eouomie*  et  2  voyellee. 

Pour  que  deux  mois  toienl  iéeal^iiw,  H  fanl,  1*  ^otf 
loalec  les  lettres  Mient  les  méOMs  dans  les  deux  ;  S*qD'«bs- 
IrMlkn  Eftite  da  couaonnea,  les  voyellea  y  occspeat  la  mâme 
potiliao  nlitiTe,  c'eal-è-dire,  eflkvot  le  même  arraagmeDl  ; 
y  qae  !«•  voyeltei  effiieèes ,  il  ea  wit  aissi  des  comoDues  : 
4*  qoe  CM  tn^  coaditionB  mplics ,  la  Btee  lettre  ait  la 
Bktee  place daaslMdeaxmûtsC). 

Gela  posé  je  forme  les  arrangements  oaa|Aets  des  19  eou- 
sonne8  3à3i  il  7  en  a  19*;  td.  des  5  voyelles  2  ji  2  ^  il  y  en  a  5*. 
Je  prends  l'uo  dea  premiera  àedf  l'nn  des  seconds  a«,  et  je 
forme  tons  les  mots  dans  lesquela  las  S  coiiao— w  U,e,dof- 
frenl,  abstraetion  faite  des  voyelles,  l'arrangement  6c^,  et 
les  voyelles  semblablement,  l'arrangeiiieat  précité,  Poorle 
faire  avec  ordre  et  sûrement,  je  forme  les  comBfnaisons  des 
5  nomérot  de  places  1 ,3,3,4,5  pris  S  à  2  ;  j'écris  les  numéros 
de  chaque  combinaison  dans  l'ordre  de  leurs  grandeors  ;  à 
cdlé  de  chacuae  j'écris  la  combinaison  des  3  naméros  res- 
tants, aussi  par  ordre  de  grandeurs.  On  obtient  le  laUean 
ci-coatre  : 

f.3  3.4.5  ChaqnecombinaiiOodeâDuméroB,  etSA 

1  2  3  5  correspondante  de  3  me  servent  à  former 
5  2.3.4  nn  root  avec  les  consonnes  et  les  voyelles 
î  1*3  5  choisies.  Le  1"  chiffre  de  la  combinaisou  de 
}  1  -3.4  3  numéros  indique  la  place  de  a,  le  3*  celle 
1  1.3-5  de  e.  Le  1' chiffre  de  la  correspondante  de 
}  1.3.3  ^  indique  la  place  de  6,  le  2"  celle  de  c,  le 
3*celle  de ''dans  l'ordre  de  rarrangcment. 


1.* 


9.4 


nign^Pdi-vGoOgle 


££E««pte.-le6  6'M  ooDBbiiiaisoMdoaiMDtleiaot  fracet/. 

Nous  avons  aiiui  — r-  od  10  mots,  pour  lesquels  les  3  pre- 
mières cwiditioDS  sont  remplies,  mais  la  qoatriâme  ne  l'est 
pas.  Ces  mots  soot  donc  diflteaits,  et  ce  sonl  les  seols  qtu 
poissait  satisfaire  à  ces  3  premières  oonditionB  )<v8qa'oD  M 
usage  des  arraDgenents  adopta.  Arec  le  mâbe  arrangement 
ae  j 'emploie  an  antre  arrang«tiHot  quelconque  de  cMisoonca. 
Yn  fyfis»al  de  même  j'aurai  10  siots  diOérents  «itre  eux  i 
cause  de  [4"}  non  remise  ;  et  diSëreots  des  préoideotes  d'aprâi 
le  cwidition  3*  non  rem|die,  si  les  oonaooBes  sont  les  mtees 
que  dans  l'arrangement  6ci2,  ou  d'ai»^  l*  id.,  s'il  n'ek  est 
pu  ainu. 

Employant  ainsi,  avecle  mteie  arraiigemrat  œ  derojeUes, 
tous  les  arrangements  couplets  de  oonsumes,  j'obtieas  des 


Prenant  an  lieu  de  ne,  an  an^  arrangement  de  vojdles, 
et  opérant  comme  arec  ae,  j'aurai  nu  nomlve  égal  de  mots 
diOérant  entre  eux  d'après  ce  qnf  vient  d'âtre  dit,  et  des  pré- 
cédents d'après  3*  ou  1°. 

Et  ain^  de  suite  après  avoir  employé  tous  tes  arrange- 
ments complets  de  9  voyelles,  nous  aurons  des  mots  au  nom- 


Evidemment  nous  avons  tous  les  mots  possibles  de  3  con- 
sonnes et  de  3  voyelles  ;  car  pour  chacun  les  cooionnet  effli- 
cées ,  les  voyelles  doivent  offrir  on  c^tain  arrangement  ;  de 
même  poar  les  consonnes,  lorsqn'tHi  effacerait  tes  voyelles. 

Considérons  à  part  les  mots  qu'il  faut  exclure  d'après  la 
fin  de  l'énoncé.  Ou  tes  obtiendrait  isolémenl  de  la  manière 
soivanle. 

On  prendra  l'arrangement  ae  et  l'arraDgcmcnt  bcd^  par 
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extmfie.  On  mettra  le  deQxièine  en  bloc ,  CMnme  ane  seule 
Mire,  1  tontes  les  {daces  possibles  relatiTemeot  k  celles  de 
famogement  a«,  oe  qui  donne  les  mots  aebcd,  abcde , 
bcdat,  va  nombre  de  3  ;  les  seols  qui ,  poar  la  dispositimi 
relative  aé  des  voyelles,  contienneat  l'arrangement  des  CMi- 
mmes  bcd  cfK»teatJTO.Toaslesarrangementsdeconionne3 
éliBt  ainsi  amploTés  avec  le  méine  arrangement  m  ,  nons  an- 
nias  pour  cliacDn  S  mots,  et  poor  tons,  3  x  10'  mots,  diflb- 
Kotsles  non  des  antres,  à  cause  de  3°  oo  1«  non  remplie.  Si 
noos  employons  de  mtew  tons  les  arrangements  complets  de 
Teydka,  nous  anrons  en  tont  3  X  19*  X  5*  mots  A  retrancher. 
De  Mrte  qoe  définitivement  le  nranbre  demandé  est 

t^Xl9*x5'-3Xi9'x5'. 

Ufomaule  donnée  (t.  1,  p.  U)  dtrit  être  rectifiée  ;  le  pre- 
mier terme  doit  être  ^visé  par  a ,  conune  le  deuxième.  Gela 
vint  de  oe  qne ,  dans  la  formation  des  mots  contenant  3  coo- 
soiuKS  et  3  vc^eUea  diflërentes  (  p.46) ,  11  y  anra  double  em- 
|M  poor  diaqne  mot  ;  on  a  le  même  mot ,  par  exemple , 
lonqœ  dans  abcd,  <»i  met  e  à  la  première  place,  et  lorsque 
dans  dicd ,  on  met  a  à  la  dcoxième  {eabcd).  Il  faut  donc  di- 
viser par  a  le  nombre  des  mots  obtenus  dans  les  conditions 
de  ee  pamgra|die.  \a  formule  ainsi  modifiée  devient 

-19'X5'X3  = 


CflBt  la  considénttou  de  la  fmmale  ainsi  modifiée  qui  m'a 
Tait  penaer  à  la  solntion  qne  je  propose  anjoord'hni. 
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Trouver,  pardes  conaidératioiu  âj^rt'ori,  combien  il  71 
de  nombres  différenU  dans  la  table  de  Pjlbigore. 

H  suffit  évidemmeot  de  se  rendre  comiite  éei  nnnri  ée 
répélilioo,  poor  disliogner  les  nombrei  sur  lesqneb  elles 
influent. 

D's)»te  le  priocipe  relatif  à  rintwrenkn  de  ieta  &^ 
leurs ,  3  >:  7  =  7  X  3  s>  SI ,  si  l'oo  I  égard  i  la  dJipMtioi 
de  lalablc,  00  verra  que  SI  soa  le  septiève  dfi  la  tcoiàtee 
colonne  b(»ùontale  et  le  troisième  de  la  s^rtiànte  colome  id. 
Ce  DOB]bre  est  ainsi  répété  deux  fois.  D  en  est  ainsi  pour 
Ions  les  deax  produits  de  denx  facteurs  inégaux ,  c'esl-ji^re 
ponr  tons  cenx  de  la  table,  excepté  les  carrés.  Cette  reniar' 
qne  s'af^lique  donc  k  72  {vodoits ,  parmi  leavwls  on  ne 
trouvera  as  pins  qoe  36  nombres  diOërenU  :  joigoons-j  les 
9  carrés ,  cela  en  fera  45.  On  peut  lei  mettre  à  part  dav  !■ 
table,  m  tirant  une  ligne  diagonale  le  long  des  carrés ,  sor 
leur  droite,  par  exemple.  Tooa  les  nombres  à  gauche  sont  les 
4â  {wodaits  indiqués. 

Si  on  {nrodnit  est  double  dans  œtle  partie  de  la  table,  ce 
a'«st  plos  à  caose  de  l'interversion  des  Csctears  ■.  nons  a'; 
aurons  plus  égard. 

Tons  les  nombres  moindres  qne  10,  qui  ne  sont  pas  ^- 
miers ,  donnent  lien  i  répétition. 

Ainaî4=1.2*  donne  les  produits  l.4et  4X1  en  isolant  t; 
si  i  n'est  pas  isolé,  on  ne  doit  plus  j  avoir  égard,  e( 
4  =  a'  =  3X2;ceqDi  répète  ce  iHwlait  ailleors  que  dan» 
les  premières  colcmnes ,  horizontales  on  verticales.  Il  en  est 
de  méoM  évidenuncnt  de  6,  8,  B  :  (4  nondre*  k  déduire). 

Si,  en  dehors  des  causes  précédentes,  denx  {roduito  sont 
égaux ,  c'est  qu'ils  sont  OHUposés  des  mentes  facteurs  pre- 
miers, et  que  ces  facteurs  premio^  peuvent  se  partage  an 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  315  — 
Boiiw de  deu  vtnMra,  «t  deax  groaim  de  bcieon,  teli 
^  le  produit  de*  hcleon  de  dHqiie  groope  nit  Moindre 

La  facteurs  premiera  qui  entrent  dans  do»  prodnils  sont 
9,  3,5,  7.  Ornnprodoil  dans  lequel  entre  S  ou  7  ne  peot 
M  rép^CT  duiB  DOS  i6  Bontwes.  £o  eflet ,  en  groupant  les 
bcteors,  on  est  obligé  de  Ijisaer  5oa  7  toot  seol  ;  car  si  <» 
lid  adjoignait  on  aotre  foctenr,  an  OKHns  S ,  le  groupe  drai- 
nanît  an  moins  10  !  il  n'y  a  donc  qu'une  manière  de  parla- 
Btrun  tel  [Hoduit  en  deux  facteurs. 

n  n'y  a  iloqc  qu'i  s'occuper  des  nombres  qui  ooiii[K«fineat 
pour  hcteors  premiers,  soitS  seul,  acrft  3  id.,  soitSet  2, 
eoHd^iMiaalpuSl.a',  a>  ont  été  ooawdérés  dans  U  re- 
nuque  précédente  ;  deméme,  2x  3.  S'.NMua'aTonsqn'à 


j.j»*./.»».      a'-ax2'  =  a"xy-     (irépéiwoo.) 

|S>=2*  X  S>.  Pas  d'antre  ;  caron  oepeut  mellreS*pour 
undesfketenrs.  a^nedmmequeil'Xâ'poarlainémeraîscm. 

Parmi  les  puissances  de  3,  bous  n'avcHU,  en  outre  de  9 
déjà  ooDsidéré ,  que  3'  et  3*,  qui  ne  fourolssent  diacuu  qu'un 
produit,  3X  3' et  3'  X  3'. 

|9'.3  =  4x  3  =  3X  (SX»)         (1  répétiUOO). 
â>X3  =  8x3»a'x(9x3]     (1  répétition). 
3*.3  D'en  donne  pas  :  car  on  ne  peut  mettre  que  3  avec  3 
dans  un  groupe.  De  mta>e  des  puissances  supMeures  de  S 
avec  la  première  de  3. 
j,  1         «.S*  =  2.9  =  ( 2  X  3)  X  3  (i  répétition). 

|SX3*  se  donne  rien  ;  car  oQ  dtdt  mettre,  et  on  nepral 

■ellr8,fBeSaneS. 

BbSb,  y  X S' «4X9  =  (2X3)  X (2X3)  [1  répétition) 

AncuDe  antr«  répétttioo  n'est  possible  ;  car  d'autres  pois- 

unces  de  2  ne  peuvent  se  joindre  à  3  dans  un  groupe ,  ni 
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réciproquement.  Noos  «Tons  donc  en  (ont  9  répèlitlolu  pami 
les  45  produits.  En  toat ,  36  nombres  difEèrents  dans  la  tabte 
dePyUu^ore. 


THEOREME  0£  OfSCARTES. 

WAML  M.  mtOK, 

profM««ii  iD  collège  de  Btn*kMK(. 

II  s'agit ,  comme  on  sait ,  de  proaver  qne  (  x  — o]  f  {x) 
renfenno  an  moins  ane  variation  de  pins  qne  f(jx). 

1°  La  propositloo  est  évidente  «  f{x]  n'a  point  de  varia- 
tion. Car  le  pranier  terme  de  (x—a)  f  (x)  est  potitif,  et  le 
dernier  est  négatir.  Donc  il  y  a  an  produit  an  moins  nne  va- 
ria tion. 

â*  Je  «oppose  notre  proposition  prouvée  pcRir  le  cas  où  f[x) 
renferme  n  variations,  et  je  di»  qu'elle  est  vraie  s'il  en 
renferme  n-j-l.  Car  soit 

/■(ar)=ar"4-  .  .  .  .zt  A«':^Er'~'q: .  .  .  ■  :=^lai 
Admettons  que  de  x*  â  «■  il  y  ait  n  variations ,  et  qne  de  x> 
à  a?»  il  y  en  ait  ooe  seule,  de  sorte  qne  f(x)  en  oonUent  ii+ 1 

On  pourra  BO(qK»er  qne  t  est  1,  3,  3,  etc.;  i  peut  être nnl 
oontm. 
[X — a)  f(x)  comprend  deux  parties  ;  la  première 

f(x)  =  {x~a)ix-+...±Ax'), 
renrerme  par  hypothèse  au  moins  une  variation  de  plus  qne 
a;*-|-. ..  i^Ajt',  c'est-à-dire  an  moins  n-j-l  (  la  seconde 
i{'(x]  :=  (x — a)  (qp  Bx  ""*  . .  .  :^  Lr^  )  en  ctmtient  an  moiu 
une  d'ajurés  le  {wemier  cas.  Mais  le  dernier  de  7  ctlc  premier 
de  ^  sont  de  mOmo  signe,  cl  sont  respectivement 
zpAoa:''q:Ba:"~'^' 
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i(mcps-i-^x,oa(3;—a)fxitn.am(Âmn  +  i-i-i  varialioas 
quand ntéme  i sersit  =  1 .  Donc,  etc. 

Or,  la  pn^KMition  est  (woorée  pour  ii=0,  donc  elle  est 
complètement  démontrée. 

iVbfe  netifieative  mr  ta  constntcHon  des  tcAla  da  simu 
natitnlt  (t.  I,  p.  âT2,  et  t.  III,  p.  12). 
M.  Fink  déclare  qa'il  n'a  jamata  argné  de  faax  les  cal- 
cnlsdeM.  Vincent;  qn'il  les  trouve  exacts ;qDe  les quantilés 
qu'il  anégligèes,  étaieiit  n^Iigeables  ;  maisque  sealemeot  il 
1  omis  de  prouver  qoe  ces  quantité*  u'inllaent  pas  sur  l'exM- 
tilode.  De  quoi  d'ailleurs  M.  Vincent  pouvait ,  pent-£tre,  te 
dispenser,  puisque  à  propos  de  nniu ,  il  ne  prétendait  pas 
exposer  une  tbécvJe  complète  des  approximations.  M.  Fink 
■jonte  que  s'il  a  employé  la  méthode  inli^ale,  c'est  en  vue 
d'abréger;  et  qu'il  possède  ane  méthode  élémentaire  très- 
simple  qni  sera  insérée  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigo- 
Domélrie ,  prèle  à  paraître . 


THËORËUB  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  UN  CERC[£. 


9MML  m. 
éWrg  di  Mllts*  Stinl-Lonli  ( 


Soit  ABC  (Fig.  43) ,  wt  Iriangte  actiiançte  rnscrU  dont  m 
cerete,dont  U  ee»»t  0  ea rilué  dan»  rinUrieur  du  triangle; 
nttwfroMSDmflMli  A,  B,C,  m  mine  ies  rayons  AO,  BO,  (X), 
dont  leiprolongementêrmcontrent  la  circonvenue  aitœpmnti 
A',H,C'^  :  let  tix  poinb  A,B,G,A',B',C,  leront  letionmttt 
i'm  luxagone  «timl,  dont  la  mrfaee  tera  double  de  celle  du 
iriangU  ABC. 
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ReurqfNDi  d'abord  qoe  le  diamètre  AOA.'  dirtoe  YYuttt- 
gooe  CD  dMix  quadrilatères  Aff  CA',  A.C  BA'  de  même  aor- 
Eace  i  or  le  qoadriltUre  Aff  GA'  ae  ctnrpoae  dn  triangles 
AOff,  fi'OC,  OOA'  reapectivanent  égMtx  aat  IriaBgka 
BOA',  BOG',G'OAqnironiieiit  le  quadrilatère  AC'BA'.  Tool 
se  rédait  donc  k  dérnootra-  qae  le  triaagie  ABC  est  éqndn- 
leot  SD  qnadrilatére  AB'  CA'.  Or,  les  triangles  AOB,  AOB* 
sont  èqniTalenta  comme  ayant  dea  bases  égales  OB,  Off,  el 
méoebaDlear.  OnademémeBOC=B'OC,et  AOC=A'0C. 
Donc,  ABG  =  AB'CA'. 

La  même  démonalratioii  B'appliqae  à  ud  triangle  ABC, 
inscrit  dans  une  ellipse  dont  le  centre  O  serait  IntérKor  ai 
triangle  ;  car  la  démonstrationeslentiéremeDtrondéeiaroe 
que  le  point  0  est  le  milieu  des  trois  droites  AOA',  BOB*, 
COC. 

91  le  centre  dn  cerde  est  extérienr  an  triangle  ABC 
(fig-  ^3),  l'an  des  trois  angles  da  triangle  ABC  sera  obUm 
supposons  qne  ce  soit  l'angle  BAC ,  alors ,  le  centre  dn  cer- 
cle sera  inlérienr  au  triangle  A'BG,  et  la  snrtaœ  dei'heia- 
gone  sera  le  double  de  la  surface  du  triangle  A'BC;  on,  ce 
qui  revioit  au  même ,  la  anrTace  de  l'hexagone  sera  le  don- 
Ue  de  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BAC,  et  BGB'- 


LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  I^GATIVES. 


U  théorie  des  qaantitâi  négatives  se  prdseate  dis  le  début 
de  l'algélwe ,  et  il  importe  qu'eHe  ne  laisse  dans  l'esprit  des 
élèves  aocnn  nuage.  Cependant  les  cx[dicalions  que  l'on 
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doue  ofAnaireMwt  A  ce  sojet  «e  UiMeat-eUa  ries  k  ié- 
ànt?  , 

Pu  exemple ,  si  od  fait  naître  cet  «lualités  d'ane  wut- 
trwttM  Mi^ioMi6fc ,  denuore-lHl  biea  elair  qa'iine  opéra  tk» 
qoj  w  peut  pas  avoir  lieu  pause  prodoire  des  qaaotilés 
VidcoiM(Bea? 

Ewnlle,  les  qnaiMitéa  négatives  Ataot  one  fois  adniaes, 
OQ  ne  pent  pas  les  fonmettre  aux  opérations  fondameatalea 
dacakaliansaToirdcMiiiéà  ladAfimtioBdeced  némesopé- 
nDoos  une  eilenaioi  Bonv^le.  Mais  si  cette  extcaaioa  pa- 
raliioatk  fait  arbitraire,  eUene  jettov  aocon  jonrsiirles 
régie»  qo'on  en  dédnil.  Il  faudra  donc  «(im  l'élére  admette 
ces  règle*  sm- la  Coi  do  proteseor ,  saaf  à  en  constater  pins 
lard  l'olflilé. 

Ayant  en  roecasioa ,  il  5  a  d^  qnelqoes  années ,  de  faire 
on  cours  de  mathématiqnes  éléoentaires ,  j'ai  essayé  de 
lever  ces  dîfficoltés  eo  présentant  la  théorie  à  pea  près  de  la 
foçoD  SDinnle. 

J'ai  lait  ronurquer  premiAreoient,  avee  tous  les  auteurs, 
que  certaines  candeurs  concrètes  ne  sont  pas  aMnplétement 
délaminée»  par  leurs  valeurs  Domériquet.  Os  sortes  de 
graudenrs  étant  «asceplîUes  de  ooltre  duis  deux  sns  a»- 
trsireSf  il  est  indispensÉrte  de  apèdfier  le  mbs  dans  lequel 
lUes  ont  été  formées  et  dans  lequel  elles  doivent  être  cooptées. 

Ceci  n'est  pas,  è  ]WOpreinent parln- ,  une  convenance  do 
calcolateor  :  c'est  une  nécessité  qui  résulte  de  la  nature 
mâne  des  choses. 

A  la  vérité,  la  dualité  du  sens  ne  se  maBifoste  pae  dans 
loule  sorte  de  grandeurs  concrètes  i  mais  il  est  naturel  que 
la  grandeur  abslrailesoitconsidérée  comme  sbscdument  sus- 
ceptible de  ce  double  aspect ,  puisque  toute  relation  entre  les 
Krandcnrs  reçoit  de  son  passage  à  l'abstrait  toute  la  gêné- 
niité  possible.  Déjà  en  arithmétique ,  on  a  rencontré  an  ré- 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  MO  — 
salut  iB^ogne.  Asearéraent  b  «dtdivisioa  de  l'iuitc  n'en 
pas  praticable  Mr  loates  sortes  de  grandeors  txmcrètes ,  el 
loatefois,  dans  le  passage  da  conoret  à  l'abstrait,  l'imilé 
n'eat-dle  pas  considérée  comme  abacdoment  snscppUble  de 
oetU!BiibdiTision,.saof  ancalciilatear  A  rqeta  dans  l'appli- 
calion  on  résultat  fntcUomiaire ,  si  les  grandeon  qu'il  COD- 
bioe  entre  elles  n'admettent  pas  cette  rorme  particnlière  da 
oaaùmf 

AitMi  déa  le  d»at  de  l'algèbre ,  U  j  anra  lien  d'admetlR 
dcfl  moDdm«  poiitifi  et  des  moDdmes  négatif» ,  c'est-à-dfee 
des  quantités  algâniqaes  isolées,  dans  lesqndles  on  di»- 
tin^nera  le  sens  de  fonnatioa  par  quelque  signe  oonvenaUe. 

Maintenant  si  on  fut  attention  qne  le  pro|««  des  gran- 
deurs de  mfime  sens,  Iwsqn'elles  sont  réunies,  est  de  Tor- 
nwT  nn  total  qui  est  aussi  de  même  sens  -,  an  lien  qne  si  on 
réunit  deux  grandeurs  de  sens  contraires,  on  a  un  tout  nu- 
mériquement égal  à  leur  différence  et  conservant  le  sigiir 
de  la  plus  grande  ;  on  com[M«ndra  que  les  signes  d^è  adop- 
tés pour  représenter  l'addition  et  la  soustraction  sont  singu- 
lièrement propres  A  spécifier  le  sens  de  la  formatian  des 
grandeurs.  Car  lorsqu'on  voudra  réunir  des  grandeurs  de 
même  nature ,  mois  de  sens  diflérents ,  les  signes  +  cl  — , 
dont  elles  auront  été  aflectées  pour  marqua-  le  sens  de  leor 
formalioD  ,  indiqueront  en  même  temps  les  opéralioDs  à  ef- 
fectuer entre  eUes  pour  obtenir  le  résnllat  de  leur  réonion  j 
el  de  noQTeau ,  quand  ces  op^ations  auront  été  effectnées, 
le  ligne  du  résultat  marquera,  non  pas  une  opération  à  faire, 
mais  le  sens  dan  lequel  ce  résultat  doit  être  (ris. 

Ita  suite  prochoinemen/.) 
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NOTE 

LES    QUANTITÉS   NÉGATIVES. 

(Fin.— Voit  f.  Jll.) 

PAB  M.   AMXL  TaurtOM  , 

rtr«liMDr  à    rÈttie   poljlcebDiiiac. 


lits  lignes  propres  à  msrqaer  le  sens  des  grandears  étaient 
arbitraires  à  priori.  Mais  on  Toit  que  les  signes  babitoeb  ont 
nn  aranlage  considérable,  et  qne  lenr  adoption  mtralne 
rorcément  la  règle  qn'on  pratique  dans  l'addition  algébrique, 
r^  qui  entraîne  à  son  toar  celle  de  la  sonstrsctioa. 

Qoe  dinKts-noDs  maintenant  de  la  multiplication  ?  Comme 
l'inlrodaction  d'une  forme  parlicalière  dn  nombre,  de  la 
forme  fraclionniire ,  nécesnte  qne  l'on  modifie  en  arithmé- 
tique les  déSnitions  de  la  moltiplication  ;  s'étonnerait-on  qu'il 
fallût  modifier  encore  cette  même  définition  an  moment  où 
on  inlrodait  dans  le  calcal  an  aspect  nouveau  de  la  graiL- 
denr,  nn  élément  qui  est  indispensable  à  sa  détermination 
Gonqïlète,  et  que  jusque-là  on  avait  n^ligé  ? 

Nous  dirons  qne  ■  la  multiplication  a  pour  objet  de  trou- 

•  ver  anc  grandeur  qui  soit  comp(»ée  en  quantité  et  m  signe 
■  avec  le  multiplicande ,  de  la  même  façon  qoe  le  mullipli- 

•  caleur  est  composé  avec  l'unité  positive.  ■ 

La  régie  des  signes  des  monOmes  découle  avec  clarté  de 
celte  définition  ,  puisque  toutes  les  fois  que  le  moltiplicatear 
aura  comme  l'nnilé  le  signe  -j- ,  le  produit  aura  le  même  si- 
gne que  le  mnlUplicande  ;  au  lieu  qœ  si  le  multiplicateur  est 
ahh.  h  HiTBtH.  m.  22 
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ie  MHS  (f>poaâ  A  l'anilé ,  le  rigne  do  produit  lura  dd  signe 
contraire  k  celai  du  maltipUcande. 

Il  rémlle  ansn  de  cette  déSaiticm  qae ,  in  chi  change  le  signe 
de  Von  de  ces  facteurs ,  le  signe  dn  produit  est  changé  ;  an 
Iteo  que  le  produit  conserve  son  signe ,  lorsqu'on  change  à 
la  fois  les  signes  dos  deax  factairs.  Et  cette  remarqoe  soffirt 
potir  qa'on  poisse  étendre  immédiatement,  k  tous  les  cas  de 
la  moltiplication  des  poI^nOmee ,  la  régie  des  signes  qu'on 
aura  d'abord  démontrée,  comme  M.  Finck,  pour  le  cas  sea- 
lement  où  ces  polynômes  ont  nue  valeor  nomérique  positire. 

Les  choses  ainsi  établies ,  il  n'y  aura ,  ce  me  semUe ,  rien 
d'imprévo  pour  les  élèves,  lorsqu'ils  rencontreront  (dos  tard, 
dans  la  réscriution  d'une  équation ,  une  quantité  négative  poor 
valeur  de  l'inconnue.  Ils  saoront  bien  que  la  joliesse  d'une 
telle  solution  est  subordonnée  à  la  question  de  savoir  si  la 
quantité  cherchée  o»nporte  dans  l'ordre  concret  une  tamt- 
lion  en  double  sens.  Sinon,  il  faudra  bien,  pourquela  questim 
proposée  ait  une  signification  raisonnable,  en  modiOer  l'é- 
noncé de  telle  sorte  que  cette  quantité  inconnue  soit  comptée 
dans  un  sens  opposé  k  celui  qu'on  avait  pris  d'atxvd.  Mais 
quoi  qu'il  eu  soit,  lés  solutions  négatives  leur  apparallront 
de  prime  abord  ce  qu'elles  sont  en  effet ,  c'est-à-dire  on  ré- 
sultat nécessaire  de  la  généralité  absolue  du  calcul  algébrique. 

Dans  aoa  Introduction  d  la  PhilMoplàe  det  MatkémaUqua, 
M.  Hoéné  Wronsky  a  dit  avec  raison ,  ce  me  semble,  que  les 
caractères  particuliers  qu'on  nomme  état  ;>o*i(i^ et  état  iw!g«- 
It/'desDombres  portent  sur  leur  ooiLirt)  tandis  que  les  opé- 
rations d'addition  et  de  Boustraction  ne  portent  que  sur  tenr 
OuumrS.  «  C'est',  dit  l'auteur ,  )e  défaut  de  cette  disUoctioo 
>  tré»«imple  qui,  jusqu'à  ce  jour,  a  couvert  de  tant  d'obsca- 
■  rite  les  questions  arythmiques  concernant  l'état  positif 
«  OD  négatif  des  nrnubres.  <•  (  Introd.,  1808 ,  pag.  159.  ) 

Note.  Kant  a  essayé  d'introduire  en  philosophie  l'idée  des 
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gnodean  négatires  (').  Daw  la  préface  de  l'opnacale  cod- 
Mcrë  i  e«t  easai ,  l'auteur  se  [daint  de  ce  que  la  philwopbie, 
an  lieu  d«  m^lre  à  proflt  les  doetriDea  mathématiques,  le 
|du  souvent  te  rnoolre  hostile  contre  dles ,  et  cherche  A  les 
réduire  eo pores  abstractions,  n'syaatqn'ane utilité  ^lédale. 
Il  est  facSe  de  deviner,  dil-îl ,  de  quel  edté  est  l'avantage  dans 
celte  lotte  entre  deux  sciences ,  dont  l'ana  surpasse  leot  en 
certitnde  et  en  cUrlé ,  tandis  que  l'antre  aspire  seolement  h 
acqoérir  ces  qualités.  Nous  recommandons  cette  réflexim 
aux  jeunes  plùlosophes  de  l'Êoole  nontiale,  qui  doivent  sans 
«esse  se  rappeler  que  Platon ,  Aristote ,  Splnosa ,  Mallebran- 
che,  Clarke ,  étaient  Irés-versés  dans  les  connaissances  géo- 
métriques el  physiques  de  leur  temps;  j'ai  omis  Deicartes  et 
Leibnïtx,  hommes  hors  rang ,  génies  créalenrs.  Mais  revc- 
Dons  h  notre  sujet. 

Kaot  distiogoo  deox  sortes  d'opposilîMu  :  l'une,  qo'il  ap- 
pelle foftfus,  implique  une  contradiction,  et  l'antre  n'im- 
idique  point  de  contradiction.  Ainsi  le  mouvement  et  le  repos 
forment  une  «^^Kmtioo  togiqiu  el  ne  sauraient  se  rencontrer 
dans  le  mène  o^.  Mais  la  diversité  de  direction  donne  lieu 
i  noe  oppoaition  de  la  seconde  espèce,  d'une  existence  posai- 
ble  ;  le  même  b&timeot  peut  être  poussé  par  on  vent  qai 
vient  de  l'est  tA  par  on  autre  soofflant  de  l'onest  ;  on  homme 
peut  av<dr  shunltanément  on  actif  et  un  pataif.  Dans  le  pre- 
.  mier  cas,  on  établit  deux  pnqKisitionB  qui  s'excluent  :  A 
cstB,  propoailioa  afBrmative  ;  A  n'est  pas  B,  proposition  qui 
contient  une  négation  ;  les  deux  ne  sattrareut  être  slmul- 
(anémoit  vraies.  Dans  le  deuxième  cas,  on  a  ces  deux  pro- 
poiilîODa  :  A  est  augmenté  de  B  ;  A  est  diminué  de  B  ;  les 
deux  peuvent  exâtcr  simultanément ,  et  le  résultat  est  que 

!nGra!«iFDiii  dit  Wcltweiihcit  tiniunih- 
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A  DC  change  pas.  C'est  ce  dernier  genre  d'oppontioo  qu'on 
rencontre  en  mathématiqaes  ;  mais,  comme  dans  l'oppo^ 
litHi  logiqne ,  on  s  consn-vé  en  algèbre  le  nom  de  propoailion 
afflrmative  on  positive  k  l'ane ,  et  le  nom  de  proposition  né- 
gative à  l'antre.  Quand  l'essence  des  deux  qoantités  est  telle 
qn'dles  ne  peuvent  exista*  ensemble  en  égale  grandeur  sans 
se  détruire ,  û  l'on  appelle  potitive  l'une  qadcoaqae  de  ces 
grandeurs,  l'autre  sera  dite  négative.  Ainti,  quoique  eok- 
prunlées  k  la  logiqne ,  les  qualifications  poritive  et  négative , 
jointes  au  mot  qwmtité ,  n'ont  pas  le  sens  logique ,  et 
M.  Transon  fait  voir  clairement  comment  les  deux,  signes 
-{-et  —  ont  un  double  emploi.  Ils  représentent  des  angmoi- 
tations  et  des  diminutions ,  et  en  roâne  tonps  une  oppositiOD. 
M.  Cauchy  ne  donne  même  le  nom  de  quantité  qu'au  notHbre 
IH^cédé  d'un  signe  i  de  swte  que  ■  le  «gne  -|-  ou  —  placé 
devant  on  nombre  en  modifie  la  significaUon ,  à  pm  près 
comme  un  adjectif  modifiecelle  do  substantif.*  (Cottn  d'ana- 
iyw.p.  2.) 

Il  est  probable  qne  ce  stHit  des  questions  d'arithmétique 
qui  ont  donné  oai^ance  à  l'algèbre  ;  on  donnait  à  deviner 
des  nombres  snr  lesquds  on  avait  fait  mentalement  diverses 
opérations.  (lomme  les  nombres  pensés  étaient  toujours  posi- 
tifs,  on  ne  trouvait  jamais  que  des  solutions  pontives  ;  s'il 
arrivait  qu'elks  dissent  négatives,  on  les  déclarait  fatmet; 
c'est-A-dire  qne  l'opérateur  avait  fait  de  fausses  comUnai- 
sons.  De  là  le  nomade  racines  foMuet;  et  qomqne  Descaries 
eAt  découvert  le  véritable  emploi  des  rocmes  négatives,  il 
leur  a  pourtant  conservé  le  nom  de  raeinet/'aut*es,étaMi  par 
l'usage  (soyez  I.  II,  p.  550).  L'origine  très-[»t>bable  de  cette 
dénomination  est  indiquée  par  lùeslner(C«eMcUe  derMoAe- 
matik,  1. 1,  ^48}.  On  voit  d'ailleurs  que  Diophante  (*]  dédie 
son  onvrageàun  certain  Denis  (Dîonfsins),quîdésiraitbe«n- 
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coup  coonatire  rex[dication  des  queslioos  qai  concernent  les 
noodtres-  »  J'ai  essayé,  dît-il,  d'établir  une  métbode  et  de 
dierchv  la  nature  et  les  propriétés  des  mxnbres,  en  les  dédui- 
sant des  premières  bases  fondamentales  sur  lesquelles  s'appuie 
cette  théorie.  L'entreprise  peut  paraître  difficile  (ignorée 
même  jusqu'ici  ) ,  surtout  auprès  des  commençants,  dont  l'es- 
prit n'est  pas  porté  Ji  bien  espérer  du  succès.  Toutefois  ton 
zâe  et  mes  démonitratious  feront  que  tn  comprendras  faci- 
lement. On  se  fait  comprendre  vite,  quand  l'enseignement 
s'adresse  à  ceux  qui  ont  le  désir  de  s'instruire.  »  Diophanle 
connaît  la  règle  des  sigaes  et  la  place ,  sans  démonstration  , 
parmi  les  premiers  principes ,  comme  chose  généralemeat 
oMUKie  (IX}.  Il  n'a  pas  de  signe  pour  représenter  j)iu«  et 
se  sert  du  mot  unapfla ,  qui  reut  dire  abondance;  mais  pour 
le  signe  moini,  il  prend  ta  lettre  grecque  ^  ècourtée  et  ren- 
versée, de  cette  forme  T.  Tm. 


LES  RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS 

et  sur  Us  facteurt  de»  potyndmts  algébriqwi. 


téfttiUar  i  l'École  pal  flM  h  nique. 

1.  Toute  équatiim  algébrique  â  coefficients  complexe»  en- 
tien  et  dont  le  premier  terme  est  ^c",  ne  peut  avoir  une  racine 
complexe  fractionnaire.  Cette  proposition  est  énoncée  dans 
on  IraTail  inséré  à  la  page  4-t  de  ce  recueil  ;  mais  la  dé- 
iBoastratioo  donnée  par  l'auteur  n'est  pas  complète.  Elle 
sDppose  ^e  (a-{-b  V  —  1  )  ,  ne  pont  être  divisible  par  un 
nombre  inremio'/f  lorsque  a  et  fr  ne  le  sont  pas  tous  deux; 
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ce  qui  est  inexact,  puisque  (t+\/—i}'  est  divisible  par  3. 

la  démoDsIralioD  solTante  n'est  sujette  à  aucune  restric- 
lioB. 

3.  Je  dis  d'abord  que  si  le  nombre  premier  p  est  diOèrent 
de  2,  il  ne  peut  àiyiser  (a+b\/—  i)'  ,  uns  diviser 
a+bV^^^.  Eq  effet  a+&\/'^,  est  une  radoe  de  l'é- 
quatiOD  x*  —  2ax  +  a'  +  ^'  =  0 ,  et  auui  de  l'équation 
^r"—  2ax'~'+  {a'+  W)  x"'  =  0  ;  le  facteur  p  diviiaiir  de  j" 
divise  le  module  (a'  +  fc')",  «t  par  saile  a*  +  b';  il  divisera 
également  le  terme  Suj'",  puisqu'il  estdirisear  des  termes 
extrêmes  de  cette  équation.  Si  ^  oe  divisait  pas  «H-ftl/— 1> 
il  ne  pourrait  diviser  2a ,  puisqu'il  est  diviseur  de  a'+  &', 
et  diSèrent  de  2,  il  faudrait  donc  qu'il  divîsftt  j:*^.  Eu  rem- 
plaçant R  par  n  —  1 ,  on  démontrerait  de  mime  qaep  itH 
diviser  x''~'...  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  x  oa  a  +  bV — i, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse-  Donc  si • est  frac- 

P 

.      (a+é\/r7)"  ,    ,  .„         .    ^       . 

tionoaire, lest  pareillement,  amoinsque^ 

ne  soit  ^1  à  2. 

3.  Lor8que^  =  S,  la  proposition  n'est  plus  vraie,  comme 

nous  l'av(M)s  fait  remarquer  ci-dessus.  Toutefois ,  le  facteur 

2  ne  peut  diviser  (a  +  b  V — l)"  sans  diviser  a' +6',  ou  sans 

que  les  nombres  a  ei  b  soient  tous  deux  impairs.  AIws 

a'  +  b'  est  de  la  rormc4n+2,  c'est-à-dire  une  seule  fois 

divirîble  par  2i  d'où  i)  résulte  que  (a+^V/— l)  ,  et 

{a+bV—^y    ,  sont  tout  an  plus  divisiMes  par  la  paia- 

sancen  de  a,  puisque  les  carrés  de  leurs  modules  [a' +t^)*" 

et  (a'+i')"*",  n'admettent  pas  le  diviseur  2*+'.  D'aiUears 

(«  +  ftV/^)'  ou  a'— *'+2<i*K^  ffil  divisible  par  2; 
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donc  U  +  iV/^"  et  (a  +  6\/^"*',  sont  divisibles 
ptr  2"  et  ne  le  sont  pas  par  une  poissance  SDpéricure.  Ou 
Terrait  de  même  que  gènâ^ement  le  produit  de  3n  oa  de 
2n+l  facteurs  de  la  forme  d  +  &  1^ — 1 ,  ponr  lesqnels  a  et 
b  soDt  impairs ,  ne  peut  admettre  pour  diviseDr  que  la  pois- 
sance R  dn  facteor  2. 

4.  L'éqaatioa  x'+a,x'- +...+  a^  =0 ,  à  coefficienis 
complexea  entiers  ne  peut  admettre  une  racine  fraction- 

mire  .  Car  si  l'on  sobstilne  et  si  l'on  mnltiplie 

par  />*,  il  Tient  : 

ia  +  ty^y  +  a.p  {a+  4^^)*^+...  +a«;»"  =  0. 

Quand 7>  n'est  pas  noe  poiitance  de  S,  tons  les  terme! 
sont  divisibles  par^  excepté  le  pranier  (3) ,  et  l'impostibi- 
lité  est  évidente  :  il  en  est  de  mâme  lorsque  ^  =  2,  on  égal 
à  une  puissance  de  3 ,  si  m=An+\ ,  puisque  tous  les  termes 
excepté  le  premier  (3) ,  sont  alors  divisibles  par  3*^.  Dans 
le  cas  DÛ  m^  2n ,  le  troisième  terme  et  les  saivants  admet- 
tent lediviseiir  S"^,  tandis  que  la  somme  des  deux  pre- 
miers Cfl+6  V—i)  '('»  +  *  v'— l+/»o.),  est  on  produit 
de  Sn  raclenrs  impairs  qui  n'est  divisible  que  par  3"  (3j. 

5.  La  recherche  des  racines  complexes  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  décomposition  d'un  polfudme  en  facteurs 
ratioimd).  En  eSel ,  considérons  d'abord  une  équation  à 
coefficients  réels  :  si  a+by — i  est  une  racine  complexe , 
leprouier  membre  est  diTisible  far  x'  —  iax+a'+b"}  il 
suffira  donc,  ponr  aToir  toutes  les  racines  de  celle  espèce, 
de  cberdier les  diTisenn  rationoels  de  la  forme  ^t'+^ur+ç, 

et  d'écarter  ceux  où  q  — ^  ,  ne  serait  pas  un  carré. 
Le  cas  où  l'éqaaliou  proposée  M  =  0,  a  des  coeffidents 
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complexes  le  ramèDe  au  précédent  :  pour  cela  il  saffit  d9 
changer  le  rignede  \/ — 1  dans  tous  les  termes  de  cette 
éqaatiCM  et  de  malliplier  l'équation  M'=  0  ainsi  obtenue 
iDemtH-e  à  memlire  par  M  =  0.  On  aura  ainsi  une  équation 
à  coeflBcienls  réels  dont  les  racines  complexes  de  la  forme 
a±b  W^  appartiendront  a  l'équation  proposée  eo  dwi- 
ijsaanl  UD  signe  convenable  ponr  b\/ ~i.  Ce  choix  pourra 
se  faire  au  moyen  du  dernier  terme  de  l'équation  qui  doit 
être  divisible  par  la  racine.  Pour  ne  pas  faire  de  calculs 
inutiles,  on  doit  débarrasser  les  premiers  membres  des  éqoa- 
lionsH=0,  M'^0.  de  leur  commun  diviseor,  s'ils  cd 
admettent,  et  opérer  séparément  sur  ce  craumun  diviseur. 
6.  La  considération  des  diviseurs  conduit  à  une  antre  dé- 
monstration de  la  proposition  énoncée  ci-dessus.  Soit  en 
eSèt  l'équation  j;"  +  a.  x'^'+...+am  =  0,  qu'on  peut  sup- 
poser k  coefficients  réels;  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  si  elle  admettait  une  racine  complexe  fractionnaire 

a+bV^    ,     ,    .  .2a        a'+b' 

,1e  facteur  x' x-i ; — auraitaumoins 


an  coefficîeni  fractionnaire  ;  car  j*  ne  peut  diviser  a  et  a*+b' 
et  s'il  est  ^1  à  2 ,  a'.-f-A' n'estpasdivisible  par  4;  ilsoffit 
donc  de  démontrer  qu'un  polyuAme  à  coefficients  entiers 
dont  le  prunier  terme  est  x"  ne  peut  admettre  un  diviseur 
à  coeffideula  ^actionnaires  (') . 
7.  Pins  généralement  pour  que  le  p(d;ndmc 

a     ^  a„  b      _  b^ 

X  +  —X    'H-..,+  — ,  soit  divisible  par  X  -^^t^    ■+...+-r' 

a  a  '  '  b  b 

il  fant  nécessairement  qne  b  divise  a.  On  suppose  natnrelle- 
ment  qne  les  coefficients  de  l'un  et  l'autre  polynteie  sont 
réduits  an  plus  petit  dénominateur  commun.  Cela  posé,  en 
multipliant  le  dividende  par  a ,  et  par  une  puissance  de  b 

O  V.  p.  )7.  Tm. 


nign^Pdi-vGoOgle 


GoavcBtble ,  on  pourra  toajoan  obtenir  no  quotient  à  coef- 
fideols  entien ,  en  sorte  qne  l'on  aura  : 

ft'(fl;r~+a.j:"~'...+<i«)  =(bx'+b,x'-+bn)Q. 
Or  A*  C0t  premier  avec  le  dirisenr,  donc  il  doit  diTiser  tons 
les  tenues  de  Q;  par  cooBéqnent  tu:'*' +ti^"^ -{-...,  est  égal 
a  bji^+b,j:*~'+...,  moltiplié  par  on  polynôme  k  coefficienls 
entiov,  ce  qui  exige  que  a  Boil  on  multiple  de  b. 

S.  La  décomposition  d'an  polynôme  en  facteon  rationnels 
a  benoooop  d'autres  appbcationa.  Par  exemple,  il  eat  souvent 
important  de  nvoirreconnaltre  qn'nn  polynôme  est  {Hunier, 
ou  qne  l'équalkn  dont  il  est  le  premier  membre  est  irré- 
docUUe.  Je  me  propose  d'indiquer  dans  on  anlra  article  un 
procédé  régulier  et  d'une  application  facile  pour  trouver  les 
dÎTiflenrs  rationnels  d'an  polynôme  algébrique. 


THÉORÈME 
BEUTIF  AU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 


9AB.  K.  BOUTXaAT, 

incicD  éltvc  ds  l'Ëcola  polïtecbniqiu. 


Théorème.  Soit  proposé  de  trouvn-  le  plus  grand  cooimun 
diviseDr  entre  les  deux  polyiMtanes 

a,j*+  a^x"^  +  arX*^  +  a,x"~'  +  asx''^,  +  etc. 
fr.x"~'+  bjc'^+  ft^""'+  6,j:"~*+  fc^""*  +  etc. 
Le  qootient  aerat  An  premier  de^  et  de  la  forme 

Le  reste  devant  être  da  degré  m  —  2  poorra  être  représenté 
A.^'"+ A^""'+ A^"~*+ AjJ:     +elc. 
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Od  mullifiliera  le  fHremia'  pcdynôme  par  &,',  el 
1b  diTJBion.  Od  lroaT««  l'expreaaiOD  do  reste  goi  est  repré- 
sentée dans  le  tableau  suirant  : 


V  ji'+oA' 

^•^■+a,b: 

X— «A" 

oî-'-M,* 

.      -b.. 

-»fl 

-*-« 

-*^ 

*b,(S 

+«.« 

+».« 

+«.« 

Les  coefBcieDls  de  x"  el  jt*^  devant  être  nais,  od  aura, 
pour  déicrmiDcr  les  valeurs  de  «  et  6,  les  deux  relations 

aji,' — i.oi  +  fc,e=Oi  .      «=«,*, 

a,b,'  —  6,a  =  0     (  ^      6  =  a,b, —  aj>,. 

a  et  E  étant  connus ,  on  obtiendra  les  vatenrs  des  coeffi- 
cients A,,  A.,  A,,  etc.  des  termes  du  reste  de  la  division,  an 

moyen  des  égalités 

A.  =  a,b;—bfl  +  bji, 

A,  =  aj>'  —  bfi  +  bjà , 
A,  =  ajb'—  bfi  +  bfi. 

La  loi  de  ces  coefficients  est  évidente. 

2.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples,  que  ce 
théorème  s'applique  à  tons  les  cas  qni  peuvent  se  présenter, 
et  indiquer  tes  dispositions  qu'il  convient  de  d(mner  aux  cal- 
culs; ensuite  nous  ferons  connaître  certains  caracttevs  in 
moyen  desquds  on  peut  s'assurer  qoe  deux  polrnâmes  sont 
ou  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'aulro  sans  efiëctaer  la  di- 
vision ;  ce  qui  évitera  toujours  de  foire  la  dernière  opération 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  aoîl  par 
la  méthode  que  nous  proposons ,  soit  par  la  méthode  connue. 

SigVe  générait.  On  écrit  les  deux  polynômes  l'un  aa-des- 
soos  de  l'antre  ;  on  place  sor  une  li^ne  horizontale  les  trois 
multiplicateurs  Vi  a,  ë,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  fac- 
teurs communs.  On  multiplie  par  V  1^  coefficients  des 
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—  331  — 
tenuida  tfTîdeiide,  k  partir  ds  troisîèiDe,  et  od  {daoe  les 
résullaCs  nir  nne  ligne  Ixnizoatale  (  on  nnltiplie  par  a  dbtagfc 
de  rigoe  ka  cocfflcienta  des  termes  du  dlrUeur,  en  commen- 
çantpar  le  troiiiéiiie ,  et  on  écrit  les  (wodoitg  aa-deasons  des 
inmien,  dans  le  néme  ordre  qa'oa  les  a  obtenos  ;  oo  mal- 
ijpUepareiesoœflBcieDtsdeslemesdocfiTisear,  àparth-dn 
woond ,  et  oo  écrit  les  prodnits  encore  aa-dessoos  des  précé- 
dents. On  additionne  par  «donnes  Terticoles,  et  les  résnilals 
sont  les  coefficients  des  ternes  da  reste  de  la  division  da 
premier  polynôme  par  le  second. 

Cette  règle  est  appliquée  k  Texemple  salvant  qne  nous 
aroDS  pris  dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Cboqoct  : 

+  9,-3,   +10 

—54+36+117+54 
+18+36+  15 
+40—60—130—50 

1"  reste-..    j:*+3x'+3ar+l...  dans  lequel  oo  a  snpprimé 
1,  — 3,  +5  le  faetenr  4. 


—  6—12—5 
_  »_  3 

+15+15+5 


La  seconde  qiération  est  inatile  ;  car  il  est  facile  de  recon- 
naître qne  le  premier  reste  est  le  divisenr  cherché.  Eo  e&(, 
tontes  les  fois  qne  le  prodnit  dn  dernier  terme  da  dirideode 
par  b' at  égal  et  de  signe  contraire  au  prodnit  do  dernier 
tenne  da  divisenr  par  e ,  ou  lorsque  la  somme  de  ces  deux 
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produiU  est  nulle ,  on  doit ,  d'aprée  ce  qui  précède ,  trcHiTcr 
zéro  poor  reste,  si  l'm  effectue  la  diTision. 

Ainù  ce  tbéorèine  se  rédait  i  eSecloer  de  simfdei  œolli- 
^cations  gnr  lea  coefficients  des  termes  des  poljudmes  pro- 
posés, sans  faire  snbir  ancone  f»4paration  an  dividende.  On 
reniarqoe ,  en  oatre ,  qu'en  appliquant  la  méthode  (M*dinain 
k  l'exemple  précédent ,  il  fondrait  écrire  qDaraDt&4nMS  ter- 
mes de  plus. 

3.  Dans  l'appUcation  de  ce  théorème ,  on  sD^KMe  qoe  le 
dividende  amlienne  toatee  les  puissances  de  la  lettre  par 
rapporta  laquelle  il  est  ordonné  depuis  m  jusqu'au  lenM 
indépendant  de,  celte  lettre ,  et  de  même  le  diviseur  â  partir 
de  m  —  1.  Quand  cela  n'a  pas  lieu,  il  Tant  tenir  «ntpte des 
puissances  qui  manquent ,  en  les  considérant  comme  affte- 
lées  du  coefficient  zéro.  ' 

Cette  circonstance  abrège  le  théorème. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes 

x^Sx*-\-x''+x'  +  x  +  *. 

Comme  il  faut  avoir  égard  aux  rangs  des  termes ,  on  pourra 
faire  l'opération  ainsi  qu'elle  est  rqu'ésenlée  dans  le  lableiB 
suivant  -. 
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1,  — (,  0 

—3+8+4— »+!+< 
+2—1—1—1—4 

1-  RUe «'+iM-3jr'-»*'— 3j^+4 

l.+<,+l 


-2+1+1+1+4 

+3—4—3+4 

+1+3—4-3+4 

S*n>le...  x*+Ax^— 3j;'+^r+4...daiuleqaelonaBiippriiiié 
1,  +1—1  le  facteurs. 


D'après  la  remarque  ci-dessos ,  on  est  assuré  qoe  le  second 
rate  est  le  diriaenr  demandé. 

4.  n  est  érident  que  ce  théorème  s'applique  égalemeat  à 
la  reefaercfae  dn  plus  graud  conuntm  dÎTisenr  entre  des  po- 
IjnOmea  contenant  un  nombre  quelconque  de  lettres. 

Soient  pour  exemple  les  deux  polynômes  à  deux  lettres 

4,-6  +  ^ 


— IV— li!r' 
1" reste...  x~^...  dansIequelonasupprimélefacteor9y. 
1-2-J- 
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5.  ToutceqtienousaTODsdit jiuqu'icieatreUtifaa&po- 
lynômes  des  degrés  m  et  m — 1.  Quand  l'un  det  polynômes 
esl  du  degré  m ,  et  l'autre  do  degré  m  —  9 ,  il  faat  cdcakr 
un  moltiplicateor  de  plot ,  en  soivaDt  le  [wocédé  indiqaé  plBs 
haut. 
Prenons  pour  exemple  les  deux  polyn&mes 

2ftr* — 41  j'x' +  5<ir*x*— 4^'x' -4- ^r*J^ — V 

On  troavera  les  quatre  nniltiplicateors  1,4,  5y,  ^*,  ipii. 
étant  écrits  avec  des  signes  convenables  pour  l'opération, 
Swont  +1  ,  —4,  +^,—Sy'. 

Mais  an  lieu  de  commencer  la  mnltiplicatkHi  par  les  troi- 
sièmes  ternies ,  il  faudra  la  comisencer  par  les  qaatriéaies 
ponr  les  multiidicatenrs  -(- 1  et  —4,  et  par  le  tnùàéaae  et 
le  second  terme  du  divisenr  respectivement  pour  les  multi- 
plicateurs %f.  —^■ 

VfAd  le  délaQ  de  l'opération  : 

20x*—  41j'x*  -J-  «tr'x^  -  i^x'  +  2J(r*x—  6r* 
5j:» — ^^' +  V^  —  5r' 

1,  —4.  +5r,  — ^ 


On  pouvait  reconnattre  à  l'inspectiOB  des  mnlliplicaleon 
que  la  division  se  ferait  exactement ,  et  par  oonséquenl  évi- 
ter  de  faire  l'opération. 

6.  11  nous  reste  à  examiner  un  dernier  cas  ;  c'est  celui  où 
tes  fcAjBtmea  aont  l'un  et  l'autre  du  dc^é  m.  Si  les  coeffi- 
cients des  termes  en  x'  ne  sont  pas  ^anx,  on  mntlipiten 
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l'un  d'en  pw  nn  Eb^ar  convenable ,  aGn  qu'ils  le  devieii  - 
oent.  On  reIrancLera  l'on  des  polynômes  de  l'autre  j  on  ob- 
tiendra UD  résollAt  da  degré  m  —  1 ,  aaqael  on  appliquent  le 
ibterime  conjoinlOBent  avec  t'nn  des  polynâmes  proposés. 

Scneot  donc  pour  exemple  les  deux  polynOmes  dn  qoa- 
inime  degré 

X«+8*^-J-iaa:'— 8:c+3 
xtfS»»— 13:c'+7*— a 

R««dl.tdel.>onst»ction \t'H^l'J~'TV. 

(.4-  J^  Sar»—  3x+i 


1,  —14-2 

0 
7.  Quand  on  applique  la  méthode  qae  nous  venons  d'ex- 
poser à  la  recherche  dn  plus  grand  comman  diviseur  entre 
UD  polynôme  x"+aj:""'-f-ij7"~'-f-clc.  et*a  fonction  déri- 
vée, on  voit  que  les  trois  mnltiplicateors  sont  m',— m,  ~a. 
Ainsi  on  pent  les  écrire  à  l'inspection  de  la  quantité  proposée. 
En  examinant  la  composition  des  coefficients  des  termes 
da  reste ,  on  reconnaît  qu'ils  suivent  nne  loi  tré»4imple  qui 
donne  le  moyen  de  les  obtenir  sans  écrire  la  fonction  dérivée. 
Prenons,  poor  fixer  les  idées,  le  pidjnôme  dn  cinquième 
degré 

85,  _5,  —fl 


— 15ft— 10c— 5<i 

— 4a'— 3aè— 2a« — ad 

(     i0hlx*+t5€\x'+iOd\x-i-i5e 
l_4a'|   — 3afi|    — aac|  ~ad 
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On  voit  que  chique  coefficient  est  rormé  de  deux  parties. 
Od  obtieat  lej  premitevs  en  multipliant ,  à  partir  du  InrisîèDM 
terme,  les  coefiBcients  b,  e,  etc.  reapeetireiDeDt  para,  3, 
4,  etc.  fois  Ifl  degré  da  poUynûBot;  i  et  ka  aecondea,  ea  nml- 
tipliant,  k  partir  do  deuxième,  les  coeEBdeDtSâ,  b,  c,  etc., 
tons  par  a  et  par  le  dc^ré  de  chaque  twine. 

Cherchons  par  cette  méthode,  eiiG<»«  flju  eipéditire qoe 
la  précédente ,  le  reate  de  la  division  de 

x*-|-ax'— 3^-|-5.r-f<10  par  sa  fmcticm  dériTé^ 


—24+60+160 
—12+12—  10 


Le  reste  sera....  — 3fij:^+73j+-150 

Si  l'on  a  a=0,  le  reste  s'obtient  encore  pins  simplonent  ; 
car  lesqnantilésia*,  3ab,  etc.,  contenant  tontes  le  factenr  a, 
serédnisentà  zéro  :  de  pins ,  les  aatres  quantités  i0b,l5c,ete. 
rflnfwment  le  facteur  commun  5  ou  le  de^  da  polynflme 
D'où  il  sait  que  les  coefficients  du  reste  sont  aA ,  3c ,  4J, 
5e,  etc. 

Par  exemple ,  le  reste  de  la  division  de 

ar'+7a:«— 9xs— 13x'+&c'— 5j^— 2x+SÏ0JÎÎ"  ".^?^ 
)tioD  dénvee 

■ara     +Hx^—^x'—52x*-i40x^—Wx'—Hx+t60 

Note.  Noos  reviendrons  sur  ce  théw^De  et  sur  les  aalenn 
qui  s'en  sont  occupés ,  dans  notre  article  intemHopn  siir  l'É- 
limination (I,p.  125).  Tm. 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES 

Vtfttt  Ealer,  Le|<Ddn,  HH.  GtoM  •>  Ciocbj. 
(SaiU,  y.f.  iiB.) 


as.  s  +  1  est  un  nombre  premier  i  car,  s'il  était  le  pro- 
duit de  deax  facteon  mn ,  alors  9"" —  1  serait  diviiiMe  par 
^ —  1  et  par  S" —  1  ;  e(  par  conséquent  S*^* — l  n'étant  plos 
OB  nombre  premier,  N  ne  sera  pins  na  nombre  pa^rit.  Fai- 
sons S-  =  07 }  àlan  N  =  2jr*  —  x  ;  lorsque  jr  =  t ,  "N  de- 
Tfeat  égal  à  l'anité  j  donc  N  — leatitiTisadepar  .r  — i  -,  «t 
l'on  aN:— i  =  (x— l)(gLr+l)i  rMupUcant  jt  par  m  va- 
leur, on  a  l'identité  N  =2-ca^'—l}=(2«H)  C2^'+*H1  • 
a  «l  nsoitiellement  pa|r ,  et  2*  =3  (3  —  1)"  j  donc  â"  est  de 
la  forme  3+t  ;  parcooséquentS* — 1  est  divisible  par  3;  il  eo 
«itdemâiie  de  2^'  +  l  ;  doncN  est  de  la  forme  9+ 1.  SoR 
N^  la  snnme  des  chiffres  de  N  ;  N,  la  somme  des  chiBres  de 
N,  ;  N,  la  somme  des  chiffres  de  N, ,  et  ainsi  de  soite  j  tous 
ces  ncmbres ,  en  verto  de  la  propriété  connue  du  dirisfonr  9 
dans  la  numération  décimale,  scmt  de  la  fonne  9  +  1  ■  Ces 
nombres  vont  toujours  en  diminuant  -,  le  dernier  d<;  ces 
nombres  est  donc  l'unité,  et  l'aranH^niMi'  m  dix  ou  une 
paissance  de  dix. 

NouS  devons  à  l'obligeance  de  M.  te  processeur  Wantzd 
la  déniooBlratioD  de  celte  observation  de  Kra0t(:17). 

Le  premier  chiffre  à  droite  de  2'  étant  4  on  6 ,  il  en  résulte 
que  le  (vemier  chiffre  à  droite  d'un  nombre  parfait  est  S 


■  HkTviaiT.  m. 
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Mtiém  mégaUfti  ikiûair  eomtmm iHatimiiiii,-  tmUl^ 


S9.  Dam  la  diTÙion ,  si  la  partie  eoti^  da  qooUeot  esl 
trop  faible  A  moins  d'une  unité  prés,  <»  dil  qae  la  divisioo 
se  Tait  endedam,  et  dana  ce  cas  le  résida  est  positif  i  si  la 
partie  entière  est  trop  forte  A  moins  d'ane  unité  près,  U  di- 
viaioa  est  dite  m  dàwn ,  et  le  résida  est  négatif. 

Liéqii4lfoo<*=65  +  r(S  13,  p.  314}  peut  s'écrire 

9+1  «>t  1«  qaotieat  en  débet*,  ef  —  fr  «site  résida  aig»- 
|if  correspondant.)  exemple  ; 

I5=*.»+S=*.*— l! 
aMsfdans  la  division  de  15  par  4 ,  ï  est  le  résidtf  poiitir  et 
—  lié  i-Mdo  D^atif.  Les  théorèmes  5 ,  6 ,  7  ont  également 
lieu  {kinr  les  résidus  négatifs. 

3D.  La  sonune  dn  résida  positif  et  da  résidu  négatif  pris 
podtlTeinéDt ,  est  égale  au  divisenr;  car  r+{b  —  r)=b; 
d6nc,  lorsqu'un  de  ces  résidus  est  plus  grand  que  U  moitié 
dbdiTitear,  l'autreest  nécessairement  pins  petit  que  cette  nXH> 
tié  ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsque  le  diviseur  est  pair. 

31.  Prohièttu  5.  Troaver  le  plus  grand  commun  divisenr 
de  detu  nombres  A  et  B. 

1'*  Mfufion.  Méthode  d^Euclidi.  Elle  esl  fondée  sur  le  théo- 
rème S  (p.  916)  ;  si  A  =  B,  le  divlsenr  common maximum 
est  A  i  si  A  >-  B ,  soit  r,  leur  résidu  ;  ainsi  le  divisear  cher- 
ché divÎBe  ^,  (théor.  5] ,  et  vue  vend  le  diviseur  de  r,  et  de  B 
divise  A  ;  soit  r,  le  résidu  de  B  et  de  r,.  On  démootre  de 
même  que  le  diviseur  commun  cherché  appartient  aussi  A  r, 
etr.j  les  résidas  r,,  r,,  r,....  allant  en  diminuant,  oo  par- 
Tiendra  nécessairement  A  téro  ou  A  l'unité.  Dans  le  premier 
cas,  le  diviseur  correspondant  au  résida  nul  est  le  diviaenr 
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fioamnn  Buximam  cherché  )  daos  le  secood  cas,  les  dms 
nombres  a'ayant  d'anlres  dïTiseors  qoe  l'anlté ,  aoot  prcninB 
entreeus.  (EocUde,  lir.  VU,  pnp.  2,-liT.  X,pTOp.  X.) 

2*  mIuHoh,  Méthode  de  décompoiMon.  On  décompOlc  ote- 
qae  sombre  ea  ms  facteora  premiers.  On  prend  tous  les  bc- 
teon  commoBS  aax  deiu  ;  on  donne  A  chacan  de  ces  bcteofs 
le  ploi  petit  exposant  qa'Q  a  itHu  les  deaxnomlwMtlefro» 
doit  de  ces  poiwaBcea  est  le  plqt  grand  aMnam  diriienr 
diercbé.  £xenple  : 

504=  2'.3'.7  ;     2880  =  2«.3*5  , 
ainsi  le  divisenr  conmon  maximum  de  50i  el  de  2880  est 
2».3*  =  7â. 

32.  PriAtlitne  6.  Trouver  «ne  limite  pour  le  nombre  d'o- 
pérations à  cflbctoer  dans  la  recherche  do  plus  grand  com- 
mnn  diTtsfinr ,  par  la  méthode  d'Enclide- 

Solution.  S<Hent  A  et  B  les  deux  nombres  ;  A  ;>  B  ^  et 
''.t  ^11  ''i  ■"■  ''■  1^  résidiui  n  indiqae  le  nombres  d'opéra- 
tiona  et  r«  le  derniec  résida.  On  suppose  qa'oo  prend  loti- 
joors  les  résidas  les  {dos  petits,  et  an  Iweoin  des  résidai  né- 
gatifs. Ainsi  on  a  donc 

B  r  r-_, 

'•■<v  ^•<v  -■■'■-<— ^ 

sans  esclnre  l'^ahlé  (30).  Donc 


«r  n»  étant  un  nombre  entier,  on  a  nécessairement 

Iog.2       .        Iog.2        3 
donc  "  <  T  '**-^  ■ 


ti  B  a  m  chifras  ,■  ■!««  m  >  log.  B  ;  donc  n  <  - 
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Le  plus  souvent ,  le  nombre  d'upérâtîont  est  bi«n  au-def- 
MOI  de  celte  limite  {  ainn  dès  qu'on  pu-vient  à  an  rérida 
premier  avec  k  diviseur  correspondant,  l'<q)ératioD  iç  tar- 
mineik.  (f^oir  1. 1 ,  p.  355.) 

sa  (Wi).  Théoripu  de  M.  Gauu.  Les  «rréi  des  modnlea 
des  termeidela  sÉrie  A. ,  B,  r.,  r.,  r,....r,  vont  toujours  en 
dininuanl.  * 

ZUmonMrotHm.  La  fWopositiOD  est  évidente  quand  A  et  B 
ont  des  nombres  réels.  Si  A  et  B  sont  inugiiiaircs ,  «lit    , 

*=:A  +  C(.  belc  sont  réels,  et  i=V^,  soient  (/  A  <i 
B 

les  entiers  les  plus  rap(H«cbés  i  -  près  de  ft  et  e  ;  de  sorte 

iue(i<-6ï<|;  (c  — cï<-;  ona  A  =  By,+  r,.  Faisons 
y,  =  i'  +  c'i;      B  =  A+*»;     r,=f+gi\ 

*>  *,/,  g  sont  des  nombres  réels.  De  ces  diverses  équalioo» 
on  tire 

et  passant  àu&  modules , 

Le  prunier  membre  est  |dus  petit  que  -  ;  donc/'  +  ^,  carré 

du  modale  de  r, ,  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  h*  +  A\  carré 
du  modale  de  B.  Ce  qn'il  fallait  démontrer. 

Ohiervatwn.  M.  Gauss  appelle  norme  le  carré  d'un  mo- 
dule :  cette  expresaioo  abrège  bcaaooup  d'énoncés.  Le  théo- 
rème précédent  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  «hd- 
pleies  des  équations. 

Corollaire,  r»  est  diviseur  coumnn  de  A  et  B,  et  si  l'ona 
rt,  =  :i:l  on  bien  r,  =  d=i,  les  nomtnvs  A  et  B  n'ont  pas 
de  diviseiu-  commua. 


nign^Pdi-vGoOglc 


—  3M  — 

33.  Pm»lAii>  7.  Trouver  le  |rins  graod  commun  diTiseor 
des  Dorobres  A ,  B ,  C ,  D ,  etc. 

l"  Solution.  Méthode  dEuelide.  Soit  M  le  [dOB  grand  «Hn- 
muQ  dÏTJKar  entre  A  et  B  ;  on  cboxbe  le  plus  grand  com- 
mua diviseur  entre  M  et  C,  et  ainsi  de  suite.  (Eoclide,  tir.  VII, 
prop.  3;  liv.  \,  prop.  2-4.) 

2*  Solution.  Méthode  de  décompotition.  Un  prend  les  fac- 
teurs premiers  communs,  avec  leurs  pins  petits  exposants  ; 
on  en  rwme  nn  produit  qui  est  le  |das  grand  commun  divi- 
scnr  cherché. 

Corollaire.  En  divisant  tous  ces  nmnbres  par  leur  plus 
grand  eomman  diviseur,  le*  quotienla  n'ont  |dus  de  commun 


U.  PioiUuK  8.  Tronver  le  phis  petit  multiple  de  deux 
mmbrea  A  et  B. 

1  "  Solution.  Méthode  d'Euclide.  Soit  0  le  plus  grand  com- 
mun di-risem-,  a  le  qootient  de  —  et  f<  te  quotimt  A^^:,  l« 

pins  petit  multiple  est  abJ>.  (Euclide ,  liv.  VII ,  prqi.  36.) 

2*  Sotution.  Méthode  de  déampoàtion.  On,rait  le  pnxbiit 
de  teos  les  faclean  premiers  élevés  chacun  an  plus  haut 
eipcaaat. 

35.  Pboblébs  9.  TroDTer  le  plus  petit  auiltiple  des  aoin- 
liresA,fi,C,D 

1»  Solution.  Méthode  tTEuelide.  Soit  M  le  |dns  petit  nul 
tipte  de  A  el  B  ;  ou  cherche  le  pins  petit  multiple  M,  de  M 
«I  C,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  pins  petit  mnUiple  satisfait 
à  la  qnestioo.  (  Endide,  liv.  VII ,  prop.  38,  s«ilament  pour 
Irais  nombres.  ] 

3-  Solution.  Méiiwde  de  décompo$itiott.  Comme  pour  le 
problème  précédent. 

Obêervation.  Les  problèmes  5,  7,  8,  9  servent  à  simplifier 
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les  fracUcHu  et  à  les  rameiter  ao  moindre  Mnoniiuileiir 


JVsmim  eongruenti ,  moduia  tt  congruaicei. 

36.  Défiaitian.  Deaz  lUHDbres  sont  dits  congntenU  relati- 
vemeot  à  nn  troisième  ncxiibre,  lorsqae,  étant  diriaés  du- 
CDD  par  ce  troisième  Dombre ,  ils  laissent  des  résidas  égatu  i 
et  ce  troisième  nombre  est  dit  le  moiuU  des  deox  nombris 
eongrumti, 

37.'  Si  o  et  ^  sont  congnients  par  rappwt  an  modale j> , 
on  aura  a  — ^=^  [tb.  6,  p.  216];  et  rèdproqiieoKiit,  si 
l'oo  a  a~b^p,  a  tt  b  «ont  oongrwola  pu*  rapport  an 
modale  p.  Une  telle  âqaalioo  se  onmoe  une  congniamee. 

Pour  czpriner  que  a — b  n'est  pas  diTÎsible  .par  p ,  ddos 
écrirons  a  —  b'>p;  et  dans  ce  cas ,  a  et  6  ne  woaX.  pas  ogn- 
gruents  relativement  i  p.  Ainsi  a >-/>  signifie  qoe  a  n'esi 
pas  dlriiibla par^.  Si  a >>x,;rdéagDanrBn nombre qnel- 
omtqDe  sopériear  b,  l'aDlté,  a  est  an  ncmtHV  ]»emier. 

RtauKrqiu.  EocUde,  an  livre  X,prop.  SO,ditqa'tueIiBM 
est  'tongna  (icporapp^i)  &  nne  antre,  lorsqn'eOe  satîsblt  i 
certaine  oonditk»  decommensnrabllttè.  M.Ganssatransporté 
cette  locntiMi  en  aritbmétiqne  et  en  a  fait  la  base  d'une  doc- 
trine qui  Mt  époque  dans  la  théorie  des  neralnvs  ;  Filhistre 
géomètre  écrit  ainsi  lea  congniences  a-^b  (mod.  p)  ;  les 
■otatkns  étant  porcmeot  Gonnnlianiidlet.  lorsqs'elks  i^ont 
pal  encore  Mqnis  la  sanction  des  siècles ,  on  peut  et  oo  Mt 
les  ohangv,  s'il  y  a  avantafe.  LegeDdre  a  Adi^A  cette  foiae 
a— As=ni(/)),onNestla  lettre  fnittale  dn  mot  maM|diea- 

tear  ;  qudqaefois  encore ,  il  emploie  celte  Tonne =e, 

P 
«  étant  la  lettre  initiale  du  mot  enlier.  Nous  avons  pensé 
qae.|c  poim ,  élanl  déji  admis  pour  désigner  une  nultiplica- 
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tioD,  poorrait  par  sulogie  eocore  servir  daoi  let  awgnuii- 
ca.  Od  Tait  ce  signe  facilemeal  et  promplaneiu  i  ce  qui  t»i 
nn  avaDtage  pour  le  cahmlalear  et  aiuai  aoui  le  rappori 
Ijpognpfaiqae. 

M.  Caochy  s'est  serTÎ  des  mots  i^pÊiooimtii  et  éqmvtUmiee , 
pour  remplacer  les  mol»  eongntmtt$et  eomgnunc*.  Ces  boo* 
Telles  déntminatiODa  œ  paraissent  pas  aToir  été  aïkiptéet- 

ThévrU  ia  rendus  âani  (et  progremotu  oKAm^iM*; 
eangrtienee$  du  i"  dagré. 

98.  Lemmi  1 .  Elaol  données  n  quantités  qaelGonqnea,  dis- 
posées dans  on  ordre  qaelcooqne  sur  nue  ligne  horizontale, 
la  dernière  DKnns  la  première  est  égale  &  la  somme  des  n — 1 
restes  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  qoaDlité  da  celle 
qui  la  précède. 

Dànoi^ratian.  Soi«il  o,  a,,  a,,  <>, ....  a,~i,  Omlet  n 
qnantités,  on  a  l'identité 

a,— a=(o,—  «)+ («,—  «,) +  (0,—aJ +  ....(<»,  — a»_i). 

Corollaire.  Si  ces  diflérences  sont  toutes  égales ,  on  a 
a,_o=(n_t)(a,_(i); 
c«  qai  a  lien  dans  les  progressions  arilbméUqBes. 

ObstnatùM.  CelenuneeptlabasBdQcaicalaMdittSronces 
Baies. 

39.  Lnuii  3.  Lorsque  les  n  quantités  étant  rtaUes  sont 
écrites  sniranl  leur  tartre  de  grwidear,  la  difl&Kam  des 
quantités  extrêmes  est  plus  grande  qu'anconediflëmes  entre 
des  quantités  intermédiaires. 

DémoMtraiion.  S(Heala„a„  a,....ap....af....an,  nqnas- 
liléséeritessalTantnn  ordre  ascendant,  on  «ara 

<i«~-o.>ag—  «ïpi 
car  tff  —  dp  est  égale  à  la  somme  de  tontes  les  diflerences  in- 
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termédiaires ,  et  a.  —  â,  est  ^le  à  cette  même  swnme,  |4ns 
tes  difHrences  oomprises  entre  a^  et  a,  ;  et  «tcore  enlre  a» 
et  Of.  Donc,  etc. 

40.  Lnim  t-  Si  n  nombrea  inégaux  ae  sncoèdent  sairant 
an  ordre  ascendant,  deux  qoelconqaes  de  ces  nombre»M 
pearent  «tre  congroentg  par  rapport  à  an  modale  phu  grand 
qoe  la  dlfil^nce  des  nombrei  extrânea. 

DémotutraUo».  Le  modale  étant  plus  grand  qne  la  diffe- 
rence  des  extrêmes ,  est  pins  grand  d  fortiori  qa'inie  diBË- 
rence  enlre  deax  n<xnbres  intermédiaires  (lenmte  S);  le 
module  ne  peut  donc  diviser  cette  dîSérence  j  les  deax  nam- 
bres  ne  sont  donc  pas  congraents. 

Corollaire.  Divisant  donc  tons  les  nombres  par  ce  modale, 
on  obtient  n  restes  différents. 

41.  TuÈomtmM  11.  n  nombres  entiers  consécolifs  étant  H- 
▼iséa cbacoD  par  n,  donnent  les  réâdas  0, 1 ,2,  3  ....  n — 1, 
dans  on  ordre  qœloHiqtie. 

Dêmonitratioa.  Ce  théorème  est  une  conséquence  iOBté- 
diate du  lemme précédent.  (Disq. aritb., sec.  1  ,$S.) 

43.  TaBoBtiiBia.  Soitlaprogressi(»iarithmétIqaea,atf, 
Sa....  (n — i)a,  n  étant  premier  avec  a;  si  l'on  divise  dn- 
qoe  terme  par  R ,  00  obtient  les  résidns  1,3,  S  ....  n  —  i. 

MmonstroAm.  La  diB^wnce  de  deax  terntes  quétconqnee 
«si  ia ,  on  A  <  R  ;  et  a  étant  premia  avec  n ,  ka  n'est  donc 
pas  divisible  par  n.  Par  conséquent ,  tacitne  différence  n'est 
divisible  par  n  ;  tous  les  restes  sont  donc  iiSéreats  et  moin- 
dres que  R ,  et  àocnn  reste  n'est  nnl.  Donc ,  etc. 

(La  suite  prochaintmtnl.) 
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LES  DEUX  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 

DES  DUHËTRES  CONJUGUES,  DANS  LES  CONIQUES, 
d^apri$  jÉpolloHmt. 


On  sait  qne  ces  deux  propriétés  sont  l'iine  des  plus  belles 
découvertes  da  grand  géomètre  :  il  y  a  peut-être  encore  quel- 
qoe  intérêt ,  au  moins  bistoriqne ,  ï  connatlre  sa  marche  ; 
elle  est  même  plus  simple  qne  celle  qni  est  communément 
en  usage.  Noos  allons  Indiquer  la  suite  des  (Mropositions 
nécessaires  telles  qu'on  les  trouve  dans  le  livre  VII  ^  et  parce 
qu'elles  sont  an  moyen  d'exercice,  noDs  supprimons  les 
démonstraiioDS ,  et  nous  rendons  les  énoncés  confiMines  au 
laogage  moderne.  "^ 

Pbofosition  11. 
A  sommet  d'une  hyperbole,  A'  second  stmimet;  T  un 


paramétre* 
soit  AB  une  corde  quelconque  i  BE  une  perpendiculaire  sur 

Al'  _  aa; 

rE.AE  ~  AT" 
Ohienaiùm.  La  iMiguenr  AT  est  homologue  au  paramétre 
dans  là  [woportion  qui  sert  à  déterminer  le  point  T,  et  comme 
cette  loigueur  revient  dans  presque  toutes  les  propositions 
du  VII*  livre,  Apollonius  appelle  cetle  Iffligaenr /'Aotno- 
logvt ,  nom  caractéristique  que  nous  cooservM'ons  ;  si  nous 

désignons  cette  longueur  par  h,  on  aura  h^= — £-  où  a 

ia+p 
Pii  lodomi-axc  tr^nsversc.  cl ^  son  paramètre. 
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PflOPOsrTion  III. 
A  sommet  d'une  ellipse,  A'  aatre  sommet  sar  le  mtee 
axe;  T  an  point  snr  le  prolongement  de  AA',  tel  qu'on  ait 

AA' 
"AT" 

ObÊervaHon.  On  a  &  =:=  — — . 
%a—p 

Proposition  IV. 

AA'axe  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse;  G  le  centre, 

GB  un  demi-diamètre  quelconque;  GH  le  denii-diamàtre 

ccmjagué  ;  6E  une  perpendiculaire  snr  l'axe;  BD  une  lan- 

bB'  _DE 

'  CH-  ~  CE 

O&teroafwm.  La  proposition  V  est  relative  k  la  ptrdnle- 

I*HOi>osiTion  Yi. 
A  et  A'  deux  sommets  d'une  hyperbole  ;  C  le  centre  ;  AT 
l'hotnotogtu  par  rappwt  aasommet  A  ;  A'T  l'komolagvK  par 
rapport  au  sommet  A  [voir  proposition  II) ,  de  awte  qu'on 
a  AT  =  A'T  ;  les  points  T  et  T' sont  entre  A  et  A'  ;  B  point 
pris  snr  l'hyperbole  dont  le  sommet  est  A  ;  BD  une  tangente 
en  B,  rencontrant  l'axe  AA'  eu  D;  CB  un  demHliaBiètre; 
GH  le  demi-diamètre  conjugué  à  CB;  AL  corde  parallèle  k 
GH  et  à  BD  ;  LM  popendicnlaire  abaisséeior  l'axe  j  on  aara 
GB'  _MT 

CH'  ~  wr' 

PlOPOSITION    VU. 

Même  {»-4^po8tlion  pour  l'elUpse,  Ica  points  T  et  T'  sont 
snr  le  prolongemeat  de  l'axe  AA'. 

PaoposmoN  VIII. 
Mêmes  conslrnctions  et  notations  qn' en  VI  et  VII.  Soi! 
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Y  une  morenne  proportionnelle  enlre  MT  el  MT,  on  aon 
AA"        _   AT.MT 
♦  (CF+CHI^pHT  +  Y]'* 

PftOKUTlON   IX. 


et  notatioas  qo'ea  VI ,  VII  el  VIII; 

AT.MT  AA" 


[MT-rr~4[CB-.CH]'' 

pRoposmoH  X. 

Hteei  cOMlractKH»  et  ootatiom;  on  a  . -- -„  —  -y-, 

PMorosmoH  XI. 
Même  proposition  ponr  l'hyperbole. 
PHOPOsmon  XII. 
Dana  Vdlipae ,  la  toaime  des  carrés  de  deux  diamètre* 
coaJQgnéi  qaelconqoea  est  égale  à  la  wiininc  des  carrés  des 
axes. 

PBOKWnON  XUI. 

DuM  lliTperbde,  la  dHfêrenee  des  carrés  des  axes  est  égale 
à  ta  dlSérenee  des  carrés  de  deax  diamètres  conji^és 
qndoonqDes. 

Ohtenatùm».  Apollonius  dédnit  ces  denx  dernières  pro- 
positions des  propositlfHis  VII  et  VIII ,  qoi  rerîenaent  tden- 
tiqnement  h  celle-d  -.  la  somme  (algébrique)  des  carrés  des 
prqections  de  dcnx  diamètres  conjagnéB  qnelGonqnes  snr 
an  axe  est  ^ale  an  cwré  de  cet  axe  ;  an  lien  d'an  axe  on 
pcst  môme  prendre  on  diamètre ,  poam  qn'on  hase  les 
pn^ectioDsparailèlemeot  an  diamètre  oonjngné  k  cekdsnr 
leqvel  on  prt^elte  j  ainsi  la  méthode  analytique  de  M.  (ier- 
gonne  (t.  I ,  p.  345)  est  la  tradaclion  algébrique  4c  la  mé- 
thode sjnthétiqne  d'Apoltonios. 
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PnopasiTio;i  XXXI. 

Si  l'on  mène  dcax  diamèlres  coDJngués  quelconques  dans 
l'ellipse,  ou  entre  tes  hyperboles  conjagnées,  le  panllélo- 
gramme  cooslruit  avec  ces  diamètres,  est  égal  aa  pectangle 
construit  sur  les  axes;  pourvu  que  les  angles  du  pArrildo- 
gramme  soient  égaux  aux  angles  formés  au  centre  poor  les 
diamètres  conjngués- 

Apollonius  n'a  ici  recours  qn'à  la  proposition  IV  ;  cod- 
servons  les  mêmes  constructions  et  notalionsi  par  H  menou 
une  tangente  rencontrant  eu  I  la  tangente  BD  et  en  D*  l'axe 
AA',  la  fignre  CfilH  est  un  parallélogranune  i  et  od  ttlA 
par  la  géométrie  élémentaire  que  l'aire  de  ce  parall^)- 
gramme  est  nne  moyenne  proportionnelle  entre  Us  aires 
doublées  des  triangles  semblables  DBC,  I^HCi  or,  d'après  la 
proposition  ly,  Apollonius  démontre  fscilement,  empraiH- 
tant  le  langage  moderne ,  que  l'aire  doublée  do  triangle 

DBG  est  "^  et  l'air«  doublée  du  triangle  lyHG  est  —  ;  a , 

or  J' 

b  étant  les  demi-axes  principaax;  et  jt  et^  les  coordonnées 
du  pc^t  B ,  donc  l'aire  du  parallélogramme  est  ab  ,  etc. 

La  proposition  IV  est  nne  transrormatioo  de  œlle-ci  :  le 
prodnil  des  distances  des  extrémités  d'un  diamètre  D  i  deux 
diamètres  conjogués  quelconques  est  égal  an  |xt>daît  des 
dislancei,  à  ces  mêmes  diamètres,  de  l'extrémité  du  dianèlie 
cODJogué  à  D  ;  c'est  l'interprétation  géométrique  de  la  trci- 
sième  équation  de  M.  Gergonoe  [t.  I ,  p'  346). 
.  ni.  Apollonius  ne  donne  pas  la  scriatiou  dn  problèaie  on 
il  s'agit  de  trouver  les  axes  au  moyen  de  deux  diamètres 
conjugués.  Cette  solution  se  trouvait  probaUement  dans  le 
livre  Vlll*  qui  ne  noos  est  pas  parvena  i  elle  est  d'ailknis 
une  conséquence-de  la  proposition  IV,  puisqu'on  en  dédnit 
que  le  produit  ties  deux  segments  d'une  taugcntc  interceptée 
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cDire  les  deux  axes  est  ^al  aa  carre  du  demi-dianèlre  coO" 
jogné  k  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  i  ee  qui  ralh 
■isie  eneore  lorsqa'on  remplace  les  axes  par  des  diamètres 
ooajagaés  quelconques. , 

C'est  prMsément,  en  se  fondant  sur  cette  propriété,  que 
Païens  donne  la  solnlion  du  pndtlème,  dans  le  buitièine  et 
dernier  lirre  de  la  collection  (Prop.  XIV}.  Comme  il  a  dédié 
ce  livre  k  son  fils  Hermod^e ,  à  l'ûsa^  duquel,  dit-il ,  il  a 
réuni ,  tout  ce  cpii  se  trouve  d'épars  dans  les  écrits  de  divers 
géomètres  et  surtout  d'ApoDosius,  qu'il  ne  fait  que  com- 
menter et  transivire,  il  est  fmtbable  que  cette  solation 
que  Pappus  a  placée  dans  son  huitième  et  dernier  livre  est 
celle  qu'Apollonius  avait  mise  aussi  dans  son  haitièmc  et 
dernier  livre  ;  on  peut  étendre  cette  conslmciion  à  l'hyper- 
bole. Euler,  dans  ses  mémoires ,  donne  trois  constmctîooB 
diflëreotes  poor  résoudre  ce  problème.  [A'ovi-Commeai.  VJI, 
1750-51]^  au  moyen  des  diamèlres  conjugués,  il  Iroave 
la  direction  du  diamètre  égal  à  l'un  d'entre  eux  ;  dès  Iws  la 
bissectlon  d'un  angle  donne  les  directions  des  aies. 

IV.  Dans  ces  doniers  temps ,  M.  Gbades  a  indiqoé  pour 
l'eDipse,  cette  construction  d'une  élégance  remarquable. 
Soit  O  le  centre  de  la  courbe  ;  OA ,  OB ,  deux  demi-diamétrei 
conjugués  ;  par  le  point  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AI  sur  OB  j  et  sur  cette  perpenHicnlaire ,  on  prend  de  part 
et  d'autre  A£,  A£'  égaux  à  OB  ;  on  tire  les  droites  OE ,  OE'; 
les  bissectrices  de  l'angle  ËOE',  et  de  son  supplément  sont 
les  axes  principaux  de  l'ellipse ,  le  grand  axe  est  égal  à  la 
somme  des  droites  OE ,  OB'  et  le  petit  axe .  est  égal  k  lenr 
différence  ,  et  le  grand  axe  traverse  l'angle  aigu  TiKmé  par 
les  diamètres  oonjogués  donnés. 

L'auteur  a  été  donduit  à  cette  construction  en  résolvant 
le  problème  analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
{jlp«rçu  hiiloriquê,  p.  45);  la  v^î&calibn  immédiate  est 
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fadle.  Soft  OA  =  a ,  OB  =  AE  =3  AET  ac  6 ,  âoBOA^noT  ; 
prCDOw  OA  pour  axe  de«  x,  OB  ponr  axe  des  y^  il  Tient 
AI=agin7,  MtBiatiny—b,  E'l=>aSiil7  +  &,  OFms'+ 
+b'SabàaT,  0E':=a'+b*+2abtiBf,  ahui ,  d'tpril  let 
dam  ptapriéUa  roodamenlalea,  OE-f  OS  eat  égti  an  grand 
axe,él  0& — Ottoa  OE — OE  égal  an  petit  axe;  lea  cocr* 
doDoéesdnpomtEsoat  dcot7,  a— (coaéc.?;  féquatfondn 

diamètre  OE  est  donc  j'= — : — ^—rx,  et  celle  du  dia- 
asinv — * 

mètre  OB'  esty  =  -    î"*^,- 

ht»  deux  eoeffideuts  angidaîres  vMflent  relation  13 
(T.  II,p.  a9)>daDila<pHDe  A»a',  B=c,  Gué*';  afcui  les 
diaaièlimOC,0£'foiitéganx,  donc,  etc.  Cette  bdleeDo- 
sUmlkmDei'appliqiiepuil'Iifperbole;  en  désîgnnatpar  K 
le  point  où  nn  axe  {Hiodpal  reooontie  la  drolle  EE*  il  est  fa- 
cile de  démontrer  directement  qae  l'on  a  jr=,  =  ■=^;  donc 

l'axe  est  ane  bÎHeetrice  de  l'angle  EOF. 

Un  jirocbain  artida  sur  lesnonu  dei  MoiqMS,  les  para- 
mèln*  et  ke  Calera,  adon  ApriBoiini,  Tm. 


NOTKB  BIBUOGBAPUIQUE  SUR  AfOlXONIDS. 


Aucan  rensdgnemenl  ne  noua  eat  parvenu  hh  la  vie  pri- 
Téo  d'uD  luMume  qae  l'antiquilé  a  BumonuMé  le  grand  géa- 
mètre  i  litre  qu'il  a  conserTè  cbez  les  nwéernei.  On  sut 
seokmenl  qu'il  eat  né  à  Perge  (Pamphylie) ,  au  temps  de 
Ptolèmée  Évcrgète,  qui  a  commencé  i  régneren  —  347; 
c'e8tceqaenousa[9rendlléraclius,auleor  d'one  Tied'Arcbi- 
mède,  et  cité  par  Eatodui.  Il  étudia  les  matbématiqiKe  à 
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AleuDdrie,  chez  tes  dîMiples  d'EwUde,  et  acquit  sa  plus 
grande  célébrité  mhib  Philopitor,  mort  en  — 205  ;  ainsi  il  a 
■aîTi  ArdiiiDède  d'enTiroo  no  deml-siède ,  et  précédé  4e  pea 
Gtainmet  Hîppwqm.  11  «M  probaUe  que  se  dévotunt  entié- 
naieiit  à  la  science ,  ApcdtoniBs  a  meiié  ne  vie  studieuse  et 
médilatiTe  dans  f  Académie  d' Alexandrie.  Noiu  seTom  ton- 
lefmqil'ilafaîtqiielqaesexcarsiolis  àPetgaioe  etàÉ{diése. 

11  a  composé  beaucoup  d'ouvrages,  dont  deoi;  Mulement 
noM  ■ont  parreBW ,  et  a  eu  qnatre  commentateurs  :  Pappus, 
HjpMie,  SerenoB  et  fintocias.  Le  premier  et  le  dernier  existent 
oioore.  Pappos,  au  commencameiit  du  soptifime  livre  ,  qu'A 
dédie  à  son  fils  Hermodore,  dtHine  la  liste  suivante  de  cet 
ouvrages ,  avec  quelques  îndiGalions  sur  leur  contena. 

1 .  De  Steiww  prcpoMUma  [vtfi  Uf ou  ànotoiJi)<)  ;  faire  dca 
scctkHis  ai  vue  de  cartaiot  rai^iorts.  Pappos  en  donae 
fexemite  soiTant  i  d«u  droites  sont  données ,  et  sur  ctiaqae 
droite  ao  point  iu  O,  0'^  par  un  troisième  point  donné , 
mener  une  transversale  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux 
.,  OP 

oavrage  contient  deux  livres.  Il  existe  eq  arabe  et  nue  tradnc- 
lîm  latine  en  a  été  palffiêe  par  Hallejr,  gong  ce  titre  :  Apollonii 
Ptrgmi  de  tection$  roUonit ,  M.  //;  ex  arabica  JUS.  latitU 
veni,  aecedunt  qutdan  de  iectione  apatii,  lib.  11^  rraUttli 
Oxonia,  1706,  in-S*;  ouvrage  rare,  n'ayant  été  tiré  qu'à 
quatre  cents  exemplaires. 

3.  De SpalU teetûme  (j^uiplou  im>«i|j,Tja),en  2  livres;  mener 
des  transTeraakaqoi  nArancfaentdesnpatcidiHmés;  penbi. 

3.  DekrmiAalé  st^ionê  (haoftapktTK  tfâis),  en  9  livres, 
ooutenait  83  théocénes  et  61  knmnes;  Pappna  en  die  an 
exwDpk  :  lAnieun  droites  données  sont  coupées  par  une 
transTCrsale,  trouver  sur  cette  traamrsale  un  p(rfnt  td  que 
ses  difltaBcea  aux  points  d'intereections  de  cette  transversale 
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«TeiMes  droites  aient  ooe  relatii»  donnée  -,  .probUne  déter- 
miné j  oavrag^G  pCTda. 

4.  De  Tactitmitmi  (tno^),  m  s  livrei,  contenut  S* 
lenunes ,  W  tbàorëmes  et  31  problèmes  ;  rentemait  h  k^h- 
tkm  de  Ions  les  problèmet  oo  il  s'agit  de  moBcr  dq  cende 
tangent  à  des  driHtei,  à  des  cereks,  et  pAsant  par  des 
points  donnés.  Psppos  donne  l'éBoiDératioa  de  ce  geun  et 
problèmes  ^  oarrage  perdu. 

5.  /)«  Cï>»e«rjf«ntibw(vtu«u>v),eD  âlivres,  1S5  UtëorèoMS 
et  28  lemmes  ;  Iraitail  à  ce  qu'il  paraît  des  ditriles  qui  w 
dirigoit  vers  dd  même  point,  des  faisceaux  cooTergenti ; 
ouvrage  perdu. 

6.  Plam  Loeii  (imniiv  imvi&i*).  Sur  les  lieax  géométri- 
ques de  la  droite  et  du  cercle.  Exemple  :  Deux  droites  jtusint 
par  deux  poinis  Axes,  font  un  ai^le  donné,  le  If  eu  du  sommet 
est  UD  cercle  j  contenait  en  a  lÏTres,  147  théorèmes  et  S 
lemmes  ;  perdu .  (La  taite  proetiaiiuiiiau.) 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  du  grand  aie  tPmu  eltifwi  fui  te  maU  en  r 
kmgmte  à  deux  droitti  fiMt. 


La  «olatioa  gésérale  que  nous  «lions  donner  de  ce  pro- 
blème est  fondée  lor  cette:propriétédel'enipse,que,  sien 
décrit  sur  le  grand  axe  ccanme  diamètre  une  drconftreoce, 
les  [riedg  des  perpendiculaires  abaisBécs  deiioTrrs  sur  la  tan- 
gratea  se  trouvent  tous  sur  celle  cinnnfércnce. 

I.  Supposons  d'abord  qoe  le  point  pris  sur  l'axe  soit  le 
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lejm,  et  que  les  <leox  tangentes  aojent  rectangolairef.^i  on 
conaMére  l'ellipse  dans  ane  qnelnHiqiie  de  ses  poaltioiu,  on 
«btieiidra  les  coMdoiuiées  du  tojer,  en  abalaauit  de  ce  point 
des  perpendicalaires  snr  les  deas  tangentes.  Les  pieds  de  ces 
perpenAcalaires  se  IrouTeront,  d'a{vès  le  tMoréme  que 
nous  TBiMHis  de  citer,  snr  one  drcooférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comflM  diassètre,  «t  le  ivoUénesera  rainenè  an 
suivant  : 

Étant  domtéi  une  cirtonflfrence  de  cercle  el  «»  pomf  F  lUué 
àuneditUauec  du  centre,  trouver  la  relation  qui exitte entre 
la  deux  droit»  rectangulaires  mflujei  du  point  F  d  ta  eircon-  , 
férenee  [^.  44). 

Posons  PP=r,  PQ  =  ^,  OP  =  a  et  c  =  \/a'  —  b\ 
Les  denx  triangtes  OFP  et  OFQ  nous  donneront  : 

co80FP  =  îJtZ£l£.  =-*^^^=--co8AFP, 


cosOFQ  = 


c'+x'-^a'      x'—b' 
'icx 


Ajoutant  ces  denx  équations,  après  lesavoir  ^Aérées  an  carré, 
on  tronTC 

<"  (■^7+(^)'='^*'"'^"°>'"'='- 

Cette  éqnation  pent  se  mettre  anssi  sons  la  forme  : 

et  c'est  sons  cette  forme  qa'oB  la  IrooTerait  inmiédialeiiKBt , 
«  exprimant  que  le  produit  des  pcrpoidiailaires  abaissée» 
des  foyers  snr  les  tangentes  est  égal  à  b\  et  qa»  la  distiDGe 
des  deux  foyers  est  égale  à  2c. 

11  résulte  de  la  solotiOD  qne  noni  aT«u  donnée  et  4a  1'^ 
DOQcé  noéme  du  problème ,  qne  l'on  devra  trouTET  la  màao 
ImcHMATSlii.  m.  ^ 
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éfOiUDD  fott  Ia  courbe  décrila  pir  le  Meond  royw ,  et  que 
iMBdant  qm  le  pceaier  foyer  décrin  une  portioB  de  la 
ooarbe,  le  devxièaie  foyer  décrira  l'antre.  Quaat  à  l'éfu- 
tiou  (1) ,  elle  mm  mostre  inmédiatemeot,  d'aprée  sa  forme» 
qoararigiiMeftanGeBtre,  qnelacoorbeeBtiyinélriqBepar 
rapiKwt  aux  deox  axei  et  i  leurs  biasectrices ,  et  qne  kl  iwc- 
tiooB  de  la  ooorbe  oonpriKs  dans  les  aogles  yox',  jr'o^  «t 
yox  sont  tout  i  Tait  semblables  à  la  partie  comprise  daaa 
l'angie^oj:.  Nous  pourons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  «mleater  de  considérer  cette  dernière  portion  do  coorbe 
décrite  par  une  ellipse  qoi  oe  sort  pas  de  l'angle  j'ox.  On 
*  renMrqoe  enctve  que  l'équation  est  satisfaite  par  x  =  0  et 
j*  =  0  ;  mais  il  ne  Tant  pas  en  conclure  que  la  courbe  passe  à 
l'origine,  car  si  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  ^,  et 
qoe  l'on  cbercbc  les  coadiUons  de  réalité  des  racines ,  on 
trouve  qoe  les  valeurs  de  JT,  etpar  suite  eeUesde^  (à  cause 
de  la  symétrie  ) ,  sont  comprises  entre  a  ■+■  \/a' —  è'  et 
a  —  V/o*  —  b'.  L'origine  est  donc  un  point  isidé.  On  con- 
clut encore  de  là  qne  la  courbe  n'a  pas  de  branches  infiiûeB  -, 
ce  que  mris  annoncent  ausri  les  considérstionfl  géométriqoes 
du  fnvbléme. 

'En  résolvant  l'éqaation ,  on  trouverait  hcilement  la  forme 
de  la  courbe  tracée  dans  la 'figure  4S  :  mais  nous  préférons 
constndre  la  courbe  par  points  et  la  disenter  d'après  cette 
construction. 

An  point  F  élevons  nnc  pttpoidicnlaire  au  diamètre  OF, 
el  prenons  pour  axes  les  lignes  FA  et  FB.  Cela  fait,  voici 
eànMot  OQ  cmiBlrDlra  les  iWèreaU  points  de  la  cooilw  :  par 
le  polRt  F  on  mènera  deux  droites  reclangulatres  qsdcon- 
qon,  (A  Ml  considérera  les  lignes  Fa,  FD  comme  les  sbras- 
aes,  el  les  lignes  FB,  FC  comme  las  ordonnées.  Ensuite ,  on 
nbatlra  par  dce  arcs  de  cerde  en  longueurs  sur  les  axes  FX, 
F¥,  et  ITBHUH,  poor  dsqw  «bsctne,  In  dmx  ordonnées 
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camtpoodantH,  od  déteimiDenqatlrapoiatsde  heowbe. 
En  cooliaaant  ■insi  »  ou  troorera  la  tome  de  oooriw  indi- 
qnèe  par  la  figqre  45. 

Noos  allons  nujntenaDt  chercher  les  points  ramar^mUet. 
OccupoDB-Doas  des  limiles  paraUèlemeot  à  Taxe  dea^.  Oo 
«ait  que  si,  par  un  polot  F  pris  dans  ud  cercle,  oamènedif- 
Kreates  lignes,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  s(kiI  les  lignes 
FA  flt  FD  complées  sor  le  diam^re  qui  passe  par  le  point  F, 
etqoe  de  FA  à  FD  la  ligna  menée  du  point  F  i  la  (Ârconfé- 
rence  ra  toojourscn  croissant.  Il  résolte  de  là  qoe  FA  et  FD 
soDot  les  limites  des  abscisses.  Et  comme ,  dans  ce  cas ,  à  la 
même  abscisse  oorrespondenl  deux  ordonnées  égales  Fï  et 
FC ,  un  obtiendra  par  la  considération  de  ces  ordonnées,  ^or 
l'abscine  FA,  denx  pointa  réunis  en  un  seul  aapointK  ;  el  pour 
l'absciaie  FD ,  denx  antres  points  réunis  en  R.  Craune  la 
courbe  est  sjmétrique  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  . 
désaxas,  les  limites  prises  paraHéleraent  à  l'axe  des absosses 
seront  absolamenl  les  mêmes  que  ponr  l'axe  des  ordoqnéos. 
On  ann  ainsi  deux  autres  points  extrêmes  M  el  L 

On  peut  déterminer  Eadlement  ks  pointa  où  la  courbe 
eoupe  la  bissectrice  i  il  snffit  pour  cela  de  foire  au  point  F, 
de  chaque  côté  dn  diamètre ,  un  angle  de  45  degrés .  On  aura 
alon  quatre  co^denaées  égales  doix  k  Aefix,  qui  seront 
edka  des  poinu  cherchés. 

3.  On  peut  conatruire  la  conrbe  d'nne  antre  manière  aussi' 
simple.  Pour  cela  nous  remarquons  que,  si  nous  décriTims 
du  centre  de  l'ellipse  une  circonférence  avec  un  rayon  ^al 
à  a,  nous  couperons  les  axes  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances à  l'origine  seront  les  coordonnées  des  foyers.  Les  lan- 
gueurs de  ces  lignes  oe  dépendent  donc  que  des  diverses  posi- 
tions du  centre  pendant  le  mouvement  de  l'ellipse.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  le  centre  décrit  un  arc  de  cercle  limité  par 
deux  parallëlesaux  axes,  IGetQS  menées  à  la  distance  b;  car 
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il  est  tonjonn  disUat  du  lominet  de  l'angle  droit  ftimâpar  In 
deux  tangoites,  de  la  quantité  constant»  V^a'+f,  et  sa  pin* 
courte  distance  à  la  tangente  est  égale  k  b.  On  peot  remar^ 
qncr  que  le  centre  décrit  deux  fds  le  même  arc ,  poiiqDll 
ne  peut  pas  dépasser  deox  lignes  fixes,  et  qu'après  la  rotation 
entière  de  l'ellipse ,  il  revient  à  sa  premiéare  positiM . 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  les  deux  paraDèla 
étant  tracée,  d'après  les  remarques  précédentes,  il  solEra, 
ponr  déterminer  les  différents  poinis  de  la  eoari>e,  de  déaire 
de  tous  tes  points  de  cet  arc  de  cercle  une  drconfërence  d'aa 
njon  égal  à  a ,  qui  coupera  les  deux  axes  chacun  en  denx 
points.  On  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  de  quatre  poinis , 
et  on  déterminera ,  en  opérant  ainsi ,  la  forme  de  la  coorbe 
àéik  tramée  ifig.ii). 

11  est  bien  éTidrat  qu'on  aura  les  poinU,ymiles  en  décri- 
-  Tant  la  circonférence  des  deux  extrànités  de  l'arc  m ,  ri  les 
pointa  ritnés  sur  la  bissectrice  en  la  décrirant  du  mUleu  de 
cet  arc. 

3.  Gonnissanl  le  lien  décrit  par  le  foyer,  nous  allons  dé- 
terminer facilement  celui  d'un  point  qaelconqne  pris  sur 
l'axe. 

SoitM  ce  point  pris  sur  l'axe  (/ïjr.  H).  I)  est  DKile  de  voir, 
en  menant  les-  coordonnées  du  point  M  et  les  cowtloDQées 
parallèles  du  foyer,  que  si  on  projette  M  sur  FP  et  FQ  en  H 
et  E ,  les  lignes  PH  et  QE  seront  les  coordonnées  (x*,  y)  dn 
pmnt  M.  Il  résulte  de  là  que  si  nous  pouvons  exprimer  FP 
et  FQ  {y,  X)  an  moyen  de  PH  et  QE  (/,  jf),  en  snhali- 
toant  les  Talenrs  de  ^  et  de  j:  dans  l'équation  du  foyer,  noos 
aurons  une  rebllon  entre  ;t/  eiy.  Sirit  FM  =  I.  Oo  a 

j'=y  +  HF,     HF=/cosDFA  =  fli^I^^ 
Scy 

d'où  ^=y+/<£^), 
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wi  UeacD  eflieclHant  ■. 

(ac+/}^*— 2cry— tt'  =  o. 

En  posant  {2c+li  =  h  et  {2c  +  l)lb'  =  k,  on  tire  de  là  la 
TBieor 


Oo  Toit  bim  qne  l'on  aura  aossî    , 

^  = h • 

Mellant  ces  Taleors  dans  l'équation-  (1) ,  noot  Iroufuu 
pour  l'équatioa  da  lien  dmcbé  : 
(S)  CcC*  +  W)/  +  (i-i'&')|/^yN7]'  + 

+  c{k  —  irh')x'+  {e-^b'h')  t/c'>+i=4c'('). 

En  devant  au  carré  et  Taigant  les  opérations  oécessairea 
pour  l'éTanODissement  des  radicaux ,  on  arrive  k  une  équa- 
tion en  JT*  et  ^  du  huitième  d^rë.  Mais  après  quelques  pré- 
parations ,  on  voit  qu'elle  ne  contient  que  des  termes  eo  x'y, 
x"+j-",  y*+y<  ou  bien  ((j/'+j'")'  — 2x'>"j)  ;  et  que 
par  conséquent  en  la  IransfwmaDt  en  coordonnées  p(dairesT 
die  sera  foncUra  de  p  et  de  sia  2».  En  élevant  au  carré  une 
seconde  fois ,  on  trouve  une  équation  bicarrée  par  rapport  & 
<in3w,  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  k  cette  variable. 

4.  Tofoosinainteoantai,enfaÎ3aDtcertaiDesbypolhè9es,on 
ne  pourrait  pas  faire  disparaître  immédiatement  les  radicaux. 

Gela  arrive  évidemment  lorsqu'on  pose  c^iO,  k+li'k'=0, 
on  bien  encore  k  —  b'k'  =  0.  • 

£d  développant  ces  deux  dernières  ctmdltioos ,  elles  nous 
donnent  les  relations  I  =  —  ^  et  c  =  0. 

La  première  relation,  1= — c,  nous  indique  que  le  point  M 

(')  CbIW  «quUon  n'ilMl  p«i  iMmoctoc  Mt  tridMWUBI  tiUM.       Ta».- 
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est  le  centre  même  de  l'ellipse.  En  faitaat  du»  réqiutiw(S) 
i  +  ft'A*  =  0  et  t=  —  c,  «1  trooTe  nn  cercle  dtmt  le  rayon 
est  égal  à  Va'+b'. 

Nous  royont,  d'après  la  valeur  c  =  &,  qne  l'eUipie  ae 
change  en  aoe  circonféreoce  ;  et  en  faisanl  cette  hypolhéae 
dans  l'équation ,  on  trooTe  le  résnltat  x"+y*  ^  T,  c'est-i- 
dire  qac  le  point  M  décrit  nn  cercle  dont  le  rayon  est  /.  Ce 
qui  était  évident  4  priori. 

-    Si  le  point  M  est  le  sommet ,  l'équation  n'offre  rien  de 
remarquable. 

S.  Maintenant  nous  supposerons  que  l'angle  des  deux  tan- 
gentes soit  quelconque,  et  nous  snToDs  k  chercher  t 

Le  lieu  géométrique  dei  pmnli  du  gnmd  axe  d'une  ellipie 
qui  te  ment  en  reniant  tangente  à  deux  droites  fixet  fmaant  un 
angle  quelconque. 

Si  nous  rapportons  la  courbe  à  ces  deux  tangentes  fixes 
prises  pour  axes ,  les  coordonnées  de  ses  diOérenls  points 
s'obtiendront  en  divisant  par  l'angle  des  axes  les  perpradi- 
cnlaires  abaissées  du  point  décrivant  sur  Ces  lignes.  La  qnes- 
tion  est  dimc  ramenée  à  trouver  une  relation  entre  ces  per- 
pendicnlaires. 

En  supposant  d'abord  que  le  point  qde  l'on  considère  soit 
le  foyer ,  nous  reprendrons  les  calculs  comme  dans  le  pro- 
blème précédent.  Seolemcnt,  arrivé  au  point  où  la  première 
solution  exige  que  l'angle  PFQ  soit  droit,  il  faudra  seule- 
ment exprimer  que  cet  angle  esl  constant.  Toicî  comment 
nous  continuerons  les  calculs  : 

Posons      cosPPQ  =  m  =  cos  (PF  A  +  A  FQ) . 
Noos  dédnisons  de  li 

(m  —  cos  PFA  C08  AFQ)'  =  sin'  PFA  sin' AFQ. 

Il  suffit  maintenant,  pour  avoir  notre  relation  cherchée, 
de  remplacer  cosPFAcosAFQ  et  sin'PFAsin'AFQ  par 
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leon  ntegn  en  ToBctitMii  de  x  el^,  valem  (roBiéeg  i»mt 
le  premier  problème. 

On  déduira  de  ce  lien  celai  d'an  point  quelconque  pria  sur 
l'axe,  lont  à  fait  de  la  mteie  iDaniére  que  dau  la  première 
partie. 

Ainsi  le  proUème  est  rèH4u  géDèraleuMnl  pooc  ua  poàbt 
quelconque  du  grand  axe. 

6.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  avoiu  sappeaè  qat'  le 
point  qui  décrit  la  courbe  est  «o  point  quelconque  de  l'axe. 
Si  nous  supposons  maintenant  que  ce  point  sdt  pta  comme 
OQ  voudra  sur  le  plan  de  l'ellipse,  l'anf^le  OFM,  an  lieu 
d'être  égal  à  deux  angles  droits,  sera  égal  à  nu  aagle  coo- 
Btant  quelconque  ;  et  la  seule  diOërenoe  entre  ce  cas  et  celui 
qne  noua  avons  examiné  précédemment,  proviendra  de  ce 
que  le  cosinus  de  l'angle  HFM ,  au  lieu  d'être  égal.  A 
—  GOsOFP,  sera  égal  à  cos(OFM  — OFP).  Le  sinus  de  l'an- 
gle OFP  entrera  dans  l'expression  de  eosHFM,  et  «1  on 
calcule  sa  valeur  an  niôyeo  de  celle  de  cosOFP  trouvée  pré- 
cédemment ,  aa  introduira  y  soos  un  radical ,  dans  l'expres- 
shm  de  y  ;  alors  l'équation  qui  donne  la  valeur  do  ^  au 
moyen  dey  ne  sera  plus  du  second  degré.  On  aura  bien  en- 
MH-e ,  de  cette  manière,  un  nombre  sufDsant  d'équations  poar 
résoudre  le  problème  ;  mais  on  ne  pourra  pas  hirc  l'éltmi- 
oalion  comme  dans  le  cas  précédent. 

jVot?.  1.  On  parvient  directement  et  promptement  à  ces 
solutions  en  Taisant  usage  de  nos  formules  générales.  Pre- 
11000  les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées  ;  on  aura 
/  =  ;  =  0;  or  m=V—^kC;  remplaçant  A,  B,  C  par 
leurs  valeurs  ea  k,  i',  L,  il  vient 

*L'  _  Mkn    ■    "'  ^     ^    . 
m'  m*         n*        m'y  ' 

où  r  négatif  est  le  prodnil  des  carrés  des  demi-axes  dans  l'et- 
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KpH ,  et  r  positif  le  mtaw  prodùt  dus  lliyperiMle.  On  a 

dnw  cette  expRHion ,  >  «M  Ia  Mmme  algéiiriqae  det  curi» 
deidemt-âxesCl.  I,p.  493,  VU]  latiui  ret«  sont  des  quD- 


3.  Centre.  Soient  j:  et  y  les  eoordmiQéts  da  centre  ;  dooe 


m'  w*       sin'ï 

eC  x'+y+azrcoaï+a— a»7=j; 

éliasimiit  -  ,  il  vient 

( J''+  j:' —  *)' —  4j?V  COs'y  =  r  cot'v  ; 
lieu  du  centre  -,  courbe  do  4*  degré ,  o'eyaot  point  de  brao- 
cbetinfinieset  du  premio*  genre  (Euler,  lalrod,  t.ll,lib.ii, 
$361)  i  Bi7=  1*,  elle  se  réduit  A  un  envie  double, 

3.  Fef/er.  Soient  X  et  Y  les  coordonnées  da  foy^,  el  loe- 
joora  ■rel>  celles  da  centre;  on  a  X>=a  — j:;Y  =  p— /[ 
a'8in'ï=j:'rin'7— fr*i  p'sin'T^^sÎD'j  — A*  (t.  Il ,  p.  430); 

4AL       k'        ^  4CL 

car  — 7  =  — ;  =  jr"  ;     et    — p  =^  ; 

d'où  t-r+X)'iin'7=:jf'8in'7— *';  eldelà 
b'+  X'  sin'y 
"^^        âXBin'r    ' 

cl  de  même  r  = i; 

aTsinV 
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sibtlitQtDt  cea  Tiletm  dau  le  Hea  do  ceolre ,  il  Tiont 

[b*  {X*+  T) +TrX'  {Y"+  X'— ♦«)  ilD^ï  +  IfiTT"  X'  sin'ï]*— 
-4X»Y*[6'+X'8in'r][6'+r8m'7]c<»ï=l(îrY'X'ow'ï«in«ï, 
]iendeBro7en;ooarbedal3**de^.  Si  7  s=  1*,  la  cogtbe  est 
da6*degrèetla  même qae  celle  deM.Ferrier.  Cedeatpoar 
l'elUpse  et  l'hyperbole  ;  fKmr  la  parabole  doot  le  paramètre 

nt  donné,  ^  estoiteqoBDtitéœnslante  =i:^*(t.  I,p.  4M){ 
iV^men,  N=^±ilt|^^^.  «etp  éta°t  les  coor- 


"  4NL  '  ^~     4NL' 
d'où  l'on  dédait  facilement 

^C'''+P'+2«?<5M7)=:c'p". 
Sî  7  =  1*,  00  troave  VéqaatioD  (3)  de  U  p.  399 , 1. 1. 

4.  ]|>ar  ao  poiat  quelconque  du  plan ,  voir  a  solution  de 
M.  Rispal,  p.  326  de  ce  volume.  Tm. 


QUESTIONS  DEXAMEN. 
Swfaca  «(  vo/ume>  engendrée  pw  la  polygonei  ré^ien , 
lon^'ili  toumml  autour  d'une  perpmdioulaire  au  dia- 
mètre du  eerele  âreonterit  menée  pw  '«  lommet  auquel 
tAoutit  cediam^rt. 

VAK  M.  RUBT, 

uMim  prarMtear  it  mitbiauUqaM  «pteialei  1  l'ËcoLa  ds  Sorttn , 
rtg«pl  de  miIbtniaUqiiM  ipteUlaa  lu  collège  de  Pimien. 


Noos  ■doplerons  dans  la  résolation  de  ces  questions ,  les 
mémei  notatioBt  que  celles  que  nous  svwis  empbyées 
p.  353,  t.  llj  seulement,  poor  varier  loi  difficultés,  noos 
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cberdMvtns  dinctennt  k»  exfrMakm  des  Tfdamei  e4  fa 
surfaces  qne  nom  nous  noos  [wopoBoiu  de  tnmw  en  foiK- 
tioo  du  rayon  R  do  cercle  drconsoit.  La  mtrcbe  que  dow 
alloDi  suivre  est  d'aiUeors  la  même. 

ScviCU   KNGniDBAn. 

1'  Trimigts  (fig.  46). 

Sarr.T=  siirr.CB  +  aHrf.AB«Si>BF.CB+S>JBF.AB- 

2BF 
=:»«.AB.BF  =  9Afi.3)t.  -  -  =  3AB.2)tAO  ;    (I) 

or  Afi  =  R  V'â ,    AO  =  R  i 

donc         surf.  T  =  3.R  \/3 .2jrR  =  6itR'  \/3. 

2°  Carré  (Bg.  iT]. 
Surf.  C=2(surf .AB+«nrf.CB)=a.r  { BB.  AB+CB(GA+BE) } =. 

=  2irAB  (2BE+  CA)  =  4Afi.2irOA  ;  (2)< 

or  AB=:R|/2,  el  OA  =  Rj  donc  surf. G  =  SvR' K^. 

3*  Pmtagotu  (fig.  48). 
Surf.  P  =  2  surf.  AB  +  2  surf.  GB  +  surf.  EG  =  2itBH.AB  + 

+  2t[BG  [CG  +  BU)  4-  2icCG.EC  =  4nAB  (BU  +  GG}  ; 
or  ona 

AB  =  ^  KiO-3^/5,  BF  =  D=  ^ {l+V^)  = 


l=5=.ÇK'iO  +  2l/5, 


BU=  |/âB-AH=\/5!  ClO-2  \/5)-|^Cl(H-2l/6)= 
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=  5  ^/m+mPI  =  !  (5  +  k-5). 
Doac 
«llf.P  =  «..HV'll>-2l/5  fï{5-l/S)+î(5+\/5)j  = 

=  5«»'\/l0  — 2I/5. 
4*  Hexagone  (6g.  49). 
Sotf .  H  =  9  (nrf.  AB  +  tntf .  BC  +  mrl.  CD)  = 
=  !it  { BG.AB  +  CG '— BG V  DC  (DA  +  CG)  j  = 
=  »r  |BG.AB  +  (CG  +  BG)(CG  — CG)+DC(DA+GG){  — 
=  aiAB  (BG+  SDAh-CG)  ^  »iAB.3DA  =  6AB.3>OA  ;   (3) 
or         OA  =  AB  =  R,      donc      sorT.H^  ISoR*. 

5*  Octogone  (fig.  50). 

Sotl.  0  =  3  («irf.  AB  +  surf .  BC  +  lorr.  CD  H- wrl.  EU)  = 
=  9>  [  AB.BF.|.BC(BF.H3>)+IIC(CG+Df  )+ED(DF+AE)  J  — 
=SsAB(9BF+3CG4.SIDF+AE)=9iiAB.4AE=8AB.2>AO|  (4) 

or  AB=:R»/s— \/2.    OA  =  R; 

ilKK  ««rf.O  =  l«»R'V'a  — 1^3. 

6*  Décagone  [Bg.  51). 
Sarf.D»3(8iirf.AB+mirf.BG+sur<.CIHsiirr.EIH8urr.EF)  = 

_       (AB.BG+BC(B&+GK)+d1-CK+ED(DK+EGH-1  _ 

I  +EF(EG  +  rA)       I  ~ 

_        |AB.BG^BC(BG4.CX)  +  (DK+CE)(DK— CE)+1 

'  i  +ED(DK  +  IG)  +  )EF(EG+FA)  j   ^ 

=  i^kX  (SBG  +  CE  +  DK  +  !Ee  +  SFA)  <= 

=  9»AB  {3(BG+EG)f3FA{=3ttAB.5FA=10AB.9«AOi  (S) 
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AB  =  ?(l/5— l),    OA  =  R> 
surf.  D  =  l(htR'(V/s  —  l). 
T  Dodécagone  (Qg.  52). 
/sorf.  AB  +  Borf.  BC +nirf  ■  BC +«irf.  DE  f\ 


^^•" — ^  +8arf.FE+8arf.GF 


D  =  2(™ 

_       jAB.BH+BC(BH  +  CK)+CD(CK  +  DL)+         1  ^ 
■"        I  +EDCDL+EK)  +  FE(EK+FB)+6F(FH+AG)) 
=  2irAB(2BH+ 2CK  +  2DL  +  2EK+ 2FB  +  AGJ  = 
=  2irAB  )2[BB+FH)  +  2CGKf  EK)+2DL+GA}  = 

=  2fr.AB.«GA  =  i2AB.2itOA  ;  (6) 

or      AB  =  RV/2-\/3  =  |(|/fi-l/2),  OA=R; 

dooc  Burf.  D  =  18itR"  (l/e  —  \/2). 

Lesexpreuioosfl),  (2),  (3),  (i),(5),  (6),  n'éUnt  aatn 
chose  que  la  tradoction  da  IbécH-ème  de  Galdin,  on  m  con- 
clut qne  ce  (béoràne  coudait  immédiatemenl  aux  néiDes 
expressions  qne  celles  que  nous  fournit  la  géométrie. 

Qoantàla  surface  («cendrée  parle  pentagone,  on  a,  en 
appliqaant  le  théorème  de  Guldtn:  snrf.P=5AB.SnR{or 

AB=  -\/lO  — 2\^5:doncsnrf.l>=5irR'V'lO— 2\/5; 

résultat  identique  à  celai  qne  nous  aTons  troavé. 

On  pourrait  dterchcr,  d'nne  manière  analogue ,  lesex- 
presBions  de  ces  surfaces  en  fonction  du  cfllé  c,  on  en 
fonction  de  l'apothème  r.  La  géométrie  et  le  théorème  de 
Guldin  ponrroient  encore  servir  mutuellement  de  Térifica- 
lioD.  Eu  cherchant,  par  exemple,  ce*  surfaces  en  fonction 
de  c,  on  troarc  :  '  ■ 

t  '  Triangle        smrf .  T  =  2iw:*  Vï  ; 
2*  Caité  snpf.C  s=  4bc'  \/Ï; 
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S*  Peatagooe      sorf.P  =  «c>V  50-(- 10\/5; 
V  Hexagone      sort.  H  ss  12kc*  i 
5' OclogOD«      stuf.  OçSitc' V4  +  al/9; 
Co  Décigoiie      8Xirf.D=187w*(l  +  \/5), 
rDodécagoDe  nirf.D=!2w*  (\/(î+V/^). 
(Xamie 


PROBLEME  44  (t.  I,  p.  519). 
*AH  M.  WAVMM  (HOi 


Par  le  fojer  d'one  parabole  oa  mène  dd  rayon  recteur 
qndoonqoe  et  une  perpendiQulaire  à  ce  rayon  ;  pois  mr  ces 
deox  droilee  comme  cAtés,  et  avec  la  normale  aa  point  pris 
nr  la  parabole ,  comme  diagonale ,  on  conslmit  pa  rectan- 
gle. Qnel  est  le  lien  da  sommet  opposé  aa  Toyer  ? 

Soit  M  (Jig.  53)  na  poiot  du  lieu  cherché,  w  et  p  ses  cow- 
donoées  polaires ,  u'  et  p'  celles  du  ptriat  K  de  la  parabole.  Si 
l'on  observe  qoe  la  taogente  en  un  point  d'une  parabole 
Tonne  des  angles  égaux  avec  le  rayon  recteur  qni  ra  aa  point 
de  contact  et  l'axe  focal ,  on  aura  la  relation 

-■— =»--ï. 

2*0 

d'où  «'^etr+i— . 

Dans  le  triangle  rectangle  FMK  l'on  a 

(>'s=pc08{<-'— u)i 


.(w+ï), 
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U  Tient  i.'  =  ps4ii(^30'+j). 

LepoiDlKétantsar  la  panbole  dont  l'équrtiM  ta  Cr^er  est 

P=r-^— .l'ont  p'  =  -—^. 

SobititnaDt  daps  cette  expression  la  Tateor  troarée  poor 
u'  et  p',  on  aura  ponr  l'éqnatioD  dnlieo 

mais 


28in>(30"+j) 

i)twwi«Mm.  Pour  «  =  »•'  on'troDTe  la  m&ne  nleordep 
qaepoDr  «>  =360*— n;  U  conrtK  est  donc  partagée  en 
deax  parties  symétriques  par  l'axe  polaire.  De  plus,  si  l'on 
fait  w  =  »'  et  «  ^  540* -f-  h',  on  a  poor  p  denx  valMira  égale* 
et  de  signes  contraires.  Il  fandra  alors  porter  la  seconde  va- 
knir  de  p  dans  le  proIODgraaent  da  raym  Tectcur  fomaot 
l'angle  de  540°  -|-i»'  avec  l'axe  polaire ,  de  aorte  qa'oa  nira  le 
point  déjà  obtenu  ui=u)'.  Par  oonséquotl ,  en  faisant  Tarîcr 
u  de  540*  h  lOao*,  on  aura  les  points  déjk  obtenus  o»bi- 
sant  varier  u  depuis  0  jusqu'à  540*. 

On  Toit  encore  qu'il  ne  sera  pas  néocesaire  de  donner  k  •• 
des  râleurs  supérieures  à  1080°,  car  l'équation  délemûnint 
alors  poor  p  la  méoie  valeur  que  quand  m  était  <;  1080*,  la 
partie  de  conrbe  déterminée  par  ces  valeurs  se  trouve  déji  tra- 
cée. Comme  d'ailleurs  les  valeurs  aé^tives  de  m  nesauraien' 
fournir  de  noweaux  points ,  la  coorbe  sera  conslraitc  en 
faisant  passer  «  par  les  valeurs  comprises  entre  0  et  540°. 
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- 

00  a 

f  = 

*/> 

=  FR, 

P- 

31/3 

=ra. 

f  = 

=Ar, 

f  = 

1^ 

-FS, 

f- 

«f 

=  FB, 

••=360» 

«  =  45(r  ?  =  <«, 

«  =  M0*  p  =  — 4jj. 

AîDii  la  «osrbe  cbercbéo  coape  l'axe  foUtn  à  la  tUttance 
OR  =  1^  ;  «De  g'approdic  de  plus  eu  {dns  dn  pAle  à  mesure 
<|ae  u  ftogmaile  i  et  pour  u  =  180°,  elle  rient  passer  par  le 
wnuiiet  A.  On  obtient  easnite  la  branche  symétriqae  de 
RMA.  L'uf  le  u  conliDoanl  sa  marcbe,  à  partir  de  360°,  p  ra 
en  at^mentant ,  et  ce  rayon  deTfeal  inSol  poar  »  s=  450°.  Les 
TBleors  sDpérieares  de  »  donnent  la  braocbe  symétrîqne  de 
«lle-d. 

D'après  celle  discasiîoB ,  il  semblerait  qae  la  p^pendico- 
Itire  derée  par  le  pAle  à  faxe  polaire  est  one  asymptote  de  la 
coorbej  mais  il  n'en  est  rien,  ainsi  qu'on  Ta  le  voir. 

Soit  C  la  dlBlance  d'un  point  qoelconqne  de  la  courbe  i  la 
petp<*idicnl>ire  NN',  on  aura 

BC08» 

asioï(^8û-+-j 

et  ce  qu'il  s'agit  de  trouTer  c'est  la  Téritable  valeur  de  i; 

frise  réduit  ft- pour  u  =450*. 

DArek^^tant  le  dénoninatcur  et  remplafanlcoso  par  sa  - 
nleur  en  fonclÎMi  du  tiers  de  l'arc ,  on  trouve: 
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coB*  -  +  9  sio' -  3  4^  S  lang - 


'      i  +  im'l  1+t.ng-, 

posant  tong  I  =  X,  et  remplaçant, 

c t-sx'  ^A^zl^ 

p  —  i  +  av'a^  +  s^'  +  sxV»     ii+^^f 

Supprimant  le  facteur  commun  l+x  \/»,  aux  deoi  tenues 
de  celte  fracti<»i , 

p  (l+rV/3)V 
Ainsi  c'était  le  facteur  i  +  x  V/^qui ,  en  s'annulant  dans 
l'bypotbèse  de  oi  =  450°,  masquait  la  vraie  valeur  de  ta 
fraction  qni  se  réduit  i  l'infint.  Donc  la  perpeodicalaire 
NN'  n'est  pas  une  asymptote  de  la  ocnrbe ,  et  mdme  notu 
allons  voir  que  cette  courbe  n'a  aucune  asymptote.  Povr  ï 
parvenir,  chèrdions  le  coefGcient  angulaire  de  la  tan- 
gente ,  qui  noua  servira  aussi  k  mener  des  tangentes  aox 
points  mwrqoables  de  la  courbe.  On  a ,  comme  on  sait, 

taBgM=plimT->  et  la  sons-tangente  polaire  S  =  ji'liBi- 
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Ona 

el    ,+  i  =  - 


«qnalion  qae  l'on  peot  ImuTonDCr  ainsi  ; 


-,  1^' 


.j'?^!)^:  '^-^„(?!^^\ 


"{—j ;-»»-  3«lnf -_l_co,(.+j, 


poia,  a|»^  avoir  renvené  les  deos  membres  de  ces  éqm- 
tions,  je  les  rêlraDcbe  etje  IroDTe 

_     h         L     i — » — j-'in^-g-jj+eoa.-ooscrt-t) 

P  ' 

d'après  les  rormnles  conniies  de  (rigonomMrie;  pois  : 
k 


.  A      .     iW'faM+A        /    A\  A     /    A\ 

^««^       300»  — 3^^+3co8(.+|)-4siD';sio(.+;) 

6 
passant  à  la  limite,  on  IrooTcra 


'  [cos^ao'+jj  +  sinwT 


Aru.  ■*  HatbO.  III 


.(ji-vGoc^le 


—  ÎTO- 
par  conséqacnl 

•"•*"=■ — r     /    '^"\ 1' 

f  IcoBl  30<>+-UsiouJ 


Pour  avoir  les  uy mptoUs  il  faut  troarer  ce  que  dencnl 
la  Talcur  de  S  lorsque  p=«c.  Alors  u>=45(r,  partant  S=oc; 
pw  donc  qoe  S  D'à  pas  de  limite,  la  courbe  ne  peol  tica 
d'a^mptole. 

La  considération  des  tangentes  va  noas  permettre  de  traça' 
la  coorbe  pins  exacl^nenti 

pour        -=0       OD  a    S  =  — -^, 
V3 

i/3 

S  donc,  à  partir  dn  point  F,  on  prend  les  deux  distasec* 
FN ,  FN'  triplée  de  FS ,  eo  joignant  le  point  &  aax  point» 
N,  N',  OD  anra  la  direction  des  tangrales  an  point  R.  Im 
tangente  en  A  est  perpendicnlaire  h  l'axe,  par  cooséqoeol 
cette  tangente  se  confond  avec  odle  qui  est  menée  au  mène 
pdnt  à  la  parabole. 

Si  l'on  résout  l'équation 

1  ~co8  «  =  Ssœ» /'sO'  +  iJ  , 

OD  verra  qo'elle  ne  donne  que  la  seule  valeur  réelle  H=lâO*; 
œ  qui  {ffonve  qoç  la  courbe  ne  rencontre  la  psrabcde  qu'an 
point  A  senlemeoL 

Note.  Cette  belle  discussioD  peut  s'abréger  en  adoptant  la 
romule  donnée  par  M ,  Rispal  (lotne  II,  p.  513}.         Tm- 
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CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE  DU   RAPPORT  ^., 

■•AS  M.  A.  PMZmOMWT, 

ËUTfllnlanMdBMltéitaailal-Laaii.  (  CliiM  d«  M.  VineanI  ) 


n  arrive  quelqaetob  qœ  dans  certaines  cooatntcUoin 
léométriquee ,  on  esl  conduit  à  déterminer  denx  Mpa»  dont 
le  rapport  soit  égal  à  une  paissaoce  qaelconqae  da  rapport 
de  denx  antres  lignes ,  et  on  y  parvient  toajoars  an  moyen 
de  troisièmes,  etdeqaatrièmesproportlonnelles  snccessiTes. 
Je  me  propose  d'exposer  ici  une  méthode  plus  simple ,  et 
qui  a  sortonl  l'avantage  de  représenter  par  la  fignre  elle- 
même,  la  sotte  de  tontes  les  opérations. 

Sment  a  et  6  les  denx  lignes  données,  p  la  poiisance  en- 
tière et  positive ,  è  laquelle  on  suppose  élevé  le  rappmrt  de 
ces  deux  lignes.  Il  s'agit  de.détenniner  denx  droites  m  et  n, 

telles  que  l'on  ait  —  =  p. 

1 .  On  ccmnalt  la  construction  à  etEeciuer ,  Icmqoe  p  est 
une  puissance  exacte  de  2. 

Il  faut  ooostmire  un  triangle  reetai^le  a]>ant  a  et  &  pour 
cAtés.  o«u|M«nant  l'angle  droit:  abaisser  du  gommet  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  pois  rabattre  sur  cette 
porpendlculaire  l'un  des  deux  segments  de  l'hypoténuse; 
répéter  sor  le  triangle  rectangle  ayant  poor  cAtés  ces  denx 
segments,  l'opératim  que  l'on  vient  d'effectuer  sor  lepra- 
mier  et  ccntinner  ainsi  josqa'à  ce  qœ  l'on  ait  abaissé  autant 
de  perpendiculaires  qne/i  «mtient  de  fois  la  puissance  de  â. 
Alors  le  rapport  des  denx  derniers  segments  est  le  rappwt 
cherché. 
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2.  CoaudéruDB  muDteoaDt  lu  cas  où  />  ceC  uir  nombre 
imiMir. 
*     Je  vais  déterminer  le   rapport  —  =  -^,  an    mojen  de 
deax  lignes  m"  el  n",  dont  je  supposerai  le  raj^port  égal 

Je  i«ends  deux  droites  recUngnJaires ,  A?-  **»  et  sir  <*s 
deax  droites  je  porte  à  pardr  de  lear  point  d'iBterwctioo , 
deux  longoeurs  OA  et  OB  respeclïTement  égales  à  a  et  à  *  ; 
pais  deux  autres  lignes  OM  et  ON  égale»,  l'une  \  m'\  el 
l'antre  à  n".  Je  mène  eosaite  par  les  pointa  M  et  H,  les 
droites  MM'  et  NN'  parallèles  à  AB. 

Les  deux  triangles  OMM'  et  ONN'  sont  semblables  et 
donnent 

OM'  =  OM?,  ON'  =  ON-i 

OM'  „2!^-^_^   ^  —  ^ 

""^  OH'  ~0N  ■  b'~b'-'    b-       6" 

OM' 

On  aoraitpadonaer  ans  droites  OM  et  OK(OM  par  ex.), 
des  positions  différentes  par  rapport  aux  axes ,  telles  qw 
OH, ,  OM. ,  OM, ,  alors  la  droite  MM, ,  aurait  pn$  l'noe  des 
positions  M,H,',  M.M,',  M,M,',  la  seconde  étant  paralltie  à 
AS,  et  les  deux  autres  étant  perpeadlcolaires  àeetle  ligne. 
II  est  évident ,  qn'en  supposant  égales  entre  elles  les  lignes 
OH,  OH,,  OH.,  0M„  il  en  serait  de  mène  des  lignes  OM*, 
CM',,  0M'„  OH',,'et  que  l'on  aura 

OM' _0M'.       OM^       OM',  _  a' 

oir~"ôrr""  ON'  ""  ON'  ~  b*- 

Supposons  qne  l'on  ait  />  «  3 ,  alors  le  ra|qiwl  — ;;  s'est 
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aalra  cbow  qQe.le  rapport   - ,  el  1«  deux  lignes  OM  et  ON 

peavent  élre  r^trésentées  par  OA  et  OB.  Oa  voit  afors,  qac 
si  nous  menoDS  les  droites  AA,  et  BB,,  pcrpendicDlaJreineQl 


De  même  —■  représentant  le  rapport  —^,  dans  le  cas  où 

l'on  soppoae  />  =  â ,  on  aora  ea  oienant  les  lignes  A,A, ,  B,B, 

paraDèlementà  AB,  ~  =  —. 

Et  contJDSMt  ainsi  à  tracer  les  lignes  A,A,,  A,A,...  fi^., 
Bfi,. ..,  auccesBivement  perpendicnlaires  et  parallèles  à  AB , 
OD  obtiendra  les  diSêrentes  Talenrs  de  toutes  les  paissances 

impaires  dn  rapport  -. 

OA,  _  a'      OA,  _  a^      2^»  _  £      OA,  _  a' 
OB.^P'    0B,~*5'    0B.~&"    ÔB;""Ï*""' 

3.  Les  deax  modes  de  conslraction  que  je  viens  d'exposer 

nous  permettent  de  déterminer  le  rapport  r^  quel  que  soit/r. 

Cap  pouvant  contenir  le  Tacteur  2  à  uuc  certaino  puis- 
sance lE,  on  aura />=y.2*,  //étant un  nombre  impair,  cl 

a'       /«'^V 
par  suite  t»  =  1  r;i}  •  ^  première  méthode  nous  fait  ctm- 

nallre  le  rapport  —  =  ^ ,  et  la  seconde  le  rappm-l     ^ 


4.  Ad  lien  de  cmstmire  —, ,  en  passant  par  tontes  les 
.  paissances  impaires  moindres  que  />',  il  est  préférable  de 


N  Google 


décomposer  />'  en  ses  raclears  premiers  «,  p,  7,...  et  de 
coBstrnire  successiTem^l 

m,       a'     m, m,fi       a'fi     m,       m,ï       a'^/ 

et  Aiiuî  de  saite  ;  a  >  S ,  y...  sont  Ions  des  nombres  prenùcn, 
mais  plDsieurs  peuvent  £lre  égmi  entre  eax. 

Il  peut  arriver  qae  les  facteurs  {x-aniers  de^  soient  des 

nomlH^  assez  grands ,  mais  qa'il  n'en  soit  pas  de  même  do 

nombre  p'  diminné  d'un  nmuttfe  paU*  S.c.  Alan  D  tanin 

conslrnire  le  rapport  -.—l   ,  on  détennînwa   ensnite  m 

al^-a(c-i)  ,    d^-a(<.~i)       ,     ,  _,    . 


Kons  remarquerons  que  dans  le  aeond  mode  d'opérations 
les  lignes  qni  expriment  le  rapport  cherché ,  vont  l'une  eo 
augmentant,  et  l'autre  «i  diminuant,  et  que  l'avantage  de 
ta  précision  est  aimi  uni  à  celai  de  pouvoir  effectuer  toutes 
les  opérations  sur  une  portion  de  surface  plane  peu  ëteodoe. 


CONSTRUCTION  DES  FORMULES,  sin  (a  ±  &), 

COS(a±ft). 

VAR  X.  KZVT, 

Ancien  prohiieur  des  cotiegei  rajiai. 


I4S  formules  qni  donnent  les  sinus  et  cosinus  des  soauBCS 
ou  des  différences  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinns  et 
cosinus  de  ces  arcs  ne  sont  prouvées  dans  la  {dupart  des 
ouvrages  élémentaires  qu'an  moyen  de  constructions  et  de 
démonstrations  qui  sont  assez  compliquées. 


nign^Pdi-vCoOgle 


—  375  — 
Les  Élèves  nous  saoroot  peut-être  ^ré  de  leur  faire  coo- 
Daltre  celles  qui  saivent ,  recueillies  dans  ua  des  examens 
pour  l'Ecole  polytechnique,  à  Paris,  et  qui,  par  leur  simpU- 
cilé,  me  paraissent  pouvoir  être  substituées  avec  avantage 
aux  solalions  connues. 

Soient  AB,  fig.  &5,  le  diamètre  d'un  cercle ,  et  ACBD  un 
quadrilatère  inscrit.  Prenons  le  rayon  de  ce  cercle  pour 
celui  des  lignes  trigODométriquea ,  on  pour  unité,  làisoDS 
l'arc  BC  =  2a  et  BD  =  2é. 

Alorsles  cordes  BC,BO  serootégales,Upreaiîère&Ssin<3, 
la  seconde  à  2sin&,  et  les  cordes  AC  et  AB  à  Scosa  et  Scos6  ; 
par  snite  l'on  aura 

corde  CD  =  28in(a+6). 
Donc,  eu  s'a|^yant  sur  le  principe  connu  que  le  produil 
des  denx  diagonales  du  quadrilatère  est  égA  i  la  somme  des 
produits  des  cOtés  opposés ,  I'od  aura 

3X2Bin(a+6)=2>in<iX3cosfr  +  2cosax3sfn&, 
et  par  suite 

sin{a  +  6)  =sinacos6  +  cos  asinb.  ^ 

Eto  vertadu  mtate  {niatàpe,  les  ^.  (56),  (57)  et  (58),  dans 
la  dernier*  deaiiadles  on  sniqiose  CI  =  BD,  donu^ont  sans 
peine  les  Utns  autres  relations  connues  ; 
Siu(a— c)  =  0(C. 

Note.  Le  tbôorteie  sur  le  quadrilatère  inscrit  et  la  tôt- 
mule  des  cordes  se  trouvent  pour  la  première  fois  dans  l'Al- 
mege^e  de  Ftolémée  (liv.  I,  ch.  rX).  Camol  s'est  appuyé 
iDdirectement  sur  ce  théorie  ponr  démontrer  les  fmnnles 
IrigODOmétriques  [Géom.  depontion^  p.  155).  Ce  sont  celles 
qu'on  Tieut  de  Urei  nous  rappellerons  une  autre  d^CHis- 
Iratioo  consignée  dans  le  GéomUre  (p.  161). 

1*  On  a  les  deox  identités 

8in{2'— A)  =  sinA,      cos(2'— A)  =  — cosA; 
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—  OT6  — 

2°  Soit  un  triangle  ABC  et  Aa ,  Bb,  Ce  les  trois  bantews  ; 

on  a  I  équation  évidrate  AC.Bb  =  Aa.ha  +  Aa.aC ,  et  de  li 

hb  _  Aa.Bffl        Ka     aC 

ÂB~W^'*'  ÂB    ÂC' 

on  bien  gin  A  =  sin(B+C)=:sinCcoBB  +  sinBcoiC; 

3°  Sar  BG  comme  diamètre ,  décrivons  ane  detni-droon- 
féTNice  )  elle  passe  par  les  pfHnts  fr  et  c ,  et  coupe  U  baoteiir 
Aa  en  an  pmnt  0  i  on  a ,  par  la  propriété  des  sécantes, 

Aé.AC  =  Âa  — ÂÔ'  =  Â?  —  Ba.aC  -, 
d'où 

Ab  _A.a    Aa       Ba    aC 

ÂB  ~  AB    ÂC  "  ÂB  ■  ÂC' 

ODtHencosA=  —  gos(B+G)  =  sinBnDC — coiBcxnC; 

y  Soit  A'  l'angle  adjacent  et  sai^déSKotiire  i  A,  oi'a 

■lnB=sinAoOBC+sinCcosA,  ■iiiA  =  tinA',  CQ*A» — coiA', 

dmic  sinB  =3  sî[t<(A'  —  Cl  s  sinA'cosC  —  tinCcoiA'i 

5°  cosB  =  sinAsinC  —  cosAcosC,  donc 

cosB  =  cos(A'  —  C)  —  sin  A'sinC  +  cosA'cogC. 
[Voir  tome  II,  p.  309-1  Tm- 

QUESTIONS  PROPOSÉES 

87.  Si  on  multiplie  U2857  (malliplicande).  par  $2ei51 
(moltiplicatcnr) ,  tons  les  chiff'trs  d'une  même  ccAnme  ver- 
ticale dans  les  produits  partiels  sont  égaux  ;  trouver  d'autres 
nombres  jouissant  de  la  même  propriété. 

88.  Trois  circonrérences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  trouver  sur  ces  circonférences ,  en  ru  faùaiU 
usage  que  du  compas,  tro>s  points  qui  soient  les  sopimels 
d'un  triangle  équilaléral. 

89.  S(Âl  F  [x)  une  fonction  entière  en  j:  ;  a^b  deux  dooi- 
bres  pontits  et  é  >  «  ,  si  |^  >  0  et  li^l^>'<0,  il 
y  aura  ou  mot  n!  deux  racine$deF(j:}  comprises  entrer  el6. 

Ces  questions  sont  proposées  par  M.  E.  Proohel,  pro- 
fesseur au  collège  d'Auch  (voir  1.  I ,  p.  438). 
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GRAin>  CONCOURS  DE  1844  {f.  (Il,  p.  374). 

ouBanou  raoKMBBs. 
Matiiématiquei  tpéciatei. 

ËUtat  donnés  une  ^psa  et  dd  point  A  aur  la  drcoofé- 
rence,  on  décrit  on  cercle  langent  à  la  courbe  en  ce  point, 
«1  f  on  mène  aa  cercle  et  i  l'ellipse ,  les  deox  taDgentes  com- 
emoes ,  antres  que  celles  qni  toncheraïent  les  deux  courbes 
an  point  àoaaé  A. 

On  demande  qoel  est  le  lien  géométrique  du  point  d'inter- 
aection  de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  ra;on 
ducerde. 

Àofa.  Si  on  représente  l'ellipse  par  l'équatioa  —  +  — =1, 

on  pourra  si  l'on  vent  exprimer  les  cocvdonoées  da  point  A 
en  foncticMi  d'sne  senle  constante  -f  de  cette  manière  - 

:r  =  dsinf ,      y=  bcosf. 

Mathématiçutt  éUmmIaira. 

Pour  DO  point  O  pris  sur  le  prolon^nleBl  d'ui'  diamètre 

BA  d'an  cerde ,  «n  mène  one  sécante  qnelconqœ  qui  ren- 

emlre  le  cercle  en  denx  points  m  et  m',  et  de  ces  points  on 

mène  «a  centre  G ,  deas  rayons  mC ,  m'C. 

ProaTor  qne  le  prodnit  des  tang  -  MCA  par  taog  -  M'CA 
est  constant,  quelle  que  aoit  ta  direction  de  la  sécante. 

Nous  donnerons  incessamment  la  solution  couronnée  de 
la  belle  question  tpéciaie,  qui  renrermo  nne  propriété 
importante,  récemment  décoaverte,  des  coniques  bi-confo- 
cales.  VoiU  enfin  nn  sujet  de  concours,  digne  de  l'Académie 
deParii.  Tm.    ' 

A>M.  i«MATgSm.m  26 
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ÉLÉMENTS  VE  GtOUÉTRIE, 

par  EDstan  Ciràum ,  répétltear  i  l'École  {tolytachnlqiie,  eto.  1U3,  l-S,  i 
SM  MMt  11  pItMÂ»  (•)■ 


Qnel  eat  le  point  de  perfection  qae  doit  se  proposer  l'in- 
lenr  d'an  traité  éléuteBliire  dsfiéométrie  ?  Sim  oaTrage  ^all■^ 
nonce  connue  une  transition  entre  lea  idées  premières ,  dont 
le  fonds  est  commun  k  tous  les  esprits,  et  les  profonde» 
GODceptioDs  dont  les  génies  les  plus  Mevéa  ont  oonstroit  peu 
à  pea  l'admirable  édifice  de  la  science.  Sa  lâche  est  de  cob- 
bler  l'interralle  en  ménageant  tontes  les  lisiaons ,  d'élaUir 
les  voies  les  pins  directes,  lea  mieux  aSërmies  qu'il  est  poe- 
rible  en  r^tandant  partout  la  clarté  d'une  évidence  eon- 
plèle.  n  accepte  an  cidre  donné  embraasMiteBeaalidkMert 
une  eertalM  x»uin  de  connataianeas,  ano  eoUedioa  de 
tbéorJines  d'une  uqxvtance  reconnue.  Le  mérite  eat  d'es 
former  nn  ensemble  logfame  où  tout  s'hinaonise ,  où  let 
choses  M  groapuit  natnreHemaot ,  où  Tesprit  poime  ena- 
teviaer  aaas  eflxt  le  chemin  qu'il  i  purcoora.  Utiève 
dont  on  veut  dérdopper  les  idées  ^  sovat  la  baae  de 
aoa  iulmetion  ultérieure ,  rédaMe  à  b  fbÎB  nu  foadi  aoUde 
et  la  méthode  la  plna  propre  è  èlondre  oe  fonda  at  k  la  E*e 
TakHF. 

M  tonl  le  monde  est  à  cet  égnrd  d'accord  en  principe, 
l'applicatim  offre  des  difficultés.  Le  grand  nombre  de  traités 
qui  ont  paru  jnsqa'id  témoigne  des  efforts  nombreux  qui 
ont  été  faits,  et  des  différences  qui  peuvent  exister  sur  h 
manière  d'envisager  la  questicm.  Quel  doit  élre  d'abord  le 
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—  379  - 
|wUt  de  dépari  >  où^  duit  s'arrAler  l'aiioiae  pour  faire  ^ee 
M  IbéDrème  ?  les  r^ee  <te  la  rigueitf  géomélriqac  m  aoat 
pM  «HbnnéawBt  tranchées  pour  loin  \n  esprits ,  et  Vialear 
d'iintniliélénMBtaife,  en  butte  asz  critidnes  les  ploaftppfr- 
léea,  se  troore  entre  des  écoetls  égalemeot  h  craiedre,  et 
ijne,  de  l'avis  géQâral,  dos  livre*  jostetaeitt  c^Mirca  n'ont  pas 
éTitte. 

L'oDvrage  ifae  nom  avoiu  tm  vue  d'andysar  ,  pandl  le 
rëgolUt  de  rétiaioat  approfondiea  i  ces  divers  égards.  On  f 
remarque  one  rédaction. nette,  «oe  grande  préciikn  tiani 
les  tmaes,  et  an  cnchBloemeat  nalurd  entre  1m  propou- 
tifloa.  Un  tradition  respectée  depais  Euclide ,  a  consacré  en 
quelque  sorte  la  géométrie  élémeataire  à  la  méthode  i^nthé- 
liqne  j  c'est  là  que  cette  méthode  se  présente  sous  son  jour  le 
plus  hvorable  ;  une  légère  indaction  safBaant  le  |dns  soavent 
pour  conduire  d'une  vérité  à  la  découverte  d'une  autre,  et  le  ' 
principal  intérM  conaUlaot  à  régniariaer  ka  résultats  de  la 
manitee  la  pltH  simple.  En  se  confcvinant  mx  babitodea  de 
l'enseignement ,  raoteor  n'a  pw  refusé  le  concours  de  l'an»- 
l]ve  lorsque  loo  emploi  s'ofltait  natnrellameiit;  on  ne  saurait 
en  e0et  trop  tdt  ^Initier  avec  cette  niélbode  qui  acqobrt 
une  ai  grande  ImpOTtance  dans  les  parties  élevées  de  la 
aetence,  où  son  r<de  a  été  si  brillant  depuis  deux  siéek». 
Un  grand  nombre  de  qaesti(ms  cteisles  servent  aussi  d'ali- 
oeot  à  cette  mélbode  d'inveaUon ,  en  nténe  temps  qa'ellà 
fonBeBEl,OQniiueqipyontioa,  db  eomplémeM  néeeassdre  dos 
théories  déveto^iées  dans  l'ouvrage.  La  considératiOB  des 
Umiles  remplace  partout  la  réduction  à  l'absorde ,  anjour- 
d'boi  géoéralemeut  reponssée. 

L'ouvrage  est  partagé  n  huit  livres  qai  correspondent 
exactement  et  dans  le  même  OTfhre^  ceux  de  la  Gé(Hsétrie  de 
Legendre.  I^  sacrifiant  peoMbn  ses  propres  idées  sur  le 
clmsnaieot  gtaér^  des  matiftes^  il  est  évidtat  qne  l'auteur 
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-380- 
a  Toolii  s'adresser  plus  immédiatemeot  à  la  grande  tnajorilé 
des  élèves  déjà  ramiiiarisés  avec  )e  plan  da  traité ,  qui  depai» 
kMgtemps  sert  de  base  k  reaseignemail  classique.  Toat  en 
reprodofsant  le  cadre  adopté  par  notre  célèbre  géomètre ,  if 
a  dierché  k  7  introdaire  les  modiBcations ,  les  additions  douh 
breoses  dont  b  néceasité  est  reconmie. 

II  laisse  avec  raisui  de  cdté ,  les  dénomiOatlons  vagnes  de» 
trois  dimensioiH  de  l'étendue  ;  parlant  des  idées  acquises  re- 
lativement «Dz  corps  matériels ,  il  soffit  de  définir  les  mr- 
faeet  cammo  limites  des  corps,  les  iigius  comme  limites  ou 
inlersecUoDs  des  sarfaces ,  les  pointe  comme  Ihnitefl  oa  inttr- 
sectioas  des  lignes.  Les  corps,  les  snrraces,  les  lignes  se 
nomment /ï^rM  ;  la  géométrie  est  la  science  des  Ggores. 

Après  avoir  posé  ces  définitions  qai  nous  paraissent  très- 
convenables,  l'auteur  admet  la  notion  de  la  ligne  droit» 
ctMnmc  nac  idée  première  acijoise  par  l'expWence ,  et  qni  se 
refuse  à  élrc  détlnic.  C'est  en  eflet  le  to-me  le  plus  simple 
que  Botrc  esprit  aperçoive  dans  le  cercle  des  idées  relative* 
aux  grandrars ,  et  à  ce  titre  il  sert  lui-même  d'Mèment  k  la 
pliqnrt  de  ces  Idées.  Les  notions  primitives  sur  la  ligne 
droite  >ont  tradoilès  en  demandes  qu'il  est  essentiel  d'ad- 
mcltiie ,  et  sur  lesqo^lcs  en  eflbt  il  ne  pcnt  s'élever  aucun 
doute. 

La  définition  do  plan  teHe  qu'on  la  trouve  ici ,  et  dans  tons 
lès  tHiîlé»élémeiriakes,  re{H«dnit  assez  bien  l'idée  que  nous 
avons  de  eette  sorfaoe  la  ptm  simple  de  tontes.  Cependant, 
comme  il  importe  de  restreindre  autant  que  possible  le 
nondire  néoemire  des  notions  primitives,  H  conviendrait 
sans  doute  en  posant  cette  définition  de  la  présenter  d'abord 
comnte  anticipée,  et  d'établir  plus  tard  qu'elle  appartient 
réellement  à  une  SHrfacc*cngeQdrèe  suivant  une  certaine 
loi.  Cette  remarque  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  par 
M.  Dahamd  .{ Pnbtima  at  dévefoppemmti  sur    divfntt 
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}HirlJet  des  mathim*tùjues ,  par  MM^  RefnaDd  el  Duhamel). 
Il  paraît  trës-dilGcile  de  troover  udc  déSnilion  ctHivemblo 
de  t'angh.  Ce  mot  ou  ceax  d'écartement ,  d'inclioaison , 
rérdltent  onc  idée  simple  et  précise  résullaat  iniinécliate- 
ment  de  VinspectioD  de  dbax  droites  qui  se  coupent  ;  ils  fixeol 
pour  noire  esprit  la  posîtiDu  acluellc  de  ces  deux  lignes,  l'une 
par  rapport  à  l'antre.  Les  mots  espace  infini  compris  entre 
deux  droite^  ne  peuvent  rendre  cette  idée  qui  <<st  indépen- 
dante de  la  considération  insaisissable  de  l'infini.  SI  l'auteur 
adopte  cette  itéfinition  à  l'exemple  de  beaucoup  d'autres  ou- 
vrages, it  avertit  que  c'est  Tante  d'une  roeiUeuKi  mais, 
ainsiqoe  ledit  Lacroix  dans  l'Essai  sur  l'enseignement,  est-il 
todispetisaUe  de  définir  Tanglc  7  ne  suffit-il  pas  de  le  moc- 

LepreouerliTre,  comparé  àceloi  de  Lc^endre,  offre  d'abont 
comme  addition,  divers  théorèmes  siy-  les  longueurs  reUtives- 
4Sesligncsdrolteset  brisées,  sortes  bissectricesdesaogles.etc, 
propOHtions  d'noe  importance  reconnoe.  Mats  la  princi- 
pale différence  ae  pouvait  manquer  d'avoir  rapport  k  la 
théorie  des  parall^es  qu'il  fallait  refaire  entièrement.  Cette 
théorie,  comme  l'on  sait ,  est  le  dést-gpoir  de  la  géométrie  élé< 
incntaire  ,  de  quelque  manière  qu'on  l'ait  retournée,  il  reste 
toujours  une  lacune  entre  les  propositions  qui  s'j  rattaclient, 
et  celles  qu'une  logique  sévère  a  fondées  sur  les  premiers 
axiomes.  L'auteur  a  cru  dévoir  franchir  l'intervalle ,  en  fai- 
sant intervenir  Ultéralement  sa  définition  de  l'angle ,  c'bst-è- 
dire  qu'il  a  employé  la  considération  d'espaces  rufinia  de 
dïOércntes  grandeurs.  Tontes  les  démonstrations  proposées 
jusqu'ici  roulent  en  général  sur  ce  même  fonds;  elles 
commencent,  jo  crois,  à  être  peu  goûtées  aujourd'Iiai ,  et 
l'infini  est  regardé  comme  d'autant  moins  abordable  à  la 
géométrie  clémenlairc ,  quo  l'osprit  de  précision  de  notre 
époque  le  bannit  même  des  hautes  parties  de  ta  science ,  où 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  382  — 
'  soa  iotOTcalion  Tut  sigwlAc  par  de  si  beUos  découvertes.  Le 
mieai.  n'osl-îl  pu  d'acccplcr  uns  détour  t'imperfectkn  de  la 
ibéviedei  parallèles,  et  de  b  baier  snr  quelipie  dentaode  aosK 
EacUe  à  accorder,  goe  celles  qui  fonl  rdatives  ws  notions  de 
lalignedroile.et  quiadteUe-cutae  oonuae  aoe mite aéces- 
sfliie  de  ces  DOtiw-  Aa  reste  rieaD'enpAQheraitfdaasl'oB- 
vrage  que  DOW  «wlrwMis- <l'^i'ig^  en  postiUMuiD  b  première 
proposition  de  celte  théorie ,  ce  qui  reviendrait  à  passer  psr- 
dessus  Qoe  démonslratioo  de  quelques  lignes,  sans  tntres 
modlflcations- 

Tous  les  Ihéorôoies  rebUfs  aox  triaqgles,  aux  paraUélo- 
grammes ,  aox  trapèzes ,  mx  pcdygooes  qodcooqnea  dont 
lee  éocmcés  appartiennent  an  premier  livre,  ont  été  rénùt 
sans  intermptioB  à  la  âo  de  œlal-ci.  L'ensemble  ne  peut  qn'y 
gagner. 

Si  mas  cooiparoos  encore  le  second  Kvre  A  eehd  de  Le- 
gendre,'  les  prindpales  difEérences  portent  d'abord  sar  1^ 
contacts  et  les  intersecUpos  dtsi  cerclea,  qui  «n  effet  avaient 
befwia  d'être  présentés  d'jone  maoiére  plus  salisbiasote.  L» 
iBeaare  des  angles  est  complétée}  le  cas  des  angles  inoom- 
iDensurablcs,  est  traité  par  la  méthode  des  limites,  qui  se  pré- 
Kiitoot  ici  pour  la  première  Tois,  et  sert  à  définir  DctlHuent 
ce  qu'on  doit  entendre  par  le  rapport  de  quantités  ineom- 
mensurables.  Ce  livre  est  t^miné  par  i«t  ibéorérnss  sur  les 
polygones  iascriptibles  et  droonseriptiblei. 

Viennent  easoite  les  problèmes  qui  se  rapportent  aux 
deux  premiers  livres ,  et  qui  olfrcnL  un  ensemble  Irès-cooa- 
plel. 

Le  troisième  livre  commence  par  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles  présentée  ainsi  indépeudauunent  des  Ihéo- 
rèmes  sur  la  mesure  des  surTaces  :  celle  séparali<Mi  se  com- 
mandait d'elle-même.  De  là  découlent  tontes  les  proposiiioDS 
sur  la  similitude  des  polygones ,  sur  la  proportionnalité  de* 
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tfgoea  bomologues-IILe  théorème  gur  les  bissectrice»  d'un 
ugle  d'an  triangle  et  de  l'aoele  supplémentaire ,  donne 
liea&lft  division  hamtoaiqae  dont  il  serait  sans  doote  à  dé- 
lirer que  les  profwlétéa  les  plus  simples  IdiBent  da  domaine 
de  l'nuei^iteiBenl  élémentaire.  Le  tbéorôme  sar  le  concoors 
des  médianes  coodoU  k  la  coosidératic»!  si  Importante  du 
centre  des  moyennes  distances  de  trois  ppints. 

La  memre  de*  aires;  des  polygwes  «t  les  théorèmes  4» 
s'y  nUtacbeot  Eonnent  la  denrijre  moitié  do  troisiéne  Urre. 
Outre  les  propesitî(»is  données  dans  Legendre ,  on  y  IreuTC 
le  tbéorépae  sor  la  somme  des  carrés  des  oMés  d'un  qoadri- 
i^in ,  rex|ireuion  en  fonctions  des  c6tés  de  l'aire  dn  trian- 
gle et  <ki  (oadriklére  inscrit- 

Parmi  les  jiroblémea  placés  à  la  fin  de  ce  livre ,  dkxu  hr 
partage  d'un  trapèxe  par  des  parallèles  k  la  base  en  parties 
prepMtiooDeUes  k  des  nemt>res4oanéB  ;  la  cuutructioa  d'au 
quadrilatère  inscriptible  de  côtés  donnés  ;  quelques  |»ohlèaics- 
nnr  la  constroctloo  d'an  terele  tangent  &  des  droites  ou  à  de» 
cerdea  donnés. 

Dans  le  quatrième  livre,  relatif  anx  pcrfygooea  règoliers 
et  à  la  mesore  da  carclc ,  on  ronsnine  les  expressions  do 
'  eAlé  et  de  l'aire  en  fonction  du  rayon  poor  chacun  des  poly- 
gones inscrits  dont  la  constrnction  pent  s'ezécnler  géométri- 
qnemeal,  et  on  ensecdile  assez  com[riet  de  tontes  les  antres- 
larmolea  anxtpielles  pen^vent  donner  lien  les  polygones  ré- 
Snliers. 

La  tranaitiMi  des  polygones  aox  %are8  terminées  par  des- 
coortws  donne  lien  k  nne  obsoratioD  inqiortante-  D'acoord 
avec  l'esprit  actacd  de  l'enseignement ,  avec  la  mandie  natn- 
rdie  des  idées ,  l'auteur  efleetne  eette  transition  sloqttemcat 
en  oonsMàrant  ces  dernières  figures  «onnne  les  limites  vers 
ksqneilea  tendent  les  polygones  i  mesure  que  le  nombre  de 
knrs  cMés  augmente!  mais  peot-étre  trouvera-t-on  qu'a  a 
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élé  trof  krin  en  introdaîsnit  l'idée  de  limite  dtnt  la  défini' 
tioiu  mteMs.  Almi ,  en  se  conCormaat  «dz  défiDitknu  pré* 
•enléea  jDflqa'ici  dans  tous  les  oavnges  élémenUires,  l'aire 
d'one  ftgnrfl  curriligne  ne  peut-elle  pas  être  oonçœ  comnte 
me  portion  limitée  de  plan  saas  que  cette  idée  exige  néees- 
sairemeot  ceUe  de  pdjgones  dont  les  ofttét  deriennenl  de 
pins  en  plus  nombreux?  Cette  (riiserralion  se  présente  de 
nénie  dans  )e  ùxiéme  livre  à  l'égard  des  corps  tomioés  pw 
des  soifcces  ooorbea.  Dans  tous  les  cas  l'esprit  isole  de  l'idée 
de  Torue ,  celle  d'espace  qai  ea  est  essenlieHement  distincte. 
Teotèrob,  relatlTonent  aux  longOenra  des  lignes,  aux  aires 
des  sarfiues ,  on  ne  peat  s'empécberdereconndlre  qoePidie 
de  lîmiles  se  présente  pins  nécessairement  ponr  la  traosilion 
des  lignes  droites  aux  ligne»  courties ,  des  sorfaces  planes 
aux  surfaces  coartKS  i  eossi  l'expresrion  de  longoenr  ne 
»emUe-t-eUe  pas  (^frïr  le^méme  sens  pour  des  lignes  non 
soperposables ,  de  même  qae  celle  de  superficie  pour  les 
surfaces  qni  ne  peovent  s'appliquer  exactement  les  nnes  «or 
les  autres. 

Lo  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  obtenue 
par  la  mélbede  la  plus  simple,  savoir,  ta  métliode  desisopè- 
rimélres  ;  mais  des  formoles  données  précédemnenl  sur  les 
polygones  r^oljers ,  on  déduit  de  même  immédiatement  les 
autres  méthodes  élémentaires. 

D.na.  un  appendice  an  quatrième  livre,  on  troavc  ooe 
démonstration  trés^simple  de  ce  Ukéor&ne,  que  le  cerdecat 
plus  grand  que  toute  antre  fignro  {dane  de  même  péri- 
métré  (*);  il  contient  aussi  plusieurs  questions  d'exerdceB 
sur  les  polygones  régnliers. 


O  Celle  dimoDilriUon  e>i  eilraite  d'un  belu  mémoire  de  H.  SUinn-,  ioMr* 
iJ*D>lcJoarBililall«Uièmitiqacidell.L<auTlllg,i*fi.Oa|>M(eii*olf  irMUM 
d'une  gnnda  almpliclM  ()ul  l'élondenl  égiiemenl  ini  lorfint  «phèriqu»,  du* 
It  MB*  »  dti  H«T«ll«i  anoilei  de  MtlfatniUqnti,  pige  4**. 
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Le  dBqoitee  livre  Mir  les  ptaoset  les  angles  {xdjMres, 
BO«s  panlt  paiftilçiMDt  rem{ilir  le  cidro  qa'il^  embrasse.  Il 
Ibraw  «K  ii|lroduciioD  aussi  conçue  qn'oo  peut  le  désirer 
pour  U  Géooaélrie  descriptire.  On  y  troave  les  thécwéanes 
sur  le  qoadrilaLëre  gaueho,  sur  )•  pins  cOorle  dislaïKe  de 
deux  drmles ,  sur  les  aagks  Iriàdres  sapidémentaire»  et  sur 
Uns  les  cas  de  l'égdité  des  angles  trièdres. 

Dans  le  sixiôme  livre,  relatifauzpoljèdreB.oa  reman|ae 
le  théorème  d'Ëulpr  sur  le  DonlHV  des  câtés  des  hces  et  des 
somBeU  d'un  polyèdre  qnelcenque,  ceux  qui  sopt  retelih  au 
nomlMY  des  faces  d'un  nombre  impair  de  côtés,  etc.,  fc la 
HKnme  des  angles  plana.  L'^alité  de  volume  des  léiraèdres,  de 
même  hauleor  et  de  bases  équivalentes  est  d^ncmlrée  en  CODSH 
dérant  ces  tétraèdres  comme  les  limites  des  primes  intérieurs 
formées  sur  des  sections  paraUMea  aux  bases.  On  ponmit 
regretter  de  ne  pas  trouver  «ujHi  la  belle  démonstration  de 
cetbéoréme,  telle  qu'elle  est  dsos  Legendre,  indépeodam- 
ment  de  la  coosidènition  des  limites.  L'égalité  des  polyèdres 
de  faces  égales ,  démontrée  par  M.  Caucby,  fonne  un  des 
plus  beaux  Ibévèmea  de  U  géométrie;  ion  absence  laisse 
dans  cet  ouvrage,  comme  dans  tous  ceux  qu'on  apubUés 
jusqu'ici ,  vat  lacune  qu'il  aorait  à  désirer  de  vur  combler. 

Plurieurs  problèmes  impwtants  sont  traités  i  la  Sa  de 
ce  livre,  particulièremrat  la  recherche  de  la  banlMrd'us 
tétraèdre  de  calés  ioaaé»,  le  partage  d'un  troue  de  pyra- 
mide en  parties  pn^orliounellcs  à  des  nombres  donnés  psff 
des  |dans  parallèles  au  bases,  l'expressiou  du  volume  dn 
rhomboèdre,  du  dodécaèdre  rhomboïdal  en  fonction  du 
oMé. 

Jtans  le  septième  livre,  noua  remarquerons  les  théorèmes 
sur  la  sphère  iuKritc  ou  circoofcrito  à  un  tétraèdre  ,  i  un 
poljèdre  régulier  j  la  consiruclioq  des  cinq  polyèdres  ré- 
guliers. 
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Ko  «i^ewKa  i  ce  livre  traite  des  âgores  sfnèM^pMs, 
par  rapporta  sa  potot,  i  one  droiteoa  à  uptan.  Il  ooolleM 
amsi  diversea  qmetkHM  mr  b  iphère  et  ka  puljèilics  réf- 
lien;  Doos  inUqueroiii  let  aalraitea  :  Tronnrie  laja 
d'une  qiMre  MUde,  ooDMrncitload'BB  quadrilatère  apMriqw 
inacriptiUedecAUadoiHiéi,  Itea  det  MHnnielt  des  trlanglcB 
qtbériquea  de  mtee  base  et  de  laéme  sorbœ,  eqvearioai 
desrayoosdela  tpMre  Inscrite  et  de  la  spMre  dnxnacrile 
k  cfaacDV  d«  dnq  pfdjèdres  régalien ,  exprtaeioos  dea  aine 
et  dc8  Tolmaes  de  cbacua  de  ces  pd^èdres  en  fooettin  da 
rayoade  la  i|rtiteecirecnscrile. 

RdatlTement  an  bnlttème  Itnv  do«  parierona  atnknnl 
de  l'appflndto  qui  le  temine.  Entre  ploalearB  proMènei 
d'exwcice  sur  les  eorps  roada,  eo  j  troave  oetle  {m^NMftioB 
importante,  que  parmi  tow  let  corps  de  mtaw  soffKe,  la 
apbère  est  celgi  da  pins  gip^  rolome.  la  dénonstratioa  de 
cette  pn^poulion  parait  ponr  la  premMre  Ibis  dana  nn  Irattè 
de  géooiétrie. 

Oa  M  pcDt  qu'applaudir  au  eflurts  da  jeane-^oleor 
pour  OMipMer  les  élémcnla  d'ane  sdesM  qa'il  expwe  avec 
UM  de  darlA  et  de  rigœiw  i  f)  anrait  été  à  désirer  que  l'on 
ettt  joint  le  tbéorème  de  Caoohj  sur  les  poljéAvs,  qoi 
remplit  ea&D  oim  tà  ancienne  laenne. 

la  taHe  des  matières  placée  en  (été  do  Tolame,  renCerase 
laséaoaeée  de  tons  les  théorèmes,  de  toas  tesproUtee*; 
ce  qat  foeUite  non-seulement  les  reebercbes  mais  oncore 
les  moyens  d'étade  ;  les  étércs  peovent  repasaer  è  nw,  et 
ce  laUean  srnoptiqae  fait  Tirir  le  déTdopponent  de  Taitee 
de  la  science,  depuis  le  germe  initial  juaqa'aox  runeaux, 
les  i^u  élevés  de  ta  tiffe. 

En  rétamé ,  mal^  qodqœs  moyens  de  dérnoostrallon 
qbc  noai  ikhis  somDKS  permis  de  critiquer ,  sanf  qodqoB 
défioiiions   entachées  de   puritanisme,  nous   cfX)rons  que 
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l'wmaffe  élémevUire  de  H.  QatiAan,  déjà  knotageatemcnt 
coBMi  par  4m<renBX|iloi ffrleTé8,oecupép»inc place ho- 
Mrable  é»m  la  UMrative  géoméulqae. 

Tmmdlt. 
lAcmoU  et  mtmtt» ,  frofmmr  de  matKèmaUqiu». 


wr  U*  comJUims  d*  réaiUi  iu  rMiêus  de  l'éfwUvm  irMrafe 
du  giteOriéme  degré. 

rAK  aa.  nmmmawm». 


Quand  oo  cbac^  le«  coodilions  de  réalilé  des  radoes  de 
l'éqnatiOD  générale  du  4*  dt^ré,  en  bc  serrant  de  l'écpialion 
aax  carrés  de»  différences,  ou  do  IhëorèœedeM.  Starm,  on 
est  condotl  à  des  calcnls  assez  longs.  Mais  nous  allons  faire 
voir  dans  celle  note  qo'on  peat ,  sans  recourir  à  ces  deux 
méthodes ,  déterminer  les  conditions  de  réalité  d'une  roaniém 
(rès-simple.  L'éqoation  générale  du  4*  degré  peut  toujours 
être  mile  sous  la  forme 

Cl  si  l'on  désigne  par  x'-\~px  -f-  ;  un  facteur  quelconfue  du 
secund  degré  du  premier  oieiiArc,  ou  trouve  très- racilnncDl 
pour  réqoBti(«  qfii  dëltfuiine  p , 

Eapottotas^*,  ona 

«ï-|-aQs'+(Q'-*S}»— R'=e, 
et  lea  ndaee  de  réqualion  ea  z  sout  les  carrés  des  s<«ime» 
dm  racines  de  l'équation  propos/ic  prises  deux  à  deux. 
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II  est  éTÎdeal ,  d'abord,  que  a  les  raciiiea  de  l'éqnftlk» 
propwâe  «oat  réelle»,  l'^ivUon  eo  £  a  loules  ses  tadues 
réelles  et  positives ,  et  par  «méqnnl  qn'eDe  est  domidète  et 
D'à  que  des  variations.  Nons  allons  faire  voir  maintenant  que 
réciproi|oeaieal ,  si  les  cooditïoDS.de  réalité  des  radoesde 
l'équalion  en  z  sont  rempli^ ,  et  que  celle  éqaaiioD  ne  pré- 
sente qne  des  varialioDs ,  l'équalfon  proposée  aora  tontes  tes 
radnes  réelles.  En  eSet ,  lorsque  les  conditions  précédentes 
sont  remplies ,  toutes  les  radnes  de  l'éqaation  eo  z  sont  po- 
sitives,  et  nons  allons  voir  qae  cda  ne  peut  arriver  qa'aa- 
tant  qoe  lontes  les  racines  de  l'écpialion  da  4*  degré  sont 
réelles. 

Si  les  racines  de  l'éqaation  da  4*  degré  ne  sont  pas  tontes 
réelles ,  il  pourra  se  présenter  deux  cas  ;  on  bien  les  quilre 
racines  seront  imaginaires ,  on  bien  il  y  en  aura  deux  ré^es 
et  deox  imaginaires. 

Si  les  qoatre  racines  sobt  imaginaires ,  on  voit ,  en  se  rap- 
pelant que  leur  somme  e»t  égale  &  zéro .  qn'dles  seront 
a±b  y  —  1 ,  —  a±ib'  V^ —  1 ,  et  que  par  suite  les  radoes 
deréqaalïon  en  z  seront  4a',  —  (fc-fft'}',  — (6  —  f)'.  Il  y 
aura  donc  des  racines  négatives  dans  l'étpiation  en  z ,  les 
quanlités  b-\-b\  b  —  b'  ne  pouvant  être  nnlles  en  même 
temps ,  puisqu'on  en  conclueraîl  frE=0,4'^0,  ceqnîeat 
contre  rhypolhèse  (*). 

Si  deux  racines  sont  imaginaires  et  les  deux  autre  réelles  ; 
on  ajouisnl  une  racine  récite li  une  racine  imaginaire,  on 
aura  toujours  une  quantité  imaginaire,* et  en  l'élcvairi  au 
carré,  on  aura  une  quantité  imaginaire  ou  une  quantité  né- 
gative. Ce  dernier  cas  arrivant  seulement  kwsque  la  racine 


i>  siippAM  H  diirtrent  de  i(ra.  Or  c'nl  co  qg' 
ai  <]•  R~0  poutanl  tttï  Irillé  direclcmenl. 
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réelle  est  égale  et  de  s^te  cootniire  à  la  partie  réelle  do  la 
ractrte  imaginaire  (*). 

Oopentdonc  concbire  de  ce  qui  précède,  que  c'est  scole- 
itKDl  dans  le  cas  oà  l'éqnatiçm  do  4*  degré  a  loates  ses  ra- 
cines rét^Iles ,  que  l'éqaatioD  en  s  a  tontes  ses  radDes  riella 
et  pontiveâ. 

RonarqDons  que  do»  n'arons^ws  dû  ici,  comme  on  le 
tait  ponrl'équaUon  aux  cUrés  des  ^fiër^icea,  doos  bwner  à 
la  seale  condition  que  t'éqaalion  en  z  n'eût  que  des  varia- 
tioas.  be  ce  que  l'équatioD  en  z  est  complèie  et  n'a  que 
des  TariatioDB,  on  en  conclut  bien,  il  est  vrai,  qne  celte 
équation  n'a  pas  de  racine  négative  i  mais  il  ne  résulte  pas 
de  là  ,  conune  dans  le  cas  de  réqnation  aux  carrés  des  difié- 
rences ,  qu'il  n'j'  a  pas  do  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée.  Ainsi ,  d*après  ce  qne  nous  avons  dit  tout  à  l'heure, 
il  est  évident  que  dans  le  cas  où  il  ;  a  dans  la  proposée  deux 
racines  rédies  et  deux  imaginaires ,  il  arrivera  gânérakmeot 
qne  l'équation  en  z  aura  anc  racine  positive  et  deux  racines 


ÏA  condition  que  l'équation  en  z  n'ait  que  des  variations 
donne  immédiatement 

Q<0,    Q'— 4S>(>. 
On  exprimera  ensuite  qne  l'équalion  en  z  a  ses  racines  réelles, 
eo  la  tratuformant  en  z'^ -f  Az' -j- B  =  0  et  appliquât  k 
cette  équalicn  la  condition  connue  4A''|-a7B'-<0. 

Bel  A  sont,  comme  on  sait,  les  résollals  de  la  anbstiln- 

Uoa  de  —  â  Q  dans  le  premier  membre  de  l'équaUon  ea  z 
et  dans  m  dérivée.  £n  taisml  ces  aobstltnlions ,  on  trouve 


O  La  MUSMdnraBiMiiUDlégalsà  ttro,  it  tiolfOQT  qu'ans ntiBB  réallc 
paUM  MiUtdn  à  la  «oaditlon  préciMeate ,  qa'll  T  *"  d«BX  neloei  rtelle* 
^•iM  dau  l'tqoatJoD  da  *■•  itpt. 


N  Google 


t(3Q-+»s)'-"(i^Q-+jQS-R)">o, 

et  en  déTelo|^iit , 
♦*S'+*'SQ«-8î.4'S'Q*-S>R*-4«'Q»+3'kVQSR'>0. 

Cette  In^gsHIé  et  les  detfs  précéâMtM  Mut  itusf  celles  que 
Ls^Dge  a  déduiles  da  calcul  de  l'équation  aux  carrés  des 
lUSArencea.  (lUs.  deséq.  mim.,  p.  48,1809.) 

tVou.  Noos  croyons  Qltle  de  consigner  tel  les  bncUont 
«HrmtMfU)  O  pour  l'équation  complète  dn  qoatrième  degré , 
tellsa  qn'dies  ont  été  calcalées  par  M.  Midy  (Dn  théorème 
deN.  Storm,  p.  37,1836). 

X  =  x*+px^+q3^+rx-i-i,   X,  =  4x'+3|pj:'+as.r+r. 
Faisons 

3p*—Sq=A  ;  pj—6r=h  ;  />/•- 16«=Ci  9/i*— Sj^pj-HSi-seA, 
on  aura 
X.-.AJ;'+aBa^t«î  Xj=[*AC+SBD— »yA']*+€D-AV, 
on        X.=!ltr+Ni  X4=N(âBIB^aAN]— CM". 
Lorsque  ^  =  0,  Ml  a 

A.=—8qi    B=-6/-f    C=^t8ti     I>=48r; 

M=64[8î«-9/'— 2î*]i  N  =  -ft4r(48«  +  î'); 

X, =af  .3/'{8îf  —  9/*~  âj»)  (4«#+ ^)  +  S.y.y/' (48»+?')*+ 

-t.ar.«(8?.— »/'-ay')". 

D'a|*dB  U  théorie  cqpnae,  A  doit  être  positif,  M  négalif,  et 
X,  poBitif.  Abul  9  <0. 

Faisons  —  q  =  g\  aion  on  ann 

Sq-^<8q-s-^.9^.,  OQ  ,''<4*  +  ^   et  X,>0. 

Ces  inégalités  de  coodltioa  ne  sont  pas  les  mêmes  qneceUas 
que  donne  l'éqnation  anx  carrés  des  différences.  Cette  di- 
TWsité  n'«t-eUe  qu'apparente?  '  Tm. 

O  KaiiihiMn]oiiicciiecxpreHli)ii^DD<)iiblni,lMiiD«l>rN 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  40  [T.  I ,  p.  ; 
vjA  M.  ornùBoam  kztt. 


L'énoncé  de  ce  proltlènic  qai  n'est  appUcable  qa'anx 
courbes  do  deaxiteie  ordre  dooées  d'an  cenlre  peut  être 
modifié  et  généralisé  de  la  manière  BUÎvaDie. 

Soit  ABC  on  triangle  inscrit  dans  one  coniqae,  soit  menée    - 
une  droiie  qaciconque  parallèlement  k  la  tangrate  <pii  passe 
par  Ai  ce  point,  le  milien  de  la  portion  de  la  parall^ 
ioierceptée  entre  les  cAtés  AB  et  AC ,  et  le  ftHa  P  do  cMé 
BC  sont  sur  nne  même  droite. 

La  démonstration  de  ce  Ihéoréme  «'trient  râdlemeBt  par 
l'auBlfse. 

Si  l'on  |n«nd  poar  axes  comrdoonés  les  cAtés  AB ,  AG , 
l'éqnatkm  de  la  conrtM  sera 

Aj^  + R«3-+Cj:' +  t»r-fEr  =  0. 

On  déterminera  fadlemnit  les  loognenrs 

et  Ton  aura  l'équation  do  troisième  cAté,  BC , 

5r+g-+<  =  o.  .     (I) 

Pour  obtenir  les  coMdonnéesdnpMeP  de  cette  droite,  on 
prendra  l'équilkn  générale  de  la  polaire 

(2AiS+B«+D)^+(aC«H-B6+E)x+De+E«=0.    (2) 
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El  ^atenl  les  GoeffidenU  des  variables,  OD  aura  les  nlalioiu 
8Ae  +  B.+D       B 

IK+En      ~A' 
S/M  +  Bt+S       C 
IK+Ei       ~E' 
d'oà  l'on  lire 

'-      D  E  B      E 

"  =  -B'    '  =  -B    "    ;  =  D-    '" 

D'tillean  l'éqnation  de  b  tangente  à  l'origine  A ,  est 

Il[r+Ex  =  0,       ou       J  =  — |i      (♦) 

d'où  il  sait  que  les  cAtés  AB  et  AC ,  la  droite  AP  et  la  taa- 
gente  en  A,  rorment  on  faisceau  harmoniqoe. 

Si  donc  on  wèac  entre  les  rAlés  AB  et  AG,  one  (raïuver- 
sale  quelconque  parallèle  à  la  tangente  an  pcMni  A ,  celte 
traosTersale  sera  divisée  en  deux  parties  ^ales  par  la  droite 
AP,  ce  qui  dénwnire  le  théorème. 

Si  l'on  cherche  les  coordonnées  du  pôle  F  du  cOlë  AB , 
on  trooTcra 

D' 


'iAE— BD 
DE 


~      2AE~BD' 
PareUletnent  k»  cowdonnées  dn  p61e  P"  da  c6lé  AC  sont 
„_  DE 

'  aCD— BE' 

~2CD  — BE' 
d'où  l'on  coudât  les  équations  des  dnHtes'BP',  CP", 

""■ ^  +  CD.+  Sg-B»E(^+g)-''' 
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—  3»3  — 
Et  les  cDonkttDéFfl  de  leur  point  d'iatenection 

ï=  D'E 

2At"+2CD*— BUE' 


ï  =  - 


d  oa  1  on  lire    . 

Donc  le>  droites  AP,  BP,  CP-,  se  coupent  en  un  seul  et 
•Mme  point  i  ce  qui  r«rille  une  pnfpriaé  connue. 

Si  l'on  clierclie  le  polaire  dn  point  de  concoors  de  ces 
droites,  on  troore 


VCD_BE/       ^Âl=l 


Ifclt.  U  même  proposition  peut  se  démontrer  par  la 
sjntbèse.  Soit  I  l'intersection  de  BC  arec  h  langeule  en  A , 
et  O  l'intersection  de  AP  etdeBC;!  «tls  p«le  deAPi 
donc  les  quatre  poinb  1,  C,  O,  B,  sont  placés  bannpi|i' 
quement  >nr  la  sécante  ICB  ;  les  quatre  droites  AB,  Ào| 
AG,  Al ,  forment  donc  un  faisceau  iunnoaiqpe^  etc.  . 
Tm. 

TOLUMES  EHGEMDKÉS. 

tll*BW  BsDm  que  pour  Ici  idifioat}.  _  Fta  (Toirp.  tti). 

*AK  X.  momr, 

•MtM  pnftMMr  S«  MihémiUqiMi  apScltlM  «  PÈmIs  il«  SoitS» 
KSenI  da  malUmadqiM»  ipMUlM  «■  coJI«se  d«  PimiM. 

1°  Triangle. 

TolT  =  volCBKP— a»olABF  =  «BP.'CB— ÎiS^.AFœ 

=b..BP'(cB-?af)=|cb.W; 

IM.  Dt  ll«THbi.    III.  W 
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—  S9t  — 

„  AB  =  RK3,  BF=-«; 

ta,c  ,olT  =  |-R>V/3. 

^  Carré. 
VoIC  =  2»olCAB  =  â{volGAEB— «>1ABE1  = 

-?.AE(S'+Bl'+CA.BE-BE')=i'iAE.C*(CA+BE)  = 

=  5'AE.?CA-=î,«Â'i 

„  CA=:2Rl 

doDC  ,olC=»-R-. 

3°  J'aktagoM. 
Vo1P=2toïABCD=2ïo1DCAG+2(vo1CBHG— TOlABH)  = 

=2»oiT+ïoir). 

VolT=itAG.C&'i  volT*«jll  — TOll'; 
ot  «)ll=lri;H(cS+ÏH+OG.BH),«TOl('=j.AH.lH'- 

CeUllMé,AC=D=?|/lO+2l/Si  AB=5>^I0-2l/5i 

AG=^=S>^10-SV/5i  0G="(5+»A)i  AH=5  = 

5l/;ï;ÏKf,  6a=£-AG=5(KT»SPtJ^^ï^»} 

doge     ,olT=."t^10-ï»'5.^(30<-10t/5)  = 

-1.5,R't/iÔIâ7fx  (8+I^)=.î.|'RV«M-3>I^  = 
48  *** 

=  ji.H'y5+âKf. 
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—  395  — 

=|j-^»B'»/«»-a3V6  =  ^.i,R'»/5--4»/5. 
Plttoile,  TOlT=î.l,R> J4V'5-l4/s-V!p-S!l^5 !  = 

e(  partant, 

4'  Bexag«nt. 

VolH  =:  3  voUBCD  =  2  (vol  ADCG— nilt^Be)= 

=  jiiAG(DÂ'+CG'+  DA.CG  —  bg')  = 

=|.AGJ5Â'+(CG.|.BG)(CG-BP)  +  DA.Cej  = 
=|itAG.Dà(DA+CB+CG)=|.AG.aR(»R+BG)=faIl'.AG^ 
or  AG  =  -l/3,       donc  TOlH  =  3«R'l/3. 

■  -5*  Oet4ygoru. 

VolO  =s  3  vol  ABCDE  =;  S  (vol  ABDE  +  Toi  RCD)  <= 

=  «(iolT+volT). 

VolTsnlAFDE— Tl|lABF=!<j^l(Â£'+DF+AE.IIF— BF-) 


n,gN.PdNGOOgle 


-  3M  - 


=  !*lFlÂÊ"+(Dr  +  BP)(DF-BF)+AB.DFJ  = 

=  i  rFG.DB(AE+ DB +DF)  =  |.àF.OG(»CG +|dB^  = 

=  iiAF.CG(2CG  +  DB). 

Von*  =  TOlDCGF  —  TolBFGC  = 

=  l.FG(DF"+CG"+DF.œ-BP-CG'— BF.CG)  = 
3 

=  1.FG  j(DF  +  BF)(DF-BF)  +  CG(DF-  BF)  j  = 

=  1 1.F6 .  DB  (AE  +  CG)  =  •.F6 .  BB .  OS. 

,  ,-  DB      KV^» 

Or,      CG  =  Bi  DB  =  RK2i    AF=-j-  =  — 5-; 


donc 


^T=..5^.HC2R+»l^)=^'(2+8k^)=-H'(i+|/«)- 
TolT=..|(il-l/i)  .R\/3.R=^  (SW^-S)  =. 

=i>R'(V/î-l)i 
paranile  «>lT  +  TOlT'=«i>R"\/i. 

et  partant  roi  O  =  4iiR»  Vi. 

S*  ZMcofoiM. 

VolD  =  S  vol  ABGDEF  =  2  (vol  ABEF  +  TOI  BCDE)  = 

=2(voIT  +  volT'i. 

Voit  =  volAGEF— TOI  ABG  = 

=  j  .AG  (Ïf'+  Êg'+  AF.  EG  —  BG")  = 

=  1  nAG  j  Âf'+ (EG  +  BG)  (EG— BG)  +  AF.  EG  j  = 
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—  3W  — 
=  UAe.AF(AF+EB+E6)^|KAG.A0^3AO+|EB\  z^ 

=  <iAG(iAO  +  EB). 
Voir=  j  :K;K(ÊG'+Dk'+EG  J>IL— BG'-êir— BG.CK)  = 

=^<<GK  j  (l!G+IIG)(EG-BG)+(DK4CKHDK-eK)+EGDK- 

— BG.CKJ^^iiGK(Ai:.EB+AE.IIGt£G.DK-BGJCK). 

Cdapcui.mi    OA  — H>  AE=»; 
PB     R 


EY=|/h'-ÂG'— \/R'-ï(tft-S\/5)=îv/6+S>/5 

AK  =  ,  =  \/^  =  \/»"-S<'-**^  = 
=  yy/ÏÔ+SV^i  GK=AK— AC=*(y/»4-«|/^ 

-v/l(>-»^5)-|v'«-8V5=ïy/5-«K5i 

BG-  ^/ÂB'-ÂG'=8y'u-«k'S=î(«-Vs)  i 

Œ=R-5=Î(»-V's)i  KG=EB+BG=î(5+V/5), 

DK-C  +  eK-iy(3+4/î). 

OnadOM      T0lT=..ïy/l<>-a)/5  jllR+|(l+l/5)(= 


=  î.î.  i>.R>Y/5-î\/5 .  *8»/5=  î  rfl'y/!5— lOl^i 

partant, 

T4r+TOlPi.i«R'(y'»  +  iOl^+BY/«J— «(*/5J. 

En  élevant  la  pannfllèie  au  caiTé  et  êh  eatrayatt  h«dne 
carré»,  on  obtient  ^ 

TolT+«)l'r=ii.B'Y/!l5«-50l/5=^«R'Y/l»-»W'5i 

etparsoite,     to1D=— kR'j/hv— 1I/5, 

éxprécsiôli  égak  à  la  nrface  cagôidrée  par  le  pentagaoe, 

molUpliée  par  la-moitié  do  njon  R;  rénltat  remaïqnalile. 

7°  DotÊcagolie. 

VW>.»  »  toi  ARCDEFC  =  «  (VOIT  +  >olT'+ volT'l. 

TolT  =  voIABFG  =  TOlAHFC  — volABH  = 

■     =ii.i*(SÏ?+W+AO.flP  — Bfi')  = 

=  |.ÀH'J5G"+(Bf+BH)(HF— Wai  +  ÀGjBpj» 

=  j«AH.AG(Àt;  +  BF+Hi')=|^H.iU)(340+|BFi  = 

s=<iAB.Ae(9M>4-BF). 

_  VolT=»olBÏEK  —  ïolHBCK  = 

=IjiiKh(bF"+KF+HF.  KE  —  ÎB"— CÎT'— BH.  ck)  = 
=jiiKhJ(HP+BB)((1F-BH)  +  (KE+'CK)(KE  — Kcj  + 
+HF.KE— B1I.Ck!= 
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—  S99  — 

=  ÎiiKhIiO.IIF+AG  .CE+BF  .  K£— BH.  CkL 

ToI'r=TolKEDL  — ToIKCDL=  ' 

-.KL(Kl"  +  DÎ'  +  EK.DL-DL'  — Cf— DL.CK)  = 

=  l,.iy,JKE(KE+lS.)— (BL  +  OK)ŒJ. 

Or,  on  Iroave  fadlemeot  OA  =  RB  =  CE  =  DL  =  K  i 

AG  =  aHi    AH  =  OV=jK;    FB=»R\/Si    AB=C  = 

=5(!>-4'i)  i  FH=FB  +  BH=Rl/î+t(a-\/3iSf 
5(S+Vj)i  KE-iRi  ClL=B5'-a;F=jRi  DY:.rî.»i 

ia=|-l»(ii-i<?)=|K(l>8-i).'      , 

Donc  ïoIT=. .  ï(sR-hBV^)  =.  1  .V  (»+i/s)  i      - 
Toir=5. .  I  (f^^O {s»'V/3+  M'+*  K- (s+1/5) - 

Yoir=i..5(»-4A)j|R(|lWl)-lR(îa4«)j= 

'  =î .  !.»•  (2-K2)  ■  12 = ^-R'ti^-t^^)' 
Parunl ,  ïolT+TOir+  t«1T"=1«R'.  6  =  3i.R', 
«tparsaite,  w)ID=««BP,' 

résultat  d'niM  simplicité  reoianiasblc. 


N^  aUoDB  miioleiiant  vérifier  cea  résidlàUi  par  la  nè- 
Ibode  de  Gnldin.  D'abord  on  (roQve  facilement  pour  expm- 
sioos  dei  sarfaces  des  polygones  régnlten  en  foDctuw  de  R  : 

i«irfT  =  |R'\/3i  sarfC  =  2R'; 

BOrf  P  =-  R'  y/  1(H-2(/5  ;  MirfH=i-R"\/s; 

8iirro  =  2R*|/2i  snrflKÏC»  jR'y/s— 2l^; 

mTtDod=3K\ 

OntidoDc,  en  appljqaant  la  ronDol«  volPi>/  =  S.3«R: 

T0lT=jR'l/3  .  2kR=^frRSV/3,'VOie  =  ïR'.2B*=4.:B«; 
■*0lP^|lL'y/l0+2l/5.-2rfl=^R'V^1(H-2l/5i 
.       .;  V0lB  =  JfiV$,2ià  =  a.rR'W'3; 
TOlO  =2R'k2 .  ftrR  =;  4«;R>K3  j 
T(dD  =  -R'y/i(H-2V/5  .  3)rR  =-»rR3y/l0^2ï/?i 
'      >ïOlDorf=3R«.S„R  — «Vh»; 
réspllatf  i(}p^^4&es  avec  -ce«&  qoo  nopa  ^(pons  de  InwTir 
par  là  géométrie. 

On  ppamit  eaf^TQ,  ep  «niTfQt  l'àoe  4(S  deax  mârcbo 
qae  nous  venons  d'employer,  tronver  là  expressions  des 
mêmes  Tolimi«, itflf ça (oitfiiÈP-ita  c(^é:t,,  «àt  en  fonction 
de  l'apolbémo  r. 

JÇar,«K0n)ri*,eB'R>dctieDdncdtjËl^,  bà4ronva^:    . 
>0lT  =  l«fi'i   volC  =  M'V/i;,yolP=^j«<'(s  +  3\/5); 

TOlH  =  8tc'|/3j!V(rtO=2^c'i/20+J4K5i 
vol Dc'c  =  ~r.c'y/bO+2aV^  >  volOod  =  3nc'(3Kft+6k1). 
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HEPONSE  AUX  NOTES  DES  PA.GES  148,  U9. 

VAK  M.  FXMOX . 

daeifw  <■  Nlencu,  ptoTeMenr  IfStole  iTinilteriefll  la  callègt  da  BlruboDig, 


l'L'éqoatioa  du  second  d^ré  k  deux  variables  pentétre  re- 
préseotée  d'une  infl^ilé  de  maDières  par  pq  -\-a'=  0,  qui 
Kafennerixcomfanfcr.  p,q,a  soOt  ^bianae  Aj-+Bx+C, 
on  y  .+  *■?+'  ;  dans  ce  dernier  cas ,  a'  serait  multiplié  par 
une coDslAote.  Admettons  cela:  notre  équation  d^ient 

(j-  +  *.r  +  /)  Cr  +  i'x  +  r)  +  X  ly  +  t^x  +  F')'  =  0.  (I) 

Je  ne  reprendrai  pas  les  raisonoemenis  de  JH.  Plùcker  ;  il 
faudrait  entrer  dans  des  détails  qu'on  pBMl.évilvr-  J$  ne  rtp- 
procberai  des  métbodes  enseiguéed  dans  Qoe  écoles>  Soit 
dounéiè  tt^  courbe  du  second  degré';  j';  prends  deux  tau- 
gentes  et  la  fté|:|EVit«  de  çqntact  ;  soientj y^  +  kx  +  l  =  0, 
y  +  ix'-i'l'  4^0\CiS  tangentes;  j'"  +  kx"  +  l  ^0\a  sécante. 
L'é(|aali^,repH«|(u:tf,e  w«  ù^iûté  de  lignes  du  second  d^ré, 
ajiaQ.(.iejtjdJ)^  Plçf^iÂres  droites  pour  tangentes,  la  dernière 
po^r  sécante  de  contact.  Il  y  a  plus  :,  l'éqnalion  (1)  les  repré- 
sente tpule»,  car  elle  renferme  sous  cç  rajiporE  une  arbi- 
traire X^  et  c'est  tout  ce  qu'elle  peut  renfermer  d'arbitraire. 
DiHic  (1)  représente  ansfli  notre  courbe. 

Voici  nne  seocnde  dénwnidratioil  moina  sim^  :  soil 

:  .  .,  .      y +  'M^*  +  2ij  =  0, (2J.f, 

l'j&quUoadf!  la.couberanKvtte'aa-diapèbeBHa^pkr.le 
punt  4».coaBamn  dea  Jai^eBtoi»  el  k.la  lasgenteas  sodlnet 
de  eu  diAfeèlre.  14^  ^qBBlitMis:  des  taagâQl»  leroot  dv  la 
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j'y—mxx'  —  h{x+j^)^0. 
La  Bécanlc  de  cootacl  j:  —  j/  =  0. 
Je  dis  que  l'équation  (â)  feut  se  tiHsformer  ea 

[fy+mxX'+h{x+x')]\jy~mxx'-^X+x^)-f^X—x":'^, 
ou 

yy"  —  [mxx'+h[x+x')]'  +  Hx—xy  =  0 , 
ou 

~kx\mx'+i]-Xx>  .  (1-*V'_„ 


Auuolons  d'abord  le  dernier  l^mc ,  en  prenant  X  =  i' . 


coefficient  de  x*  devient' 
— m'x" — 2kmx' 


vu  que    y  +  mx'*  +  Uy  =  0. 


Celai  4e  2x,  se  transforme  en      ■  " 

,   i  —  Skx'^mx")        ,  ,  .  „ 

k  ..■ -■  =  *,    par  la  même  raison.  Donc,  etc. 

Rien  n'empêche  de  généraliser  ce  résùftat  par  one  tnitts^- 
formation  de  coordonnées ,  ce  qui  d'àlffcnrs  est  inutile. 

2>  Prenez  snrunetfgnedusecoDade8TéqnatrepoWsi|àr  ces 
quatre  polnis  vous  poarrec  faire  "passer  ané  tnflnilé  de  ces 
lignes,  dont  l'équation  aii'ra  Bne  seute îcbnsla'nlé  arbflntfrf  ; 
soient /)i=l>,  j=#,  deux  cofës  opposés  do  quàdrflat^^dêter- 
mioé  par  Ces  points;  r=o,  ^i=:b1esdcux  autres,  L'é<}aatîon 

,:    .     ...  ,         ,   >?■=/"„    .    ","      '. 

représontennelignednsecond  degré  quelconque  menée  par  CCS 
quatre  points.  En  efl^t,  elle  est  satistaité  par  les  qoatre  points 
dtntl^|iraMterast^ni:0,rsti«);taaeeatid(p3=0r««'0),ate.i 
et  «Us  rcHfoftiNïwte'arbkrairtiilLj  ItoAc  èHecrqxittBto  vmà 
notrâ  couTht.  AI«treMent<:pp0Mi(iR4iftpoilr«xe'éiij:;>=rft 
pour  axe  des  y  ;  soient  ^,  x"  les  abscisses  des  pcnnts  «Hoéa 


nign^Pdi-vGoOgle 


(or  le  pranfcr  aie  ;  y',  y  les  (Vdcnoées  des  dcax  aatrei, 
lei  éqtntkHu  de  bo»  quatre  dMilet  wrODt 

r:=0       ou      y^=0 

t  =  0  x  =  0 

p=0  |.+£,_,«0 


OU 

Or,  l'éqntiwi  d'au  eoDiqne,  menée  par  ces  quatre  points, 
eit 

+  -(-p-iî) +  <=.»■  :     ,  .       , 

Ed  raut-il  davaolage  pour  conTaîncre  ? 

Note.  Oal ,  il  Enat  davantage.  La  mélhode  dont  M.  Plucker, 
à  l'instar  de  MM.  Bbbillier,  Lamé  etc.,  fait  nuge,  conaiite  k 
identifier  one  équation  donnée  avec  nne  équation  de  même 
degré ,  mais  d'aoe  antre  forme ,  à  l'aidé  d'un  cei^laln  nombre 
-de  constants  arbitraires  ;  pourroquWaHantant  fl'éqoAtioas 
qne  de  coostsnles  artiitraîres,  ee(teiilaatt6t»tion  est  possMe. 
amayUijutmmt  parlant.  Mata  Ik  possibilité  g^métiiqoe 
exign- qne 'l'on  pronve  que  ces  constïirtes  ne  deviennent  ja- 
mais ai  iilGnies ,  ni  imaginaires  ;  et  ici  (1  s'agit  d'une  applka- 
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tk»  à  une  pwUoa  dàtmainto  de  l'eaince ,  k  la  giauttïiti 
c'«st  donc  ce  derniCT  genre  de  ponlbilîtâ  qa'il  but  éublir. 
Dés  Ion ,  00  eat  entraîné  dans  une  discdmion  assez  épineue 
qni  fait  diaparaltre  l'avanlagD  de  la  simplicité.  On  devra  anaii 
dire  pourquoi  le  mftne  genre  de  raistHmement  oe«e  d'être 
applicable  quand  il  s'agit  de  lignes  supérieures  an  woond 
degré  ;  h  quoi  cela  tient-il  ?  d'ailleurs ,  la  méthode  est  si  ra- 
]ride,  si  féconde,  qu'il  ne  fant  rien  négliger  ponr  iK mettrai 
l'abri  de  lontetAjectiou.  Tm. 


SOLUTION  DE  LA  QUES'HON  85  (p.  256). 

PAa  M.  tMIEX  COUPT, 

bicbsllatt*  MieocM  mtUiéiiuUqiiM. 


Prt^lime.  —  Quel  est  le  nombre  des  permiitalioiu  de  n 
lettres  a,  b,c,  d...  où  nne  lettre  an  moins  est  A  saplsce? 

Jobtfion.  Moos  rappelleroos  d'abortf  que  dans  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  />  premiers  nombres 
figurés  de  l'wdre  n,  qui  forment  la  {n-l-i;*^  ligne  da 
triangle ,  est  égale  au  />'"*  nomtHV  fignré  de  la  ligne  vA- 
vanlfl,  c'est-à-dire  de  l'wdre  n+ ^  i  '^  qui  donne  pov 
celte  somme  l'expressioa 

fff-t-1}0+2)...(p+«) 
t.a.3.,.  {B-l-l} 

(Voir  pour  la  démonstration,  algèbre  de  Majer  et  Cho- 
qoet ,  S*  édition ,  j).  34a  et  sulTaute).  Cela  posé,  revenoas  an 
problème.  Représentons  par  P(«)  le  nombre  des  pomnlatioDs 
de  n  lettrée.  D'abord  le  nombre  de  pennatationfl  où  l'nne 
dn  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  i  son  rang,  ègde 
évidemment  le  nomlM«  de  permntations  que  l'an  p«|t  &ire 
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aTecleiR~l  «aires,  c'est-k-dire  ^^Pfw-o;  le  nombre  de 
pmnaUtkHU  où  la  secMide,  6,  est  A  ma  rang  égsle  aosii 
P«-i ,  dimiaaé  du  nombre  de  permotalions  où  b  était  à 
son  rang  dans  le  nonibre  P»-i  (Alenn  en  premier  lien.  Or 
ce  nombre  est  évidemment  P«-i ,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permntationa  que  Ton  peat  faire  avec  les  n — S  antres  let- 
tre* obtenues  en  négligeant  a  et  b.Oa  a  donc  en  définitive 
P(«^) — P(<i~a).  Maintenant  le  nombre  de  permolatiooa  où  e 
esti  son  nng  =  Pw-i,  diminnè  dn  nombre  de  permutations 
où  déjk  cette  lettre  était  k  son  rang  dans  les  deox  nombrea 
déji  obtenus  pour  6  et  a.  Or  ce  nombre  est  fadie  à  obtenir, 
car  il  sn£St  de  diminaer  les  indices  de  1  dans  les  nnnbrea 
précédëDis,  c'est-JHlire  qoe  ce  nombre  est  [P(*-t)]  + 
[P(«_a)  —  P(»_])].  En  eflet,  les  permutations  où  a  et  c  sont 
i  leurs  rangs  reqiectifs  =  Pi^-i.  et  les  permatalions  oà  b 
et  c  sont  k  leurs  rangs  respeclirs  =P(«_a) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permutaticHU  où  ils  étaient  déjà  à  leurs  rangs  dans  le 
nooUire précédent  P(»-i)  obtenu  poar  ael  c,  c'est-à-dire, 
en  d'antres  termes,  diminué  du  nombre  de  permutations  oà 
le*  trois  lettres  a,b,  c  sont  à  lenrs  rangs,  nombre  évidonment 
=  P(»~i).  Ainsi  les  permutations  où  6  et  c  sont  à  leurs  rangs 
=  P(»-i)  —  P(«-t),  donc  enfin  : 

P(^,^[P(«-ïH-P(»-,)-P(.-»)l=Pt.-,r-aP(— i)+P(— »), 
«*t  ce  Booibn  de  permotalkm*  aà  c  mlk  son  rang.  Et  en 
général  pour  avoir  le  nominv  de  permutations  où  une  lettre 
«M  fe  Km  nag ,  quand  on  a  celof  où  cbacone  des  lettre* 
précédeolM  est  à  son  rang,  il  suffit  de  retrancher  de  P(»-ij, 
la  somme  de*  noiAbrei  de  permutations  <ri)temiefl  pour  toutes 
les  lettre*  précédeoles,  mais  prieesavec  une  lettre  demofos, 
tfeatrir^n  en  a^ant  soin  de  diminuer  de  1  tteque  indice; 
et  en  effet  le  nombre  de  permutations  où  lue  lettre  qoel- 
eonqne  A  eat  à  son  rang  =  P(«-i)  diminoé  de  In  tomote 
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du  nombres  de  permalatioM  où  d^à  elle  éttit  k  eoq  nig 
aoos  toutes  les  permutations  obtenues  pour  le«  lettres  pré- 
cédeatea.  Or  SDj^imez  cette  lettre  k  dans  toati»  les  p»- 
mslatioBs  précédentes  où  elle  est  à  son  rang ,  il  nous  res- 
tera pour  le  nombre  de  permutations  où  éUe  est  h  son  rang, 
le  nonbre  de  permntationa  déjà  écriteft,  mais  Caites  avec 
une  lettre  de  moias ,  c'est-à-dire,  ipie  les  indiots  seront  A- 
niinoés  de  !■  On  a  dcnc  ainsi  les  nombres  suivants  : 

Nombre  lia  pennalalisni  D*det 

où  «Il  à  MB  ring:  letini. 

a  =  Vn-i < 

fr  =  p»_i-p,,-, .  ï 

ct=î  P^,— SPi^-,+  P«_i....  3 

d=  P»-i—  SP,-a+  3P,_j— P»-4 * 

«  s=  P,_.— *P^î+  «Pi^ï— 4P,_4+P^ï...  5 

/=P»_,— 5P— 8+lOPi^,— IOP,_+SP_t-P,-,...   S 


-"-"':jj"°-^^+...±p....— 
,,P^,_(„_,)P^.+  ■-'""-"p.— 

-'"-"'°-f"-"p-.+  -^p.-    - 

la  BongneS' de  tous  ces  noMbres  de  pennotatioiiB,  sera 
le  nombre  âierché.  (hi  a  le  dooUe  signe  di.  +  est  pou  m 
înp^,  flt> — pOBT  Riitaik..QnToit  fM  tes  oarfbaeBta  é» 
P._„  P»-i...  dans  la  Ugoe  générale ,  celle  pour  la  i'm  )m- 
tre ,  sont  caix  du  bloâate  !  l'exposant  étant  (» — 1). 
itaOBanseniHieUera^aeP.STl  {voir  le»  oonnd'alcttn^ 
Calcolow  Mainlenant  la  aamme  S.  Or  ob  resarqua  qw 
dîna  cette  sobudo  les  ouffidCBilB  de  P»-s ,  P«-i...  ne  sont 
autre  chose  qoe  la  somme  des  nombres  fignrés  des  divin 
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ordres,  fonnat  le  triangle  de  Pascal,  lomiiie  dont  nous 
>roM  donné  l'expressioa  »n  conuDencement  de  cet  article. 
Ronarquons  d'abord  qoensl-f-i+l+l"-  =^  somniG 
.  de  n  nnîlés,  c'est  donc  la  somme  de  la  {iremière  ligne  hori- 
iDtalale  dn  triangle  de  Pascal,  coDtiooée  jnsqa'Ji  ce  qif  elle 
renferme  n  termei,  et  e'eat  le  coefficient  de  fn-i  âaa$  la 
aomw»  S,  Itf  eeeffleients  soirasts  sont  soccessirement  la 
somme  de  la  2™*,  3"*,  A'^  ,...  n'**  ligne  horizontale  da 
trranefte  de  Pascal,  par  conséqncnt  le  nombre  des  termes  de 
chaque  coefficient  va  toajonrs  en  dîminoant  do  1 ,  et  enfii 
la  n*^  ligne  du  triangle  étaul  1 ,  le  dernier  terme  P,  de  S 
a  et  eflet  te  coefficient  1  ;  oa  a  donc-dans  cette  somme  S  : 


f.d* 

auMiniin 

deliiJgnahDrii. 

noDibra  dM 

dotruniledePiHil 

Mrmei. 

P«-i 

i" 

(rt— l)n 

" 

P— ï 

ame 

1.2 

n—l 

P-l 

30.. 

(n-2)(/i_l)n 
~           1.».3 

n—2 

• 

(»_3)(n— 2)(n— ))n 

»~t 

'" 

"             1.2.3.4 
(n— ♦)...(7t— 1)B 

...  n—3 

■    *~* 

5" 

~          1.2.3.4.4 

«—4 

4.5.6...  n 

(«- 

-1)— 

1.2.3...  (n— 3)' 
3.4.5...  n 

* 

in- 

-a)*" 

~l.-2...(n-2) 
2.3.4...  n 

3 

(»- 

-„(.. 

1.2...  (»—l) 
1.2.3...»       ^ 

3 

**• 

nMM 

1.2.3...»-'- 

1. 

Dc  la  rornmle  cherdkée  est 
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1.2.3 

fn— $)...»_  „ 

TaXT-'^^-*' =P^-' 

rormale  qu'<m  peut  écrire  aoos  ni»  tonm  ûiBbrtate  «■  M- 

inanpiant  qoe 

nP^i=P, ,  B{B— l)'Pii_a=P,  ,ii(«-1)(n— S)P^i=P|^«le. 

P 
Alors  en  écrÏTanl  P.  =  1  Mxis  la  toeme  —  ,  oo  peut  neUrt 

Ph  en  racteor  comaïaD ,  et  écrire 

OrP»  =  l.S.3.4...  n,donc 

S  =  (l.2.3...n)— C3.4...n)-|-(4.5...n)  — (5.6...n)...iFn±l, 
et  il  est  bon  de  remarqner  que  dans  les  applications  mmiè- 
riques  de  celte  fommle ,  pour  rormer  le  premier  terne , 
l.a  3...R,  ooderra  le  awiniencer  àrrimars,  c'est4-dîre  de 
la  sorte  :  n.(n — 1)[r — 3). ,.3.2.1,  parce  qoe  les  prodmti 
psrtiejs  n,  (n — l}n,  (n — 3)(a.— l]n...  sont pr^daéntcnt 
les  autres  termes  de  la  formule. 

II.  Ao  moyen  de  la  fonnole  précédente  wi  pourra  Irourer 
le  UMofare  de  permutations  où  aucune  lettre  n'est  à  sa  fdav. 
Car  ce  nombre  est  évidemment  P.— S  =  S',  et 

S'=(3.4.../i)  — (».5...n)  + (5.6.. .«)...  ±»q:l. 

m.  Comme  application  numériqae,  nous  résoudrons  le 
problème  suivant  de  pndtabilité,  résolu  pour  la  première 
rois  par  Mootmort  ('] ,  et  proposé  dans  la  Correspondance 
matliématique  de  Qnélelet,  t.  III,  p.  315.  On  a  13  cartes 
dont  aucune  n'est  répétée,  <m  les  bat,  puis  on  les  lire  aocces- 
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tiTfimcmt en  DommaBtBnivant  l'ordre dai  cartel:  ■.  9,3,4i-' 
iuMpi'iD  roi  qui  eat  la  4erDiâre,  et  on  parie  qa.%  arrivani 
an  ntohis  mie  fois  qu'une  carte  aéra  à  hhi  raug,  quel  doit 
4tre  le  rapport  des  paris  ?. 

Ilhnt  faire  n  =  13,  Scsi  le  mMobre  de  casfavwable*, 
S*  le  nombre  de  cas  défavorables ,  or  ici  : 

P»  S)  l.S.3...  13  =«^7020800, 
et  on  tronve  pour 

S  =  7318002277  —  3381774409  =  3936227868. 
Cest  là  le  nombre  de'  cbanoes  favorables  ■  le  nombre  de 
ebanœs  débvwables  «t  donc 

6227030800  >-39SG2»868  =  299079298t. 

Il  faut  donc  parler  393....  oontre  239....  on  (en  divissat 
par  36),  109339663  contre  63633137,  qa'il  arrivera  m  moina 
nue  fois,  qo'en  tirant  nne  carte,  on  la  nommera;  les  denx 
derniers  nombres ,  sont  premiers  entre  ens ,  maïs  ètant.flM-t 
grands  on  se  fait  difficilement  idée  dn  rapport  des  paris.  Mais 
si  le  second  nombre  se  terminait  par  on  8  an  lien  d'un  7, 
il  ferait  divisible  par  6  ;  le  quotient  sera  10605523 ,  et  di- 
visant 109339663  par  ce  quotient,   on  tronve  10  et  envî- 

riMi  -.  On  pent  donc  dire  qu'il  fant  parier  nn  peu  moins  de 
11  contre  6.. 

Enfin,  pour  terminer,  disonaquc  si  on  fait  snccessivement 
dans  S  et  S*, 

n  =  l,  2,  3,  *,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13, 
OD  anra 

S=  1,  1,  4,  15  76  456  3166  25487  2-29384  229383» 
25232230  302786759  3936227868,' 

S'  =  0,  1,  2,  9,  44  265  1854  iiVS3  133196  1384961 
14684570  1T62I4841  3290792937. 
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Oa  ptM  TOir  >  Dèrelofpflmefit  lar  h  partie  SUmeKltSit 
des  nulbénialiqnM  par  Bertrand  de  Génère,  1. 1 ,  p.  410,  ta 
solalioa  du  probUeie  de  MMitmort,  nuit  non  pir  la  fonmde 
générale  qae  noos  avons  donnéeid.  Voir  anari  Atmala i$ 
Gergotme,t.  XII,  p.  190. 

Note.  Le  problème  da  jea  de  rencontre  a  été  résolo  par 
Eiilo-(MéitaoiresderAcadénuedeBerUD,  175f);  Laplaces'eo 
eat  aoasl  occapé  (Colciil  des  probabilités,  p.  217),  sa  mante 
est  analogue  ft  celle  que  M.  Coapjr  a  niivie.  Enfin  M.  Cata- 
lan a  généralisé  l'énoncé,  on  tronve  la  solalion  an  jonmal  de 
M;  LIonvIlle,  tome  II,  p.  475.  On  voit  qoeceproMàme  Déoe 
à  une  série  ,  développement  de  «~^  ;  Daniel  Bernoalli  «si 

lepremier  qoiaitiBdiqaé  l'équation  Unité  f  I t*  =«~". 

(Mémoirea  de  P.,  t.  XiV,  p.  6,  «7W);  H.  Gandijr  en  a 
dosné  une  déOMostralioa  rigoHvenae,  et  en  a  fait  la  base 
da  caknl  diStevntiel ,  ntéthode  aiasi  ingénteote  i|«e  pea 
nalnreUe  (Moigno,  t.  J,  p.  t).  'Tn. 

NOTE 

«vr  l'équation  aux  carréi  du  différenee». 
VAS  X.  TAKinam, 


l'TroQverla  rdation  entre  les  coelBciaitsd'nneéqaalion, 
pour  qn'^  soit  l'équatioo  aux  carrés  des  diffovnces  d'one 
équation  dn  3»  d^rédela  forme  jt'  +  ^j:  +  r=0. 

D'afR^  U  retation  n=  .  I"  ,  «i  voit  qoe  «  =  S; 
l'équlion  dtercfaèe  étant  da  3»  d^ré ,  est  de  U  fonte 
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Or  lecilcnl  dooiie  pour  éqoatioa  ans  carréi  des  dMèrences 
de  X»  +  jjT  +  r"  =  0, 

t*  +  fiîï'  +  Aç"?  +  {•«'  +  Wr'j  =  0 , 

et  l'on  voit  en  tdeoUflvit  qae 

F  F" 

3y.  G=V  =  -. 


et  oe  pourra  cbi^ir  r,  de  façon  qn'on  ail  4^*  +  37r'  =»  H  ; 
r  pourra  être  imaginaire. 

Cette  condition  oc  pent  pas  s'énoncer  ainsi  :  ■  ta  somme 
des  Irola  {vemien  coefficients  est  on  carré  ■  ;  mais  bien  - 
€  les  trois  premiers  termes  doivent  être  les  trois  termes  dn 
carré  d'mi  bhiteie,  en  supposant  le  coefficient  du  (H^mier 
lenne  égal  A  1  •  j  et  encore  mieux  -■  ■  le  carré  de  b  moitié 
da  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  au  produit  des 
ooeffidents  du  {K«mier  et  du  troisième  lermo.  ■ 

r  N«ua  lUons  espner  nae  deaxièae  métbode  qni ,  ne 
aéwitart  pas  W^uatta»  max  oarrés  des  dlffârences,  s'ap- 
plique à  toute  éqoatioD  dn  IroislèiM  degré,  et  iHdiqne  la 
■étbode  à  iMne  pour  m  degfé  sopMedr  *■  MMene. 

Soioit  b  les  racines  in  l'éqiiatio«  i  oellas  de 

e 

ï»+Fir+&:+H=o, 

{a-br  a-b 

MHit[6— «)*:  et  l'en  voit  ipw  les  trois  quantités  A  —  c sonl 

(«—«)'  «-rC 

MIm  ,  qae  la  somme  des  dem  pacmiépes  daane  la  Irofsièrae  ; 

dom:,  les  trcrfa racines  loid      q        et  l'on  a 

O'+î)* 
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(1)  „  F  =^  +  î' +  (/»+?)' 

(S)  G  =pY  +{p'+^'i  (/>+?)'  • 

(3)  --U=py(p*g)'i 

P  ^ 

il  saffit  ifélimiiier  a,  pour  avoir  la  relation  entre  G.  Or, 

OD  a; 

F» 

Cette  coédition  G  =-v  esttuflSsanle,  carenpreaaot/' ,  de 

(1)  P 

manière  à  satisfaire  à  ^,  G  sera  toujours  ^al  à—. 


THÉORIE  DES  FOYERS, 


1.  Il  Ait  nécessaire ,  pooroompreodre  le  langage  d' Apol- 
lontnf ,  d'ei|diqucr  CMiaines  dénoabtattooB  eo  uMgedMc  ks 
ancien). 

Appliqiàtr  «M  rtetimgU  à  «mm  drtnfa,  c'est  partage  cette 
dnHte  en  deux  segments ,  tels  que  le  rectangle  oonalmit  sur 
ces  segments ,  soit  égal  au  rectangle  donné. 

Nous  disons  ^oJ  an  rectangle,  car  les  anciens  ne  se  set^ 
▼aieut  pas  du  mot  ^tnotoi/ introduit,  je  crois,  parLegendre. 

Le  mot  tfpiiquer  [itafu^éùitji] ,  vient  de  ce  que  le  rec- 
tangle dtait  joint ,  api^iqné  à  la  droite  donnée  ;  a(At  AB  celle 
droite  BG  le  prolongement  de  AB;  et  BCDE  te  redani^ 
iaaaé  ;  il  s'agit  de  partager  AB  en  denx  segments ,  tels  que 
le  rectangle  construit  avec  ces  segments,  soit  ^al  eu  rec- 
tangle BtïDE  ;  on  voit  qoe  BGDE  eit  joint  k  b  droite  AB; 
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MU  (iretl*  onlowiA  4  itn  diaiiiMFr  ;  c'est  woe  droite  pantfMe 
«D  diaiDëlre  amjagoé. 

Figmt  d'wi  diamiO-* ,  { tiSdr  tou  filofiircpou]  :  c'est  le  rec- 
ttngle  constndt  mr  ce  diamètre  et  aon  paranétre. 

On  voit  qae  la  /fyur*  rf'un  dwmèftv ,  est  équivalente  m 
curé  àa  diamètre  cooji^aè. 

Les  IhéorèOMS  sar  les  rprer»  loal  dam  le  Urre  III  ;  now 
en  exlrayMu  les  propoqitkHu  rdMives  à  notre  tH^el. 

Proposition  XLII. 
Si  4ans  l'hyperbole ,  ou  dans  l'ellipse,  on  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  les  KctioM  opjxwto,  on  mèae 
par  les  exlrémités  d'an  diamètre  deux  droites  (»-donnéesà  ce  ' 
diamètre  ;  et  encore  une  autre  droite  tangente  ;  ceDe-M^  re- 
tranche des  deux  proaières,  des  longnears  rentermaot  un 
rectangle  égal  au  quart  de  la  figure  faite  sor  le  diamètre  ;  en 
d'antres  termes ,  dans  le  trapèze  formé  par  un  diamètre ,  les 
deux  tangentes  parallèles  menées  par  ses  extrémités,  et  one 
troisitoie  tangente  quelconque,  le  produit  des  deux  bases  est 
équivalent  au  carré  du  demi-diamètre  conjugue.  Lorsque  la 
troisième  tangente  est  parallèle  au  tUamèlre ,  )e  trapèze  le 
change  en  parallélogramme ,  et  la  proposition  devient  lo- 
tnitive.  Cette  (riMervation  est  d'Apollontns.  Par  BoHion  o}>- 
poiée ,  on  entend'  les  deux  brandies  opposées  de  l'hyperbolG', 
qn'ApolloDios  considère  toujours  à  part- 

PaoposiTloa  XLT. 
Si  dans  l'hyperbole ,  ou  dans  l'ellipse ,  on  dans  la  cfroon- 
férence  du  cercle,  oa  dans  la  leetion  oppoiée,  on  mène  des 
peifendicnlaires  aux  extfèutés  de  Vaxe ,  et  qu'on  appHqne 
à  l'axe  d«  pwt  et  d'antre  wi  rectangle  égal  an  quart  de  la 
figure  ;  qu'on  mène  nne  droite  toocbantla  seclkm  rt  coapant 
les  p«nMHdiniIaim,  les  droites  méfies  par  les  points  dln- 
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I  faim  fm 
angles  droils,  en  co8  pointa. 

Obwrmioa  :  h)  qaKt  de  !■  Agora  nw  l'as»  trunone, 
c'est  le  carré  du  demi-axe  ooajngnf  ;  si  on  appH^Qii  à  l'aze 
tWMTflWB  on  reetan^  éqnlvrienl  an  curé  4a  deai-ate 
Gonjagné ,  c'est-à-dire  bï  on  dirise  Mt  an  en  dwx  sogniarti 
addHifk  pMT  rclHfMB,  soOftraotlCl  tMW  rhyperlule,  dont  k 
produit  soit  égal  »  carré  da  damt-n»  BMjvgné,  M  cMiMt 
sur  cet  axe  et  poar  chaque  extrémité,  wnpoiiU /ail  par  op^- 
catiou;  ce  sont  U  les  foyers,  idoU  qa'ApoUiKiins  ne  coon^ 
pM.  Ils  désignent  toajonrs  ces  points  par  cette  pliraM,  poôil* 
fait$par  e^ieaUM  (dt  n  ^a  lapai^^v  fnMrcx  an^).  — 
Ainsi,  la  propoattloli  XLT  peut  se  tradnlre  ainsi  «  lu^^ 
modéine  :  toile  tangente  lDla*ceplée  entre  deox  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de  l'axe  transvetse ,  est  ne  dn 
Ibyer  sons  nn  angle  dKrtl. 

On  Ttrit  que  cette  détermination  dn  fbyer  n'est  pa  prati- 
cable dans  ta  parante)  mab  ApoUoniog  ne  parie  nallement 
da  foyer  de  cette  coârbe. 

Pnoposmoff  XLTI. 

Même  constmclion  qne  dans  la  précédente  i  soient  A  et  B, 
les  exlnénrit^  do  l'axe  traasreraej  AG,  BD,  les  pnpeodi- 
culaîres  élevées  sur  cet  axe  ;  DFG  one  tangente  quelconque, 
et  E  le  point  de  cmlacti  F  et  F  les  deax  foyov;  on  aura 
angle  FDF  =  angle  FGP. 

Pnoposmon  XLVII. 

Mmk  eoutroction  que  âtM  ta  précéAsiMe  ;  soit  T  l'iatet^ 
seeilobfkrDr  et  de  GF;  la  droite  TE  est  p«rpendicablrt 
snr  la  langmte  DFG. 

tielte  belle  propriété  ni  pen  coonoe. 
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AfoHe^H  déWMtoe  ipu  li  o»  ihdMeda  point  T^  tne 
perpeMHenteire  nr  la  ttngenta ,  elle  se  ooBbod  «TM  TE. 
PiorosmoB  XLVUI. 

Mteie  cuustractioa ,  les  rayons  recteurs  font  4cs  angla 
^ox  avec  la  tangente. 

Paoraamon  XUX. 

HCne  eoulnicëon  ;  sf  fan  foyer  tM  abaine  ooe  perpen- 

dtetf*ir«  mr  une  tangoMe ,  et  qa'on  Joigne  le  pfe4  <e  la  per- 

peodieaWre  avec  Iw  eztrémitéa  de  l'axe  traonene,  en  deu 

dfelta  Hnt  perpendicalairea,  l'ooe  nir  l'autre. 

PHOPOBTTtON  L. 

Même  coustrDClioo  -,  si  l'on  mène  par  le  centre  une  parai- 
Weaa  raym  nctaw  ^  |aaie  par  le  pcdnt  deeoBlact,  la 
porOon  de  cette  parall^e  comprise  entre  le  ctutre  et  la  tan- 
geote  est  égale  à  la  mojLM  do  l'axe  traïUTerae. 

Paopostnoti  LI. 
Si  dans  l'hypcrbcde  on  dans  lee  secdcHU  tqipoaées ,  oa'mènç 
des  deux  f<^CTS,deox  droites  au  même  point  de  la  lectitm, 
la  |doB  grande  surpasse  la  plus  peUte ,  d'une  longueur  égak 
àl'azetransTene. 

PsOMMinon  LU. 

SldaufelUpae,  on  mène  deedeox  rojersi  deux  droltet' 
à  on  même  point  de  la  section ,  la  aooime  de  «es  droîlea  eat 
égale  k  t'axe  Innarerse. 

ApoDoaius  passe  toojoars  d'âne  propoa16oiiklâiatvairtei 
let  pn^wdtlou  U  et  UI  sont  les  demièra  rdatfTes  aux 
fo;fcn;  il  n'y  en  a  point  d'aotresde  cet  auteor;  il  oeblt 
aocaee  mentioD  de  directrices. 

Observolioit.  H  existe  ^poinUfait$par  i^pUeatimmt 
Umê  ha  diaaMret  de  l'bjpôrbole,  et  sar  les  dlutèUadc 
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l'oUlpK  plat  stMda  que  4eari  dlunèlrM  oaDJagaéi. 
M.  k  eapilaùe  Jaeob  eu  a  donné  le  lieu  géonètriiiiie  (t.  II , 
p.  138). 

ClMide  Al^doff  e  dam  *m  coniqua  {') ,  dunne  «ax  pomlt 
^application  faits  sur  l'axe,  le  nom  d'Umbilics  (Cmbilicasj. 
—  Deicarles ,  dans  n  Dioptriqae ,  dit  :  a  à  canse  de  cer- 
taines propriétéa  de  eea  poiab ,  ^lue  r»iu  entendrez  ci-après. 
iKHuleB  DAmmwHia  les  points  brûlants  «(âE'tivra,  V.  p-  94. 
Goiirin)i  il  cat  pn^wble  qoe  œile  expreuion  a  été  changée 
en  Mlle  de  /«y*-.  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE 

tt  iqitatiolu  fonàamaUntn  nioMve»  atia  oouriet  de  teeond 
itgri. 

(Tair  l.tl,  pH*  »»' ) 


XLVIIl.   Trooifonaation  det  courbes. 

LiliMB.  Si  dans  nne  équation  algébrique  â  deux  inconnaes 
■r.y  du  degré  m,  on  remplace  respectivement  les  deux 
variables  par  les  e^reasions  ayant  même  dénominateur, 

ax+bx-j-c      a'x  +  by  +  c' 
Jx+er+Z'     dx-i-ex+f 

tes  neuf  coefficients  donnant  hait  rapports ,  l'éqoattoa  résnl- 
tapte  est  encore  da  degré  m. 
Dénwiutration.  Soit  l'éqoation  F  (x,r>=P«i4-.-.P»+- 


G  ClindilHjilorgilPalrlcKPiriiint  pro4raml  oilopticomin  etdioptiNraB. 
•Ire,  eonleonia  epeili  «d  ibdiM  radll  reSeiL  ei  nfneil  mystaria  pTWtil  Mbna 
pnrfu«BUi,  llbri  qutoor  pil«N«.  D.  i.  L.  G.  Pirtiiii-  >' 
prealcr  IraiU  m«lbDi1liln«  d»  mcUbdi  eaniqnu  «n  F' 

le  finaiiali  dn  P.  Hantoae. 
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P.  =  OonPM.P«  toot  IM  fonctioiu  homoginm  des  degrés 
■•  c«  n,  elc.  ;  en  opiârsol  la  gnbstitaiioo  indiquée,  P.  devient 
■ne  fonclkm  de  degré  m  divisée  par  («0'  +ex-\-f)'',  et  P. 
une  fooctiOD  de  degré  n  divisée  par  {dy+ex-^/f  et  m>R} 
malUpliaot  donc  loale  l'équation  par  (4;y  + ex -{-/)',  on 
aura  aoe  Doavelle  équation,  foDCtioD  entière  et  da  degré  m. 

Ob$ervation.  Ce  réstiltat  n'aarait  pas  lieu,  st  les  es[H«ft- 
sions  fnclioDnBires  étaient  de  déa(»Qinalions  différentes. 

XUX.  Ia  première  équation  représentant  une  ligne  plane 
de  d^ré  m ,  la  seconde  équation  représentera  une  ligne  de 
même  degré ,  une  ligne  trajuformée ,  rapportée  aux  anciens 
on  à  de  nouveaux  aies.  Nous  verrons  plus  loin  que  cette 
métbode  de  transformation ,  due  originairouent  à  Nevrton , 
elgéiiâ'«liséeparWaring(/¥oprt>la^cwrvarum  aigebraica- 
mm,  p.  240] ,  est  d'une  extrême  fécondité  ;  â  son  aide,  on  traes- 
porle  les  propriétés  connues  d'une  courbe,  dans  une  antre 
cuorbe  de  même  espèce.  Eu  dispc»ant  des  bnils  rapports  in- 
déterminés ,  on  peut  mettre  en  relation  des  courbes  à  brao- 
cbes  inBnies  avec  des  courbes  fermées ,  deg.byperboles  avec 
des  cercles,  etc.;  et  sachant  mener  des  tangentes  à  l'une 
de  ces  courbes ,  on  fait  de  suite  construire  la  tangente  à  la 
courbe  transformée,  etc. ,  etc.  C'est  aussi  la  tbéorie  analy- 
tique des  métbodcs  graphiques,  dites  projectives,  perspec- 
tives, etc.  Dans  ces  derniers  temps,  M.  Lamé  (,*}  a  donné  la 
plus  grande  extension  possible  k  ce  système ,  en  remplaçant 
les  trois  variables  dans  les  équations  des  surfaces ,  par  des 
CooctitHis  quelconques  et  déduisant  les  relations  entre  la 
surface  primitive  elles  surfaces  transformées. 


O  Aalagr  da  l'Euman  dci  dinniilM  mtiboda  pour  rtiondra  In  prablènn 
degtooiélrla,  iD-f.  niiMp>||ci,lïil.  OpoKal»  prMcni,  inqnol  nrilUchenl 
IM  priaelpaai  ptogrti  de  la  E«woitrl«  iniljtiqiw.  K  qn"»  dn nit  MajMin 
cUt>i  aDul  n'ap  pirlc-l-an  limaia. 
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L.  ChoHgmimt  da  ctorimmén. 

Pmmuhb.  QoeUea  f  ilean  ddt-«n  donner  uz  seuh  ooef- 
fideali ,  pour  qae  la  courbe  tnnsfonDée  ae  confonde  avec  h 
«onrbe  donnée. 

Solution,  i'  Si  les  axes  dolrest  rester  les  mteies ,  il  snSt 
éridetnment  de  bire  (i=A'=/=l ,  et  de  rendre  oui  In  lix 
aatna  coefficients  :  S*  li  les  axes  cbanfent  il  Amt  fidre 
rf=e=0,  /=i, 
_gin(Y  — X*)       ,  _  iiil(Y— y)  \ 
*"      «iqY      '       -      aiaY       /      ,„, 
,_.,nï'  ^_rinT  1       t"> 

'*~«iny'  rinY  j 

G  et  c'  sont  lea  coordonoéea  de  la  nooTelle  origine,  rHatife- 
ment  ans  anciens  axes;  lea  grandea  lettres  désignent  Is 
ugks  fonnés  par  les  axes  CMTcqpondants  et  l'anckn  axe 
des  X. 

Ob$ervat%on  I.  Cette  solation  est  iQdiqaëe  dans  tous  la 
onirages  élémentaires.  On  peat  snppoaer  d'abord  <pie  l'ori- 
gine ne  se  déiAace  pas.  Alors  le  probité  derient  cette 
question  de  tétragonwnélrie  ;  dans  an  qnadrilaldre  connais- 
sant loos  les-  angles  et  deax  cAtés  adjacents,  détemUoer  ha 
deux  antres  cAtés.  On  peat  ramener  la  qoestion  à  U  trigo- 
ooaiélrie,et  c'estce  qu'on  fait  ordinairement  ;  mais  il  vaut 
mieux  avdr  recours  an  inindpe  général  qui  sert  de  base  à 
la  poI^goDométrie,  plane  on  gaacbe;  mytAr,  que  la  aomase 
(dg&mqae  des  projectioiu  dea  côtés  d'un  pol^one,  plane  on 
gaacbe,  snr  une  droite  flze,  est  nnlle.  Parce  que  celte  Méew 
méthode  sert  aussi  an  cbangemenl  de  coordonnés  dans  l'et- 
{Htoeoùil  s'agit  d'un  bexagon^ganclie. 

ObwrcafMHt  II.  Camot  est,  je  croii,  le  premier  ^û  ait 
désigné  lea  «ogies  des  axes  par  les  deux  lettres  qui  aerroat 
\  désigner  ees  axes.  D'après  celle  Dutalkm  commode,    i' 
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bndnit  Acrire  T',  Xi  X',  X,  etc. ,  pour  iiiui{iHr  les  angles 
qœ  imneot  les  axes  des  Y'  et  des  X'  arec  l'axe  des  X ,  elc.  ; 
dam  le  eu  actuel,  oa  pent  sans  iDccnréaienls  aapprimer  la 
lettre  X  et  la  soos-catcadre  (Gûmle,  Géométrie  «no/yfi^we, 
l>i«e»«)- 

CoroUmn  I.  SI  oa  déplace  l'origine  sanl  changer  iea  axM 
de  directioa  ;  alors  X'  =>  0 ,  T'sY ,  donc  a=1 ,  fc=0,  a'mO, 
^  =  1  j  ce  qni  est  d'afllenrs  d'one  éridence  intuitive.  Ainsi 
oo  remplace  ^  par  .r 4* <^ •  et^  par  ^+0*,  donc  dans  l'é- 
qwtioa  (nnsformée  P»  reste  le  méttie,  et  le  terme  tont 
connaeil  égala  F(c,  c*). 

Coniiain  11.  SI  l'on  conserve  de  potilîoa  l'axe  des  X, 
alors  X'  ^  0 ,  a  31 1  ; 


ànÇY— y) 
"      rinï      ' 


<rf  =  0. 


et  si  l'oo  conserre  de  position  l'axe  des  Y,  on  a  Y=Y',  donc 
sinCY — X')       ,       „         ,      Bin  X' 
sinY      '  '  sInY' 


*-=!,     c  —  0. 


LI.  Défiiùiimu nlakva aupaJÊtt. 

tJQ  peM  ifiwe  eoraiM  est  dit  rM ,  loniiDe  ses  deux  coor 
iloiiiiéea  eontrteuei. 

Le  potnt  est  «mojrwuMrB,  Iwsqo^e  de  ses  cDordMwées 
oo  lontea  les  deux  sont  Inaglnsàres. 

Le  point  est  ardmairt ,  ImwjB'aaeone  fonctioD  dérivée , 
d'une  ordODOée  par  rapport  à  l'aD&v,  à  partir  de  la  seconde  dé- 
rivée, ne  devient  en  cepokit  ni  nvlle,  ni  iofiaie,  Bi  imaginaire. 

Le  point  est  singulier,  lorsqa'nne  de  ces  oonditions  existe. 

Le  point  est  timpie,  lorsque  la  foocUon  prime  d'noe  ordon- 
née prisa  par  rapport  à  l'uUre  n'a  eo  ce  point  qu'une  valrar. 

Le  point  est  miUi^U ,  lorsque  cette  fonction  prime  a  |dns 
d'une  valeur. 
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LspointciitàdiitaDceyiAte,  lonque  1m  deax  ooordowiècs 

oot  des  v«tean  flaiei. 
ie  poial  €st  à  distance  m/litù,  lonqn'iiiK  de  Kieoer- 

dooaés  oa  toates  les  deux  ont  des  Tekors  li 


ObtenxUi&n.  Ces  direrses  circoostanccs  peaveot  se  troa- 
ver  réonies  i  ainsi  le  même  point  peut  être  k  la  Toîs  liogidier, 
mDltiple  et  à  distance  infime. 

Obiervation.  Nous  ne  mentionnons  pas  le  cas  de  -,  —, 
0'  ao 

poisqa'on  a  des  méthodes  poar  dteonvrir  le*  Tileurs  de  ta 

erpressloua. 

m.  TntoslMB.  Une  droite  coape  toojonrs  one  ligne  de 
l'ordre  m  en  m  points  et  pas  davantage  ;  ces  points  sont  rMs 
on  imaginaires ,  ordinaires  ou  sioguUers,  simples  ou  mul- 
tiples i  à  distances  finies  on  infinies  ;  et  réciproquement , 
kariqu'nne  droite  quelconque  ne  coupe  une  ligne  qu'en  m 
points,  l'équation  de  la  ligne  est  de  degré  m. 

Démomtralion.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  refvrésesitée 
par  une  équation  de  degré  mi  la  droite  est  donnée  par  ow 
équation  du  premier  degré-;  ea  éliminant  one  qQeloonqae 
des  denz  coordonnées ,  on  d>lient  une  équation  dn  degré  m 
dont  les  racines  sont  les  secondes  coordonnées  des  pouk 
d'intersectfons.  Or  ces  racines  sont  ao  nombre  m  et  pas  d»- 
vaniage;  réelles  ou  imaginaires,  simples  on  mulUplea,  Goia 
oo  infinies.  Ayant  les  raleors  des  cotVdonnées ,  on  peut 
obtenir  celles  des  fonctions  dérivées,  et  par  coDséqoeat 
savoir  si  les  points  d'intersections  sont  ordiDaire»  oa  siogn- 
Uers,  etc.;  la  réciproque  est  évidente- 

CoroBaire  I.  Une  fonction  Bjmélriqno  des  coordonnées, 
des  points  d'intersections ,  même  des  poinU  imëginmira ,  a 
toujours  one  valeor  rédle.  Cesl  noe  conséquence  de  la 
théorie  des  équations. 
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CoroUtin  II.  Le>  m  jioiDti  d'iolersKliMu  donnent  liea  * 

m{m — 1)        . 

— — — ,  cordes  réelles  on  imaginaires,  simples  oumulliplei, 

os  DP  point  moltjfte  de  l'ordre  n,  il  y 


ObtenaUon.  Une  Ugoe  de  l'orân  m  est  nne  courbe  dn 
gatn  m—  ii  voici  à  oe  sojel  les  idées  de  Descartes ,  poiot 
de  départ  de  lont  ce  qQ'oo  a  Tait  U-dessos.  ,■  Je  poorrais 

•  mettre  ici  jdnsienrs  aatrei  moyeas  pour  tracer  et  conce- 

>  TofrdesliginescoQrbesqui  soienldepInienpliucOBposées 

•  par  degré»  à  l'infini  ;   mais  pour  comprendre  ensemble 

>  tODies  celles  qni  sont  dans  la  natore ,  et  les  distinguer  par 

■  ordre  en  certains  genres ,  je  ne  lacfae  rien  de  nteillear  que 

■  de  dire  qoe  tous  les  points  de  ceUes  qa'on  pent  nommer 

>  géométriques,  c'esl-Mire  qni  tombent  sons  quelque  me- 
-  nirei«éciseeleuGte,ootnéceHaH«iDealqoeIqaenpport 

•  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite ,  ipà  pent  être  expri- 

■  mée  par  quelque  équation,  en  tous  par  une  même,  et  que 

•  lorsque  cette  éqnation  ne  monte  que  josqu'an  rectangle 

■  île  deux  qoanlitéa  indéterminées,  on  bien  au  carré  d'une 

>  même,  la  lipie  conrbe  est  du  premier  et  plus  simple 

•  genre,  dans  leqodjl  n'y  a  que  le  cercle,  la  parabole,  l'by- 

■  periiole  et  l'dUpse  qui  soient  comprises  ;  mais  que  lorsque 
<•  l'équation  monte  jusqu'à  la  trotsiéme  ou  quatrième  di- 

■  menton  des  deux,  ou  de  l'nne  des  deux  quantités  iodéter- 
'  minées  (car  il  en  faut  deux  pour  expliquer  ici  le  rappwt 

•  d'an  p(^nt  à  un  autre) ,  elle  est  du  second  ;  et  que  lorsque 

■  l'équation  monte  jusqu'à  la  cinquième  ou  «xième  dimen- 

•  sion ,  cHe  est  du  troisième  ;  et  ainsi  des  antres  à  l'infini.  •■ 
{IM  Géométrie ,  livre  sectnd ,  coir  p.  337 ,  édition  Goasin.) 

Ainsi ,  selon  Descarlea ,  les  ooorbes  des  degrés  3n-f  t  et 
2n  4-  3  Mot  du  même  genre  ;  il  choisît  pour  exem|^  le  lien 


nign^Pdi-vGoOgle 


—  4ta- 

géonUrifM  sairaBl ,  le  immler  qu'on  tit  truavé  pir  k 
méthode  cartésîeiiDe.  Soit  GAL  na  triangle  rectaagle  tm  A , 
G  et  A  sont  des  sonunets  fixes  sur  AL  prolongée,  on  prend 
LK  d'one  loogoeor  cOBilante  |  par  K  on  màot  xate  draile 
de  direction  donnée ,  celte  droite  rencontre  l'hypoténue  va- 
riable GL  en  no  point  G  dont  Descartes  détermina  le  liai, 
qu'il  troan  être  tma  byperbola ,  courbe  da  pranlw  gare. 
Il  éoOBCn  cette  proposition  générale;  ■  la  ligne ifui  pane 
par  le  pcrint  K,  an  liead'étre  une  droite  est  une  ligne  ioatée 
dngenrem,  etaemoownt  parailéleiMiit à  eUe-méme.le 
lien  dn  point  G  est  une  ligne  da  genre  m  -(~  *  ■  ^  élèrai  «n 
tronTennit  hdLnnent  b  démonstration.  Telle  eit  selon  Des- 
cartes la  gteératlon  organique  des  conrbcn  géonétriqoes  de 
(nos  Iss  genres,  et  d'une  exécntion  mécanique  trâs-hcilei 
GLeal  une  r^la  mobile  antoor  de  G,  et  KL  nne  antre  régie 
se  rnooTant  dansnoe  rminore  ALK,  et  pooisant  denot  eUe,  la 
régteGL  cl  la  courbe docmée  ;  si  cette  coorbedonoée  est  an  cer- 
cle, ligne  da  preqiier  genre,  ayant  L  poor  ontn  et  fiL-ponr 
rtyon,  le  lien  da  point  C  est  évidemment  one  ooncfaolde. 
eoarbe  do  aecond  genre  ;  il  place  les  eourbei  qw  mal  an 
carré  de  cairé ,  an  même  genre  que  nllea  qni  aonteat  an 
eabe ,  «t  cdlet  dont  l'éqnatton  ranoote  an  curé  en  cnbe 
(lisitaie  degré],  m  même  genre  qoe  It  mr-Miidt  (dnqvjme 
degré) ,  pnroe  qae,  dit-U  ,ily  m  règle  géméraU  pour  riiitin 
au  twhê  Umtei  lei  diffietUUi  fut  «ont  in>  «orr^  A  arré  tt  «n 
sw>so^ûfe  tovtti  eelltÊ  qai  mm$  au  earré  dé  etibe,  iê  façtm 
qu'on  ne  doit  point  Im  etHmtr  ptui  compesAs.  (Mtee  édition, 
p.  Ml.) 

La  Géométrie  pamt  en  1688,  année  de  la  naissance  de 
Lonis  XIV,  et  qnatre  années  STanl  Is  nort  de  Galilée  et  la 
misMuce  de  Newton  t  ce  n'est  qa'vn  170*.  qne  oM  illatlre 
gémiétre publia  en  lalinà  la  sailc  de  l'optiqneen  angUïs, 
la  dasstflcnOon  des  lignes  éa  troiaiteie  ordr«i  es  I7M  Vop- 
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lM|iie  fDt  trad^te  en  lalin ,  par  le  célèbre  pbîloiophe  dëato 
Samoel  Clarke,  in-4<>  de  348  pages.  Car  ii  cette  époque,  1m 
philoiopbes  ne  (TOyaient  [ws  encore  déroger  en  s'occopent 
de  pbyriqne  et  de  géométrie.  Newton  fat  si  satùTait  qa'ïl 
gratifia  le  Iradoctear,  de  cinq  cents  livres  sterling.  A  cette 
traduction  est  joint  l'opnscnle  de  24  pages  :  Enumeralio  li- 
neantu  tertii  ordinia.  On  voit  ici  la  première  théorie  exactedes 
ligneg,  Tondéesarles  idées  cartésiennes;  cet  oavrage  très-rare 
n'a  jamais  été  traduit  en  français  ;  voici  le  débat  :  ■  LxTua  geo- 

■  metrica  lecundum  numcrum  dimennomtm  œquationii  qaa 

>  relatio  inter  ordinatai  et  aiociaks  dejf nifur,  vel  {quidperinde 
»  e$ti  leeundum  numemm  punctorum  in  quilmi  a  linea  recto 

■  g^ari  possunt  (tptime  distingmmlur  in  ordines.'Çua  ratione 
»  linea  primiordiniierit  recta  tola,  ea  Becundi  tive  quadralici 

■  iyrdini$eruntsectionaconiasetcirculus,etasterUi$iveeu- 

>  biàard^ttt$parabolacubica,parabolaneilitmayeismiit>ete- 

■  nuneSreliqtUBquaifàeetiumerartauctpimiu.Curvaoutem 

■  primi  gmerit  [ntpHdem  recta  inter  curvoi  non  eit  nume- 

■  randa  ] ,  eadem  al  eum  fines  Hcundi  ordinis ,  ef  curva 

■  $eeundi  gmeri»  eadem  eum  tinta  ordinit  tertii.  Et  lûua 

■  ortfwiû  m/inite»mi  ea  ett  q%utm  recta  tn  ptmcftt  infinHù 

*  aeeartpoU$t,quaUitttipirali$,ciieloiiyguadr9trixettiiua 

•  omniê  q¥V  per  radii  nef  rota  revobitifma  infimiai  gane- 

>  ratitr.  »  UparaNde  cobiqne,  dite  anan  cartésiemw,  est 
delà  fonne/=:aj:^,  etlapandwIeiieilieDDea  pour  éqna- 
lioD^=>3^%  elle  est  célèbre  parce  que  c'est  la  première 
Goorbe  qn'on  ait  sa  rectifier  ;  voici  roriginedovom:  Wallis 
avait  indiqué  des  relations  différentielles  qu  poovai«ot 
anKDer  i  découvrir  des  courbes  rectifiables.  Un  jeane  géo- 
giètre,  GniUaame  Neil ,  indiqua  ane  courbe  géométrique, 
■atisMMDt  Mix  relations  de  Wallis;  et  derechef  celai-ci 
IroDTA  qoe  c'était  la  oonrbe  où  le  cube  de  l'ordoBnie  était 
propwtioBnel  au  carré  de  l'abieiaBe;  on  a  appris  depuis  que 
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celte  Goorbe  n'est  antre  qne  b  développée  de  la  psrabole 
wdinaire;  et  toutes  les  dérdoppées  soDt  rectiOables  essen- 
tidletnent. 

un.  DéfinUiotu  relative»  aux  tegmmtt. 

Sf  l'on  prend  hd  point  fixe  0  sur  nne droite,  coapantone 
ligne  de  l'ordre  m ,  les  distances  du  point  0  aux  points  d'in- 
(n«ecli(His  se  nomment  ugmenti  de  la  droite,  relatifs  an 
pt^ni  de  l'origine  0 ,  et  ^elon  qae  ces  segments  9boatîas»t  h 
des  points  réels  on  imagÏDairea ,  simples  on  multiples,  etc. 
Les  segments  prennent  la  même  dénomination. 

ObiervaHon.  Ainsi  lorgqne  la  droite  n'a  aocan  point  de 

commun  avec  la  ligne  de  l'ordre  m ,  tons  les  segmenta  sont 

imaginaires,  ont  nne  existence  parement  analytunie,  mais 

□DcfonclioDsymétriqaede  ces  segments  anneTaleorrédle. 

{LaïuiteprodiaintmaU.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


90.  Dans  la  figure  59  qni  sert  à  la  démonstration  da  carré 
de  rbypoténnse ,  démontrer  que ,  1°  les  trois  points  G,  A,  D 
BODt  sur  une  droite  perpendicnlaire  à  la  bissectrice  deTangle 
A  ;  2°  AL  est  perpendiculaira  à  GC  comme  AM  à  BD  ; 

AIR ,  BD,  GC  se  coupent  en  un  même  point  I  ;  la  mAne 
propriété  a  lieu  si  les  carrés  sont  construits  dans  le  sens  in- 
verse. 

(  Georges  Ritt.  ) 
Getie  propriété  a  élé  remarquée  )»ar  un  Anglais  nommé 
Hammel.  Tta- 
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Stir  U   qtuHitm  pr^oiée  ok  ooneoun  gémirai  4t   1844. 
iMiahÂmatiqim  ipéeiaUt).  {T,  p.  377.) 


WAM.  M.  A..  isamsT. 


La  beBe  propoaiHOD  qoe  l'Académie  de  Paris  a  cboMe 
«etle  année  pour  le  mjet  de  conconn,  est  doe  h  M.  Chasiei. 
Elle  se  trouve  éooacée  daos  on  mémoire  i>réseiité ,  par  ce 
MTaot  géomètre,  4  l'Académie  deasdeoces  C)  et  iomalé: 
PropriiUt  siométriqan  dei  (m»  fwM»(^ùm  eomque  Aom  la 
difféMma  ett  nelifiabk. 

L'étnde  géomOrique  des  Iransceiideales  dliptiqnes  de  se- 
cuade  espèce,  a  nalnrdlemeDt  condidt  Kl.  Chasles  à  des 
théorèmes  Boareanx,  dont  la  démonstralîoa  directe  et  syn- 
tbétjqoe  offrirait  sans  donle  de  grandes  difficultés  -.  parmi 
ces  théorèmes  dont  raaleor  n'a  pas  encore  publié  la  démons- 
tration ,  se  trouTent  les  sirivanls. 

Çuand  deux  ara  xmbiàbJa  (**)  on)(  une  extrémité  corn- 
nome ,  leur  différence  eil  égale  à  la  différence  enb-e  let  tan- 
ggntet  meiMt»  par  let  deux  autre»  extrémitéi ,  et  tertninéei  à 
itm-  point  de  eoneoan. 

Par ee pmnt et l'ertrémité eommuiie de$ deux arcM ,  onpeut 
faire  pauer  une  conique  homofocale  d  la  propotée. 

Quand  dmx  ara  lembiablei  ont  une  extrémité  eommmu , 
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dans  l'angle  formé  par  la  Umgentei  menéet  par  leurs  deux 
autreg  extrémités ,  on  peut  inscrire  tm  cercle  q%ù  touche  la 
conique  au  point  commun  de»  ëeux  ares. 

Des  théOTémea  qui  précèdent,  os  conclot aisément  le  sai- 
T»nl  qui  finimit  k  solathia  de  la  question  qoi  noasoocape. 

Si  l'on  cotuiiète  taoa  les  cerclM  qoi  toachent  tine  section 
conique  en  nn  même  point,  et  qu'on  mène  k  cbacao  de  ces 
cercles  denx  tangentes  qui  toachent  ea  mâme  temps  la  co- 
nlqœ,  le  lien  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ce* 
deax  tangentes  sera  la  trajectoire  orthogonale  et  conjuguée 
de  la  coDiqae  donnée  qui  passe  par  le  point  donné. 

H.  Gbasle*  ne  tardera  pas  «ans  doute  à  publier  ses  élé- 
gantes rectaercbcs.  Quant  à  nous ,  ooas  n'avons  d'aolre  bal 
qoe  de  montrer  comment  on  poarait  arriver  sinfrienieat,  «t 
à  l'aide  de  l'analyse  h  la  sohiUoo  de  la  qoesUoa  proposée  j 
senlomonl  nous  donnerons  un  peu  plus  de  géaénlité  à  l'é- 
noncé en  ne  spécifiant  pas  l'espèce  de  la  conique  dcmoée. 

PkoblAiib.  Étant  donttés  une  conique  queleonquett un  point 
fixetur  cette  courbe,  on  lui  mène  wt  cercle  tangent  m  ce  point, 
e(  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  U  point  de  rencontre  des 
deux  tangentes  extérieures  eommiunet  à  la  conique  et  ou  cercle, 
lorsque  le  rayon  dt  ce  dernier  varie. 

Solution.  Soient  pris  ponr  axe  des  jr  la  tangente  corn- 
roaoe  an  point  donné  an  ccrde  et  è  la  coarbe>  et  pour  axe 
des  X  la  normale. 

L'éqnalion  de  la  conique  sera 

(1)  y+Ajy+Bj^'+Cr  =  0, 
et  celle  da  cercle 

(2)  y+x'+2Kc=xQ. 

Substituant  mx+n  ky,  dans  ces  denx  éqnatims,  on  Ironve 

{m*+Am+B)x'+l2™(  +  AM  +  !(i).r  +  «'  =  0, 

(m'  +  1)  .r'  +  2  (mn  +  r)  X  -f  n'  =s  0  ; 
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CMTTéa  parTailB ,  a  l'«t}in(ion 

W  ^  =  «(*+», 

«l  «lUe  d>nM  Itagtme  tmiilam  au  cercle  el  i  la  conique. 
Dm  oiù  brpMMe  un  aurt  la  deux  oimllllw»  aniraoles  ; 

(«)        (V— »B)n'+«in»+2ACn  +  C'  =  0, 
W  n'  — âffuir— /'=0. 

Si  dan»  le»  éi|uaUom  (4)  el  (3)  on  mc(  ai  lien  de  m  m  iraiew 
«irtede  (Shottauri 

(6)  {  r(A--»B)  +  2C  )  «■  +  2ACr«  +  (>(C-ïr)  =6  0 , 

(7)  (ar+  j:)  «■  ~^n — r'x  =  0. 

Et  l'éqnaliOB  (7) ,  dans  laquUeoo  neura  MumaalTertiM  au 
lin  de  >,  lit  dwiracinea  del'iqutio  («Kouraira  leséqw». 
liMU dca den  tangcntea  «xléiilcuKa  comunaHa  aaceKle 
el  i  Ucmlviei  aaiiii  jreijrn|irtenleatv*i>lnKiilll.8 
«wnionoéesdu  puiotràcea  dcuxtaageatea'aé  i»upeM,.m 
TOit  que  l'équation  (7)  M  changera  m  une  identité ,  quand  on 
'  mettra  an  lieu  de  n  l'nne  quelconqoe  des  racines  de  l'équa- 
lion  (6).  Sons  ce  point  de  vue  oii  peut  donc' dire  que  les 
«qnaUma  («y«l  m  onl>  les  uenMa'iMhiiij,  el  par'  saili  sont 
identiqoea. 

L'idoUiAcalioildes  «qulions  (6)  et  (7) ,  hun»  te  reto- 
tioaa 

ar+x-       ^  —y      _  —  rx_ 
r(A*— «B)  +  SC        AC~C(C— Sr)' 
oa  ■   ■.  '  ■  ■ 

(81       î(A--»B)>  +  31CÎ>+C(aj:+%-)  =  d, 
(S)  ilec+%3>)r  —  Cy  =  6. 

"Gei'éqmlioril  ne  rciiftinBeDt  r  qu'an  premier  degré:  elles 
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reprèsentent  deax  droitei  qn)  ae  coupent  «a  mtee  poini  q 
les  tangentei  oommonea.  On  troare  en  éUmintnl  r. 


èqnaffa»  qui  est  cdle  do  lien  gèoatiriqne  d 
n'est  antre  qn'one  Kction  conique  tangente  i  l'otigine ,  k 
l'axe  des  f ,  et  qui  par  consèqDent  conpe  orthogonalement 
ta  conique  donnée  an  point  donné;  eAto  dernière  reiargne 
nous  sera  (ont  à  l'bnire  très-utile  ponr  reeonnattre  la  poa- 
tioa  rdative  de*  denx  coarbes. 

Si  H  et  H'  représratent  les  quantités  qne  l'on  déngne  ha- 
bituelkment  par  F — |AC ,  et  qoi  aont  relatires  aux  coorlM 
(1)  et  (10),on1roaT6 

H  =  A*—  *B,       H'  =  -  4A'  (A'—  48), 

la  courbe  eberdiée  aen  donc  une  hyperbole,  nne  panlmle 
on  une  ellipse ,  saivant  que  la  courbe  donnée  ans  une  et- 
lipae,  une  parabole  on  une  bjpertiole. 

Gea  denx  coarbes  ont  même  centre;  on  trouve  en  eSrt 
poor  les  coordonnéci  du  centre  de  la  pfcmière , 
(11)        ^+Aj:^0,       Ay  +  2Bx+C  =  0, 
et  pour  celai  de  la  seconde 

(19)  (A*— 4BH-4):r+aAx+ACwO,     ^+Ax  =  0, 
et  les  éqoationa  (13)  sont  éTldemment  des  conséquences,  des 
équations  (11).  Ces  deax  STsIëmes  s'accordent  k  donner 
—  AC  ac 

■''^A*— 4B'      *~A'— 4B 

Si  de  l'équation  (10)  on  retrandw  l'équation  (t)  après 
l'avoir  prMitdement  mnJUpliée  par  4 ,  on  ironTera 

(13)        (A*— 4BXr'  +  :e')  +  aAQr~4Cx  =  0. 

"  Si  (A*— 4B}  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  ai  les  €oarl>«t(t) 
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et  (10)  ne  iodI  pu  des  paraboles,  l'équtk»  [13]  reivéseale 
an  cercle  qal  passe  par  les  quatre  polal»  oimm&os  aux 
cotiriMt  (1)  et(10)  et  qui  dn reste  a  éTldemment  même  coitre 
que  ces  deax  courbes  (*)  ;  oo  oooclat  de  U  que  ks  deux 
courbes  (1)  et  (iO)  ont  mAnes  axes,  el  GomiDe  elles  se  coo-  . 
peut  orthogonaknnent,  fl  en  résulte  qu'elles  sont  bomo- 

Si  A*— 4B  est  nul ,  l'ivution  (13)  devieiM> 
(14)  Ay—iCx=&. 

Elle  repréaeote  noe  dnrfte  perpendiculaire  aux  diamèlreades 
paraboles  (1)  et  (10)  ;  il  rénUte  encore  de  lit  91K  ces  devx 
courbes  ont  même  axe  et  même  foyer,  puisqu'eUes  se  cou- 
pent wlbogonalemenl. 

En  résumé  on  voit  que  le  lieu  dentandé  est  la  trajectoire 
GODjogDée  et  (Hlbogonale  qui  passe  par  le  point  donné  de  la 
conique  donnée. 

On  pent  an  snrjdas  rendre  jAm  explicite  cette  àtnUn- 
conséqneMfe. 

Sai^KHons  d'abord  que  la  coniqOe  donnée  soit  une  ellipse 
coounedans  l'énoncé  du  problème  proposé  au  concours. 

Soient 


Véqaatioo  de  la  courbe  nf^orX^  k  son  centre  et  à  ses- 
axes,  et  x'y  les  coordopaées,  dn  point  donné  ,1W>  le  lieu 
demandé  sera  une  bjperbole,  et.si,dn  point  HcçaHoe  cenliw 
aTec  OM ,  comme  rsjou,  on  déo-it  nu  cercle  qai  coupe  l'el- 
lipse aux  quatre  points  M,  M',  M",  M'",  ces  quatre. points . 
ainsi  qne  nous  l'aTOns  montré  précédemment,  appartiendront  < 


O  Ceit  an  ftlDclp*  l*a*nl  qa«*i  f— •>  ^—9  Mil 
MntqoM  miHigalilqu»,  l'tqa*Uan  f  +  li^— a  oA  >  ail  una  EODNMIa  qi 
qve,  ifiMnient  t  ona  treiilAiBa  eoMhric  coDnrairiqge  toi  penMiM. 
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aossi  h  Ilijrpcrbote  qui  aura  par  (»Dséi}DCDt  les  oi£OM»  «xes 

que  l'ellipse  -,  ^  équalioa  sera  dcmc  de  la  fonne 

Pour  dëlerrainer  les  coefficfeols  PetQ,  nous aurMis  d'abord 

et  comme  les  tangentes  en  M  à  l'eUipse  et  à  Pbyperbole,  se 
coupent  à  angles  droils ,  oo  nm  aiB«i 


gy  b'x' 

=  - 1 

«"^ 

à" 

de  cgK« 

eÇÉBQon  et 

de  la 
a'  — 

»■  =  c-. 

en  lire  en 

Q  = 

a' 

■  '^^. 

d'où  l'on  déduit  pour  l'équation  du  Heu 


Ci)~i^ï 


Ce  qui' est  bien  l'équation  de  Thyperimlc  bomofocalc,  qui 
passe  par  le  poml  M,  poisqap 


ifï 


Uni  ealcut  finàlo^'  'cMddH  anx  mMés  conséquences, 
dans  Ic'cas  où  la  coOlqùcdiidnée'  est  une  hyttcrtKâc'. 

Supposons  011  dernier  lieu  gjie  ]»  cogite  donnée  soit  une 
purabole  ;  cette  courbe  rapporléc  à  son  sotnniiet  et  à  sou  aie, 
iiufâ  pour  équation  ' 

y  =  ipj:. 

Soient  j-',.r'  les  coordonnéis  du  |ioint  doniiO  H,  la  cimrbc 
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—  Ml  — 
ukerSbàe  sera  me  paratMie ,  pasmat  par  k  potet  M  et  sud 
s;iDétriqae  M',  elle  aura  dWK  même  axe  que  la  propOM^ , 
puisque  la  direclion  de  leurs  dùmètrea  est  la  même ,  et  sod 
équation  aéra  de  la  forme 

y'^Px  +  Q. 
Gomme  les  deux  coari>ea  se  coupent  à  angles  droite,  ou  aura 
fOur  ^éltm^aee  P  et  Q, 

ceqai  VMpMt à  t^oaUoB  sul-fante du  Tlea  denandéc  r 


NOTE  âUR  LE  MEMB  SUIET. 


1.  La  mIqIMo  qM^oil  Tient  de  Hre  ne  lai«e  rien  à  désirer 
paar  la  i^ipnQlU  el  l'èléganoe.  Mtris  mm»  crayons  qull  n'est 
pu  nnt  ntmté  de  traiter  tamAaie  qoestiOB  sous  on  poist  de 
vM  pém«Méral. 

Sttmt^evxittMtqoa  aUbén  don  le  mène  |4n  el  données 
rÉanwin  pnrir  tifirtln— fll-^— '-  à  aïs  tenae^rt  rappor- 
«éM  kideaiauaqoBtooaqiM.  daaemoBs  ooe  droke  tngeate 
«MK.de—icawq— ,  et aolty^ ■axi^y+  aa/=^9  l'èqnMiuD 
fceeUedM>lle,pa[|paBt|nrtepDiBt(x',r')i  ou  aara  pour 
lafinBiireaaBâreil'éqaÉtiende.«oiiditiD*(I.U,p.  1U), 

rf'  {mx"  —  ^kx'  +  r)— 2a(A/+i'a7'  +  «  —  mx'yj  + 
+my'-l-2i>'  +  /'=0. 

On  a  anc  équation  anakgue  poor  la  seconde  coniqaei  ces 
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éttOBtiOM  devaDt  donner  la  méMM  valaon  poar  le  eofOcMit 
î  < ,  a  Tient  : 


X,  j-  nnl  lea  coordonnées  du  point  d'intcweelh»  de  deas 
tangente!  cmnmonea,  et  Tes  lettres  grecques  rqwésenlenl 
pour  la  seconde  coniqQe  des  f<»ctions  analogues  aux  mtes 
fonctions,  dte^Béas  par  dea  lettres  rpMaiaw  daaaU  preoûiae 
roaiqae;  cas  éqoalioas  prennent  cette  rorme  ' 
iwt[/^— *jy+**x'+Bj]  +  «[»ij'jc"  — ^  — aFx"— Sax]— 
—  «'*(m^  — 2**+/)  — »[»»*'— atr +  0  — 
—i  (««y —*>-—*'«—«)  =  0, 

I»  [&••- iu«y +2Ayx' -  rx"] + 8«r  {B^r* — a*> + 0 — 
2->  (mx»— oix+o— 1  («r'  -2f,r+f)  +*'  («x*— a*j>+j)  s=  », 

prefantla  valearde^iUof  I*  première  équation ,  etiasab- 
slitoant  dans  la  se^ode,  «o  a  une  éqaatioo  do  sixième  degré 
«n.x;  Uyadooftsix  points d'iDlerseelion.eBtieleft tangentes 
coiDMiuiesi  par  consëqoeot,  il  ne  saoïaU  eniter  ^ne  qvalcv 
laagentea  eommnnes;  c«  qu'en  pouvait  fvévoîr'  à  priori- 
D'ailleurs  on  démontre  aisément ,  k  l'aide  de  la  théeiie  des 
pobirea  rédproqoes ,  qne  deax  Ugnea  algéiwiqta ,  placées 
socle  même  idan.l'anedn  dagré'M,  M  l'aire  Jndeg^», 
ne  psprenfravoir  en  coHmon  qat  .Hnfm — t)  (■ — 1)  !■«- 
génies;  et  dans  le  cas  Ht«d  m^iiasS;  evToitauni  qa'on 
peut  siBpUBet  les  deux-ègoaUons,  en  prenant  k=-  k^  0, 
K«:0,  ce  foi  est  loajoors  poasibèe  M  lesi^eox  eanrtaen  ont 
on  centre  ;  si  l'ooe ,  la  [wemière  par  exemple,  etl  one  para- 
bole, alors  m  =0,  on  peot  faire  «^ïK'^Oel  it^^O^  û  leK 
deux  sont  des  paraboles ,  alors  m  =  (j-  =  0 ,  on  peut  «loore 
prendre  il  =  ■  =  O.  Ce  qni  simpUSc  les  dcax  équations. 
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—  «sa- 
li. BtfréRBUat  1m kmtaies  de  cette  rorme  mx~i^par 
[iM>],  alors  lei  dedx  ^tputioitt  peaveol  s'écrire  afnri 

+  x(2[*.]+[n])+[«l]=0,  }     *'* 

+3r[«]+2a:[r«]+[ft']  =  0.  f     ^"' 

Siki  eomqMeHntamcentripips,  fnoaDt  le  oenlre  pour 
origiDe,  les  (ennes  dn  troisième  degré  s'animltiit  ainsi  que 
le  lenne  en  :qr  de  la  woonde  éifiiatk» ,  de  sorte  qo'on  n'a 
pltti  qne  deux  éqoatioDS  du  aeoood  degré. 

Si  fca  deax  ceiiqnes  ont  db  fi^er  en  ceowaD,  Bxast  Y-o- 
rigïBe  à  ce  tajet,  et  {mmanl  les  axes  tectaBgjrialrea,  ca  a 
/=  f ,  X  K  V,  R  =  »  =  0.  (Tcir  I.  II,  p.  497]  {  aïMi  ka  dan 
deniers  lenne^  des  deux  équations,  aioii  que  le  teraaa  ev  j;* 
eUe  oocffiôeM  [k*] ,  disparainent  i  ce  qui  MUflifie  l'éqnatioo 
fioale.  Oorrette,  nous  reviendroos  dans  wae  tmtrmwemiitD 
sur  teUs  -dlKiiiBiM  inporlanle. 

III.  Sappa40w  fiwl»  seoOMde  cwiqne  représeotée  pv  des 
lettres  (rrecqws,  imt  mUértnieiit  dospéaefciq^lRvpraifitee 
ne  soit  assi^etlia  qa'i  quatre  cnnditionsi  les  six  bîuAMei  i, 
k',  i,  F,  m,  n  feuruiueat  cinq  rapports ,-  nipppMMU  q«6)i'«n 
ait  quatre  équalions  ettfrw  ces  c|»q  rapports  ii«uri]iafeaie 
ces  quatre  équations  et  des  éqoatlooa  (1)  eu4a),.0ii  poanra 
éfiaintrlea  daq  rappM*,  etoQDblieHtraieli>»(écaaéirtque 
dfi  iiilfiifflUniii  des  iBOgaatea  CMuawMS  à  la  aaniqbe  fi»e 
et  i  la  Nwqae  variaUe.  DwuffM  queblBa^Qj^^oVles.     .  . 

1.  ta  eomque  tanabtê  at  otniiattii  dmlsr  mmbMtfà 
rile-mtme  etmtnbUAltmmt  fiaeit. 

Fix<^  rorigine  an  centre  d'bOBialofte ,  dors  A,  B,  C  de- 
vient /A,/)'B,^*G,  D  etEseclM^eDteR/>D,  /i£etFne 
changent  pas,  ioacm,  i.  A',  /,  f ,  n  deYÎenueat  p*m,p*li,p*k', 
p'I,  p'f,  p'n  ;  sobsliluant  dans  les  équations  (1)  et  (2),  i4les 
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—  fcW  - 

devimnent  dinublea  par  />'  ;  «t  «baMoeoe  hmCmbu  pins 
qiie/i'«(/iiMiiBiiianteetle  oomlMle  «rbtlniîrc ,  on  afetial 
le  lien  géomélrique  du  point  de  coaconrs  des  tangenles 
OOBDIBDCS  à  une  conique  fixe  et  à  une  couiqne  toujoim  Mm- 
blaUe  A  une  antre  ooniqne  et  semblablemeni  située,  et  idon 
le*  diTCrses  sapposilions  qoc  l'on  fera  sar  la  posiliou  du 
centre  d'homologie ,  le  lieu  géométrique  se  ^m[dîBera. 

S.  Lk-ooniquc  nrtable  «it  «i^attie  A  ti'mvfr  qu'as  élé- 
iqent  wUtnére, 

-  SupppBOOt  qu'on  oomiÉMC  Ica  <i«alie  bintaiea  p ,  i,  ï,  x; 
et  qu'on  ait  nue  rdatk»i«Dli«  1'  eta/j  on  lire  de  la  peeaUrc 
éqtuÉtaB  la  lahar  de  x,  pourra  mbatitMr  dav  1»  Mcoode 
44aaltoOr«ài'«D(nwidIftiiakarde  X',,«tr-eaTattqDe  i'«t 
-■»  bootliB  eo  X,  j}"dn  IreMène  degré -diriièe  pw  aœ  antre 
fooeltaiidomteieidagré,  ot  Varic^onottmda«txKme4egré 
4ifiiéi|WMBfMKAQBda'dBqBiàaiedcgré;4'apféale4q^ 
4ai*MlittaB  oMte  l'et  i*,  fl  m»  tocHe  de  cooDatlre  la  baiilc 
sapérioire  du  degré  dn  lien  ffioeaiDUiqae-  p.  «x.  si  f 'od  a 

■ifx=mt^'+6 ,  a  «« /r sont 4et  quantité» dcMèn ,  hllea  géooM^ 
•MfM:qe  déppsMra  jamais  le  donfitaw  degré. 

Sb^  &y-^-Bxj-+Cx'-hEx<=nQi  éqoiitten  delà  ceaiquc 
douaée,  ■lHy+ai'-~-9t^*—»jc+t^=ft,rélpiaAm  de  la 
coBiqae  qwai  on pantuélre  r  varfhble;  oua  /=o,  K  =  e, 

il«tt— 4,  «=aw-4r,  i'=n— 4a,  Isafl,  )i's=4(r'-^n,  v=4*r. 
EbiMBt  fcxtMloal,  on  aiftre  i  QM  «purtioa  dor  shMae  de- 

■gnfi;  la  wniqtiâ  ?«(éaMewt-i(iww'ellipaedBa»WdiawMiiiii 
conjugalli  éinK KM  aoaiminnrtDt'lpfcraBéles  ans  axes,  tt 

"qài  'ioacke >(MaunHÉiaat IteO  des  r  en  un  potat<ar  =  0, 
^  =  0). 

Sup^oma»  4Bpl«raa^,réquatioD'Baalecstduat)isièDf 
degré,  M  00  Meotnpote  ainsi 

(mx  —  2i)  [  (*r  —  *>)'  +  'y  Cmy—  2*)  3  =  «  i 
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MX — U  — 0,  est  réqiiation  «fane  langentc  parallèle  à 
l'axe  des^,  et  louchant  la  conique  dooDéc  au  point  diainé- 
iralemeiit  opposé  à  IWigioe  ;  l'équalion  du  lien  géométrique 
peut  se  mellre  boos  la  forme  A!y  +  h'xy  +  C'x'  +  D"^  =  o , 
donc  B"— 4A'C= — itmti^;  W^  ''?=l*'i  donc  si  la  conique 
donnée  est  aae  dlipse ,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole  et 
tûe  ttnà  ;  les  deux  courbes  sont  conceDlnqnes,  etu  la  oinf- 
qne  fixe  est  one  parriwlc ,  le  lieu  cherché  est  aossi  odc  po- 
rabc^. 

L'équation  aux  axes  prùicipaux  est  (V.  1. 1 ,  p.  496) , 
pour  la  conique. fixe 

pour  le  lieu  cherché 

y  [  {*■+  mt)  cosï  +**'!+  ^  (*'  i-mF—k")  + 

Ainsi  les deoKoiNiriMB n'ont pHtemAnes^inespriRCipanx. 

Si  7  =  t*,  don  .on  f^vient  au  problème  du  concours  ;  les 
axes  priQcipaitx  sont  les  ménKS,  iH  ]*^  ^^'"^  courbes  w 
coupant  ortbegOBaletnpnt  deviqnacnt  bi-£ui4i*cales ,  il  est  à 
remarquer  que  la  bissectrice  Avs  deux  taogenlcs  à  l'ellipse , 
est  DOC  tangente  à  l'hyperbole  hî-coofpcale,  de  sorte  que 
l'enveloppe  de  cette  bieseclricc  est  une  hyperb(dc.  C'est  une 
conséquence  du  théorie  XXIV.  (Tome  11,  p.   538.) 

Nous  nous  appuierons  sur  cette  conséquence  pour  dénuMi- 
trer  dans  le  prochain  numéro,  par  des  considérations  géomé- 
triques infinitésimales  le  hean  Théorème  d'iin  émiucnt  géo- 
mètre sur  les  arcs  «em(/a(/es  dans  l'ellipse  [T.  p.  425)  i  dans 
le  même  numéro,  M.  Gérono  donnera  une  solution  pare- 
ment synthétique  du  problème  du  concours. 

Tin. 
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REMARQUE  SUR  LES  LK^ŒS  INCOMMENSURABLES. 


Je  crmsqa'il  ett  bon  de  dèmoolnr  eo  géonétiie  Van- 
tenoe  des  lignes  îDGOiiunensand>les,  annt  d'eDUncr  b 
partie  qni  traite  dea  rapports  et  des  propiwtloos,  et  d'iToir 
exposé  I«  mesure  des  surfaces.  Void  une  démoostratiaa  de 
riBcmnmensnnbailé  de  la  diagomie  et  da  cMé  do  cwrè, 
qa)  me  sanble  cooveniraav  déments. 

Sor  la  diagonale  AG  Ifiç,  63)  da  carré,  portes  son  cAlé 

BC  =  AD,  tirez  BD,  pois  DE  pâpendicolaire  à  BD-,  de 

même  EF  perpendiculaire  à  DE,  de  même  eneore  FG  per- 

peodicolaireliEF,  elaini  desitte,TO(iiaBrei 

AC=I.BC  +  DC,        DC<BC, 

BC  =  S.DC+EC,         EC<DC, 

DC  =  3.BC+FC,        FC<BC, 

etc.; 

et  ainsi  de  snite  i  l'infini.  Pour  la  démonstratiOD,  il  suffit  de 
joindre  D  avec  le  milieu  O  de  BE. 

On  voit  donc  que  les  éqaatioos  se  prolongent  k  rinGoî  et 
qne  par  conséquent  il  n'y  a  point  de  cMomune  mesnre. 

Mon  ami  M.  lionnet  m'ajant  demandé  quelques  conseils 
relativement  i  sa  géométrie ,  dont  les  Annales  rendent  arec 
justice  nn  compte  avantageux,  je  l'ai  Ine  arec  atlentioD.  11 
m'a  semblé  qne  la  recbay;be  de  la  plus  grande  commune 
mesure  pouvait  être  le  problème  3  du  livre  3,* et  qu'A  cob- 
venait  de  démontrer  immédialemcnt  sur  l'exemple  précMsal 
que  rincommennirabililé  existe  entre  certaines  lignes. 
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—  *«  — 

Si  l'aQleor  tieot  tbwlameiit  &  ne  point  séparer  denx  pro- 
bièmef  par  an  tbécM'ënie ,  il  peal  poaer  ainsi  la  qoestioo  : 
TroBTer  la  «oaaniuie  meBore  de  la  diagoBale  et  da  o6t4  da 
carré  j  cet  exemple  vient  nslnrdleniait  après  l'expoeé  de  la 
aétbode  de  la  eonimniie  mesure. 

Non.  Cest  dani  le  dixièate  livre  qa'Euelide  comii»!»»  à 
a'ocoqwr  des  grandears  tncoouneiuurables.  La  pranitee 
définition  de  ce  livre  est  qne  denx  grandeart  sont  commen- 
wriAla,  lonqa'eOes  ont  ane  commaoe  mesure.  11  démontre 
eatoite  (Prop.  T] ,  qoe  les  ^andeors  oommennirables  sont 
entre  elles  comme  nombre  à  nombre,  et  par  ce  mot  wmbn, 
il  bnt  tHyoDra  entendre ,  selon  la  deazième  définition  do 
septième  livre ,  an  assemblage  d'iuilés  ;  la  proposition  soi- 
fanle  (VIJ  démontre  que  les  grandeurs  qui  sont  entre  elles 
cooame  nombre  à  nombre  sont  commenmraUea;  et  par  cob- 
séqoent  (YIII)  les  grandeurs  qui  ne  sont  pas  comme  nom- 
breA  nombre  sont  mcommmairabUt  -,  une  droite  étant  de  Ion- 
gOMir  donnée,  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  droites, 
les  nnes  commenaorables  avec  la  droite  donnée  et  les  autres 
ineommensorables ,  h  droite  donnée  se  nomme  raHonneUt , 
et  de  même  les  droites  oommenaarablps  avec  ellcj  mais  les 
droitea  incoDimensiirables  se  nomment  vratumn^Ui  (défini- 
tion 6).  On  voit  donc  qoe  sdon  Eudide ,  l'iscommensun- 
bBité  qualifie  le  rai^wt  et  l'trrolùmaiiM  s'applique  aux 
quantités  mises  en  rapport.  Mais  jamais  il  ne  parle  de  nom- 
An  trrofÛHHwf ,  cela  impliqowail  d>ez  lui  ane  locution  con- 
tmdiotaire,  et  reviendrait  à  Are  un  nombre  qui  n'est  pas 
un  nombre,  la  prtqKMilion  finale  (GXTIIJ  du  dixième  livre 
établit,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  en 
hMgnMir  au  cAlé  du  carré.  Enclide  en  donne  denx  démons- 
tratiow  ;  voici  la  pnnsière  d'une  extrême  simptici  A 
Soit  &G  la  diagonale  et  AB  le  o6té  do  carré ,  d  l'on  avait 
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l'OD^M 


AB 

.  AC- 

'Âff  = 

par  coDséqucnt  m  est  pair  et  n  premier  avec  m  est  imptîr, 
IciBOns  m  =  j^ ,  on  aora  — 1=  1 ,  donc  n'  Ml  pan- ,  M 
aosri  R,  ce  iioiabrc' seratt  dbac  à  la  fois  Impaîï'  eCpairi  ce 
qui  est  akarde,  dtwc etc.  Le  mot  irrationnel  répond  ita^ 
des  Grecs;  mais  en  moi  derralt  ptalAl  se  traduire  par  inex- 
primable ,  iwffoiile  ;  leg  Gr«(S  désignaient  ainsi  des  nombres 
qu'on  ne  pent  proncHicer;  le  Xo^^  signtHant  en  mAtne  tcmi» 
fMTo/e  el  rapport,  les  tradocteOrs  latins  cnt  adopté  celte 
demMre  acceptfoo  ;  qn^qnefUs  les  grecs  se  serraim  axon 
dn-  mot  xt«9&ï,  mnet,  pour  désigner  on  nombre  qa'(»i  ne 
peut  prononcer,  de  même  qncr  Dîms  ditons  on  e  moet  ;  mai» 
comme  le  même  mot  grec  le  plos  gooTcnt  vcat  dire  touri, 
les  bvdocttnm  ont  mcore  adopté  celle  sfgoiBcalioa  ;  de  11  le 
nnn  de  wmAra  munis ,  donné  aux  irratfonaels. 


BECTI«CATM)N  M  L'ÉQUATION  og.  (V!  p.  iSJ.) 


'AB    M.    LOtnS    FKB 

tUm  dn  MlMga  njiI  de  Ml 


Soient  j-,  el^.  les  denx  valeurs de^, on  aj-j',=:  —  ^ 
donc 

V _*!— V  ,*'^y■_Ay■-^*'■r._c{^t^+y*^ly:-K*-y*')l^c-;>^a: 
^'-^•■^nr-    k u ; 

on  trowe  nne  expression  onalogae  ponr  x, ;  d<Hic  ona 
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OBSERVATION 

fur  ta  rétohUiim  mumérique  des  iquatioiu  du  quatrUim  degré. 

WÂM  M.  OB.  CVOQnXT. 

Pour  résoudre  ane  équation  nomériquc  en  qaatrlèine 
degré  dont  toales  lea  racines  rfeRes  sont  incommcnsnrabtcs , 
il  suffit  de  (aire  évanouir  le  second  tenue  et  de  changer 

fmaiie  j:  en  -  ;  ear  la  dérivée  île  f  âmution  ainsi  transFor- 

■née  1  une  racine  niUIe,  et  en  délcrmfUAl  ba  deux  auln» 
radae»,  on  peut  séparer  celles  de  la  propoaéoipnr  W  théu-  . 
rêne  de  Rtrile  '. 


PROBLEME  PROPOSE  A  L'EXAMEN  DE  IMf 

POnR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  , 


Vue  cordé,  àanuvme  eoniquA,  ^a^  wt  d'um  foyer  lovs  un 
oNfleconatonl,  trowwr  kKm  géométrique  d«tfomU  dm- 
UntctùmdeitançaUameniaparletexIrémiléidetaeorde. 

Oanénepar  le  kyw  d'âne  aeetimeoniqiM,  deux  rayons 
Tecteors  qni  forment  entre  eux  an  angle  donné  3i  ;  troover 
te  lien  de  l'inlersedion  des  tangentes  menées  à  la  court» 
par  les  extrémités  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Ce  problème  se  résout  Irès-simplenKat,  on  employant  des 
Goordoonées  polaires. 
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L'équation  de  la  court»  donnée  est  p=  ^  — fcôg'w 
L'éqaatkn  de  la  dnùte  qui  joint  les  deux  poinls  (p*,  m*), 
(/,  *•")  «t 

>.'p"iia  (■»'—«*") 


en  e^Himantqne  lei  deux  pcûntsBoat  tor  ta  coorbe,  i 
cbii^  cette  équation  duu  ta  BoWante 


CM  ■:(«>' — "' 

et  en  soppoeanl  qoe  les  denx  points  se  confondent ,  oo  a 
j^our  réqnation  de  ta  tangente  «a  point  [p',  »•'] 
„ P_ 


^     cOfl  (u  —  «')  —  e  COS  u 
L'équation  de  la  seconde  tangente  est 


0- 


■^      00«{»>— «'  — 2ï)— ecos»" 
Poorle  point  de  rencontre  de  ces  denx  Ungestes,  on  doit 
avoir 

COi  (»*  —  ■')  =  COS  {« — *)'— Sa), 

d'uù      -—'-f-ù>—o.'—3»s=aht,  «=«'+*«+«, 

fll  en  éliminant  h'  entre  la  demi^  équation  et  celle  de  la 
pr«niére  tangente,  on  «bUest  l'éqnatfoii  dn  lien  dterdié. 
qoi  eal 


,= — t 

±co0s — acosw 


on  siniAeinent  p  =  - 
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Qaud  la  courbe  donnée  ett  one  etlipse ,  le  llea  denuodé 
peot  étreiine  ellipse,  une  parabole  on  dm  hyperbole  ayantle 
foferelIadirectricecorreapoDdanlecncoauDaDaTecreUipae. 

Quand  la  courbe  doonée  est  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  demasdé  est  une  hyperbole. 

Quand  Su  =  180*,  k  Heu  est  la  direetrke;  c'est ,  en  efiet , 
ce  qu'on  devait  tronver ,  puisque  la  directrice  est  la  polaire 
du  foyer. 

L'équation  a=iiil  -^a-\-iit  démontre  ce  théorème.  La 
droite  qui  joint  le  foyer  an  point  de  càocoiui  de  deai.  lan- 
gmtes  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  vec- 
teon  qui  aboatitaeat  aux  points  de  contact  ('). 

En  remplaçant  l'angle  2a  par  son  supplément ,  ce  qai  re- 
vient à  remplacer  a  par  90°  —  « ,  on  obtient  un  lien  dlOérent 
du  précédent  et  dont  l'équation  est 
P 


Lorsqu'on  emirioie,  pour  résoadre  le  problème,  les  cooi^ 
données  rectangles ,  on  obtient  à  la  fois  les  deux  lieux  re- 
présentés par  les  deux  équations  ci-dessus ,  en  sorte  que  l*é- 
qoalioD  à  laquelle  on  parvient  est  du  qnatflfeme  degré  et 
décomposable  en  deox  raclcors  du  second  degré. 

On  peut  (Atenir  aisément,  par  des  considérations  toalei 
seoiblables  à  celles  qui  viennent  d'être  exposées ,  l'équatim 
de  la  ooorbe  tangente  aux  ocrdes  qui  joignent  les  extrémiléi 
des  deux  rayons  vecteurs. 

L'équation  d'une  de  ces  cordes  est 

^  P 

COS(»  —  w' — «) 

i —  e  COS  ù) 

COSa 

O  Volrttl.p.  l».LiblMMlric«eaDp«l*caFdïiiipoinioa«ll«lau«)i«iaa 
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cbaofMDt  w'  en  <»'-)-&,  afio  d'obtenir  l'éqiution  d'me  k- 
ooode  corde,  11  vient 

P , 

^        C0*(»  —  m'  — A— a)  

i ec08« 

COêa 

Pour  le  point  d'inUrudloB  d«  deux  cordes ,  on  doH  iToir 

d'où  »  =  «»'  +  o«  +  -  +  *Tr, 

et  qnandles  deos  cu-des  M  oonrondent,  t«=:u'-f.a4-ii:. 

En  éliminant  J  entre  cette  dernière  éqaattoa  et  odle  de  h 
première  corde,  on  (rt)tient  l'équQon  de  la  courbe  deman- 
dée, qniest 

pOOia. 


"^       t— 8C( 

Cette  coorbe  a  encore  le  foyer  et  la  directrice  en  commun 
avec  l'elItpM. 

Note.  M.  PoDcelet  démontre  ces  divers  tbèofàmcs  géomé- 
triquement. (Pn^.  pt>j.,  p.  279).  Tm. 


SUR  LES  (X>URBES  PARALLELES  A  L'ELUPSE  (*}, 

1»&  H.  SKXTOJi  (]» 
iBgéDieBr  dn  vont!  «I  d 


Parmi  les  formes  Goiirt>es  qae  les  arts  emjHranteat  à  la 
géométrie,  on  distingne  particnliteement  l'ovofe,  fonne 
qui.  sans  élre  entièrement  arbitraire,  n'est  cependant  pas 
définie  d'âne  manière  précise.  La  détomination  d'an  Qrpe 
des  Ogorcs  ovales  étant,  an  fond ,  one  affaire  presque  tout 
entière  de  goût,  il  n'est  unllanent  étoonant  qne  rien  ne  loit 

(*)  yelr  De  llaaii  «t  loperSalBbiii  «qntdiiluUbDR.  DiiwrtaUo  imutanlii 
Hichtelii  ReLia. OAtÛnta*  il»,  io-i*.  —  Kisilner,  Comm,  loe.  GoiUn.,  I. XI.— 
Crelle,lIll,I.II.P-M)'  Tm. 
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arrélé  mr  ce  ptùat.  Monge  semble  néanmoiDS  avuir  voulu 
rtsODdn  la  qoeslkm ,  m  désignant  l'ellipie  comme  la  conrbe 
la  plDS  graeieub  et  la  pins  élégante ,  sentiment  que  l'aalo- 
rité  de  ce  gr»d  maître ,  appuyée  de  la  beaolé  réelle  de 
l'ovale  ejlipliqiie ,  n'a  pa  faire  prévalirir  dans  la  pratique- 
D'âne  part ,  il  est  dontenx  que  les  jeunes  générations  initiées 
A  la  géométrie  dn  Kctioas  conques  le  partagent  esclasi?e> 
ment  ;  noos  sommes  moins  attachés  qnelesanciens  à  certaines 
idén  de  perfectioa  qu'ils  se  taisaient  de  quelques  courbes, 
et  que  la  généralité  dee  conceptions  modernes  afRiiblit  de 
jonr  en  jour.  I>tte  espèce  de  culte  qu'ils  professaient  sur- 
loBt  poor  le  cercle  a  dû  s'étendre  naturellement  à  l'ellipse, 
^i  ê'j  rattache  si  étroitement ,  qni  est  après  Inî ,  en  un 
mol ,  la  phts  connos  et  la  pins  populaire  de  toutes  les  coor- 
b«;  mais  ail  se  retrooTe  aajoord'hni  quelque  part,  c'est 
aasaréraent  moins  que  jamais  cfaez  ceux  qu'éclaire  la  saine 
théorie  D'un  antre  cAt6, 11  est  certain  qne  la  jn-atique  du 
tracé  de  l'dlipBe ,  notamment  dans  les  arts  de  conslmction , 
n'a  point  encwe  été  franchement  adoptée,  même  par  les 
élèves  deTâcole  polytechnique,  disciples  directement  on  par 
It  tnditioo  dn  ctièbre  Monge. 

Cette  dédiéance  s'explique,  an  moins  en  partie ,  par  les 
fincaUée  de  tracé  qOe  l'on  imagine  être  inbérenlea  aux 
ooubet  Gontlnnea  autres  que  le  cerde.  Des  constmcteors 
gèomélres,  à  la  tétc  desqn^  je  dois  citer  Prony,  ont  cher- 
flbè  à  les  vtlnca^  ;  d'autres  ont ,  au  contraire ,  essayé  de  per- 
fccUonner  les  mélhodes ,  nombreuses  anjonrd'buî ,  du  tracé 
des  onwi  de  pâmer,  courbes  composées  d'une  suite  d'arcs 
de  cercle  tangents  entre  eux  -,  tonlatires  inspirées  générale- 
ment  moins  par  le  désir  de  trouver  des  procédés  osnels 
plos  Caeiles  qne  par  le  besoin  d'trfirir  aux  yenx  d'un  public 
plus  familiarisé  avec  l'aspect  des  monuments,  des  formes  ir~ 
réprochables. 
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Mais  ces  difScoltés,  qu'une  opinion  généralaoeDl  accré- 
ditée persiste  à  ronloir  éviter,  ne  sont  pas  l'objet  réel  de  b 
qacstiwi;  fusseol-elles  levées,  je  ne  crois  pas  que  l'dltpae 
serait  davaDtage  adoptée  cMnmc  type  de  la  forme  orale.  En 
effet,  les  deas  axea  de  celle  ccorbe  soffisent  pour  la  déttr- 
miner  entitremenl ,  tandis  que  dans  les  arts,  il  cooTient 
presque  tonjoors ,  aprée  aTfnr  fixé  la  position  des  smnnets , 
de  disposer  de  la  contbnrc  en  ces  points ,  chose  imposdble 
avec  ane  ligne  du  second  ordre.  Le  tracé  de  l'orale  manqae 
donc ,  tant  qne  l'on  s'en  tient  à  l'ellipse ,  de  certaines  condï- 
tiODS  essentielles,  ce  qui  a  été  remarqué  déjfc  par  M.  Picol, 
iogénienr  des  ponts  et  chaussées  (*)  ;  il  a  exprimé  le  début 
de  cette  conrt>e  en  disant  que  «  les  cordes  parallèles  an 
<•  grand  aie  décroissent  trop  rafridement  de  cet  axe  au  som- 
■  met.  ■  A  son  exemple ,  je  vais  t&cb»  d'indiquer ,  en  renH 
placement  de  l'ovale  elliptique,  une  antre  ooarbe  d'oc  iegrè 
plus  élevé ,  niais  en  m'impoaant  comme  conditioa  de  la  raita- 
cher  par  sa  constrnctiori  à  l'ellipse  même  d'une  manière 
assez  simple  pour  que  la  notion  nnnvelle  comfdèle  l'ancienne 
sans  effort.  La  solution  ainsi  obtenoe  laissera  pent-étre 
quelque  chose  à  désirer ,  n'ayant  poiat  à  ma  dispoBÎtioD  de 
courbe  d'an  degré  supérieur  dont  les  propriétés  aoieot  asset 
saillantes  pour  que  leur  élude ,  en  vue  des  applications  dont 
il  s'agit  ici,  pût  être  utile  à  l'enseignement  sans  le  sardiar- 
ger;  persuadé  d'ailleurs  qu'à  moins  de  combler  ane  grande 
lacune  on  de  se  présenter  avec  nn  attirail  de  {wopoaitions 
capables  soit  d'exciter  no  lé^time  intérêt,  soit  de  piqoer 


!l  diianin,  l(»,  !>  irimMtK,  p.  tu.  —  L»  Marb* 
•ni  fn  donluni  pour  nrdoonta  i  l'abfciua  dn  point  d*  I* 
i;on  a,  l'ordonnée  Se  l'ellipiB  eoncanlrique  (t^],  «a  paint 
qol  u  uoDTe  inr  le  njon  manl  de  l'origine  à  li  drcontèrance.  L'égoaUira  «M 
•i^-fM:tx<  — (d— M>iV— (MV-  Le  rapport  dettajoni  de  esnrbnn  pria- 


«Iptnt  cil  la  m^ma  qoc  dm*  l'cllipte  (•,»),  il  le  rédnil  i 


it' 


nign^Pdi-vGoOgle 


-  H5  — 
Tîvemenl  la  cariouté,  ane  théorie  quelque  peu  compliquée 
l'oqUie  bien  vite,  je  ptitère  me  servir  de  théories  déjà 
éUblies ,  que  leur  applicatioD  k  un  grand  nombre  d'objets  a 
fait  regarder  comme  indispensables. 

Ce  qal  Ttent  d'être  dît  était  nécessaire  pour  préciser  les 
termes  do  problème  ;  on  voit  maintenant  à  quel  point  de  Tue 
nous  cMUidërons  les  courbes  parallila  k  l'ellipse  ■  il  s'agit 
de  bire  oonnatlrc  un  type  des  figures  ovales  qui  puisse  rem- 
placer l'ellipse  dans  les  arts. 

1.  —  Portons  sm*  chaque  normale  de  l'ellipse  une  même 
longueur,  le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  obtenus  for- 
mera une  courbe  jouissant  de  cette  propriété  que  :  la  nor- 
male m  ehaeun  de  %a  poitUs  at  normale  A  FelUpte. 

StA&tt,  eu  effet,  deux  normales  ni,  n'i  menées  par  les 
points  n ,  n'  de  l'ellipsie  et  se  rencontrant  en  i;  m ,  m'  les 
deux  points  correspondants  do  la  courbe  parallèle;  menons 
les  sécantes  mm',  nn'  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  p<HDt 
de  renconirey  ;  on  e ,  au  moyen  du  théorème  connu  qui  sert 
de  fondement  à  la  théorie  des  transversales , 
jm^m'm_m'i 
jn        n'n  '  n'i' 
Sopposons  maintenant  que  le  point  n'  s'ap|voche  de  n ,  les 
sécantes  n/,  mj  tendront  à  devenir  langeotes  anz  denx  conr- 
bM  ;  «n  même  temps ,  le  second  membre  de  l'égalité  ci-dessui 
ooft*erge  ver*  Tonité,  car,  à  cause  de  l'hypothèse  mn  =  m'n, 
ooa 

—  =  fJ— 
in!  'jn" 

d'où  il  suit  que  les  triangles  inn',  imm'  peuvent  étre^  k  la 

limite ,  regardés  comme  semblables ,  ce  qui  donne 

Or,  par  cODStrncUoo ,  Umqne  y  n  est  devenu  une  luigenle  à 
l'ellipM ,  il  se  trouve  perpendiculaire  à  ni;  donc  aussi >/»  ddt 
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être  alors  perpendiculaire  sur  mi ,  c'est-à-dire  | 
jn ,  sans  quoi  l'on  ne  poorraU  avoir  h  la  limite ,  ainri  qa'il 
vient  d'élre  démontré ,  jm^n. 

Chaque  normale  à  l'ellipse  est  donc  «utsi  nonule  à  li 
courbe  parallèle ,  et  réci|HroqaemeDt  ;  car  à  duqoe  Bonaale 
de  ta  première  courbe  corre^iond  un  point  de  la  seeoode,  el 
en  menant  de  oe  point  les  normales  k  l'eUipse  que  oomporle 
sa  position ,  od  doit  eu  trouver  une  ^ale  à  U  longueur  cob- 
stante  qui  sert  à  construire  la  courbe.  Or,  on  vient  de  dé- 
montrer que  cette  nonoale  de  l'ellipae  est  uusî  ww  Donule 
de  la  courbe  parallèle,  donc,  etc.,  G.  Q.  F.  D. 

Remarque.  J'ai  admis  tacitement  que  le  prant  i  à  1«  lii^ 
ne  coïncide  pas  avec  le  point  k  ,  c'est-i-dire  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  [Hîmitive  n'est  pas  nul  ;  moycnaant 
cette  restriction ,  qui  convient  à  l'eUipse ,  la  démonstnllDa 
précédente  est  applicable  à  noe  coortie  queloonqw ,  mène 
non  alg;ébrîqne  (*). 

a.  —  La  conrbe  parallèle  à  l'ellipse  peut  être  regwdéer 
en  raison  de  la  propriété  qui  Twine  l'objet  de  ce  tbéartmo , 
comme  l'enveloppe  d'une  circonférence  de  rajoa  cooslant 
dont  le  centre  est  assajetli  k  demeurer  sur  l'ellipse  i  or ,  à 
cette  demitee ,  conine  on  sait ,  répond  loigews  dan»  l'espace 
une  (^rCjOnférMiee  dont  elle  est  U  projection.  Le  oerde  mo- 
bile eiwtloppé  ptnlétre  oomidéié  cwnme  la  {KojeelieD  d'uM 
^ibôre  de  même  ra;oo,  dont  le  centre  se  me«l  sur  la  drcoa- 
férence  dont  l'ellipse  est  la  projection.  L'enveloppe  de  enU» 
sphère  n'est  antre  dMwe  que  le  tore  on  surface  annulaire, 
d'où  il  soit  qne  la  courbe  parallèle  k  l'ellipse  forme  le 
«mtoitr  apparent  de  la  projection  d'nn  tore.  Sans  avoir  la 
prétention  de  créer  an  nom  nouveau ,  je  nommerai ,  seule- 
ment pour  abr^er ,  la  courbe  dont  11  s'agit  lortftde ,  dési' 

O  C!(M  n  Ml  parilcaHw  <l«  h  ««RilracUra  t«Rtfal«  ii>«qii4e ,  t.  U,  p.  M». 
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gnaticn  tirée,  ctHUOCOO  Toil,  del'aae  4e les  pr<q«iélis  les 
plus  uiUaatei. 

3.  —  De  ce  que  la  owiiule  de  la  tattilde  est  oéœBaaire- 
ment  nolnuale  k  l'ellipu,  il  résolte  que  Uh  ceatres  des  cer- 
cles oBCalatenn  aox  points  GorrM|)oadaiits  sitnés  lur  cette 
ligne  coïncident ,  on ,  en  d'antres  termes ,  que  ks  r^<|ons  de 
conrbnre  des  deax  coorbes  présentent  nne  diffovnoe  con- 
stante; il  est  évident  qu'elles  ont  la  méoie  déveh^pée.  Ifoas 
pouTons,  en  conséqaence,  regarder  la  toroïde  comme  dé- 
crite par  le  point  d'nne  ligne  droite  qui  se  ment  de  manière 
à  toocber  la  développée  sans  glisser  dans  le  sens  de  sa  loo- 
goenr.  On  remarquera  que,  d'après  ce  qoi  a  tié  dit  frioa 
haat ,  la  toroïde  se  compose  de  deux  branches  décrites  simul- 
tanément par  les  denx  points  de  la  droite  mcAile,  également 
distants  du  pcMot  de  l'ellipse,  l'on  dn  ct>lé  convexe,  l'autre 
du  côté  concave.  La  première  de  ces  branches  est  loajoors 
de  forme  ovale ,  la  seconde  présente  nne  figure  variable  soi- 
vaat  les  cas  :  elle  est  ovale  lorsque  la  distance  è  l'ellipse  est 
inférieure  en  ^ns  petit  de  ses  rayons  de  courbure  ;  vieot-elle 
i  le  surpasser ,  la  branche  de  toroMe  ofte  quatre  points  de 
r^ronssanent  situés  sur  la  développée;  mais  si  l'on  Mt 
croître  la  même  distance  au  delà  de  la  longueur  du  rayon 
de  conrbnre  maximum  de  l'ellipse,  la  Imnebe  redevient 
ovale.  11  eal  très-facile  de  se  raidre  compte  de  toutes  ces 
particularités. 

4.  —  La  connaissance  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
étant  l'un  des  maUenrs  moyens  d'oi  connaître  les  diverses 
affections,  je  rassemble  ici  qoelqnes  formules  dont  on  pourra 
se  servir  utilement  pour  calculer  la  longueur  de  ce  rayon, 
et ,  an  besoin ,  pour  le  construire  graphiquement. 

Le  rayon  de  conrbnre  de  la  toroïde  n'étant  autre  chose  que 
celui  de  l'ellipse  augmenté  ou  diminué  d'nne  certaine  lon- 
gueur, les  formules  suivantes  sont  relatives  &  l'ellipse.  Je 
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nppoee  cette  UgM  rapportée  à  les  uesprindiMox  a,  b,c, 
X ,  y  dérignant  les  mêmes  ligna  que  dus  les  traités  dassi- 
qBea ,  nommona  de  pins  N  la  portion  de  normale  comprîte 
entre  b  courbe  et  le  grand  axe ,  i  l'angle  qu'elle  fait  arec  les 
rajODS  Tecteors  f,  /  menés  anx  deox  fojers ,  et  p  le  rajoo 
de  courbure. 
On  a 

Hngi  =  Ç,       N=lïkay  +  6(:r' 


f  =  - 


Cette  dernière  exprestion  se  déduit  aisément  de  odie 
qui  a  été  donnée  par  M.  Gàiono ,  tome  II ,  p.  78. 

Cela  posé ,  on  arrive  sans  pdne  anx  rormnks  soiranles. 

1»  £x[H«ssion  da  rajoo  de  courbure  en  foodioQ  de  k. 
normale 

.2*  Expreaion  dn  même  rayon  en  foàcUon  de  ranclei: 
P  peut  être  mis  sons  la  forme 

_(ft'+cy)- 

'■""       ab*-       " 
et  comme  l'on  » 


(**+<r')- 


'=«■ 


cos'f 


(^ette  fbrmule  a  été  indiquée  par  M.  Transon  (Jouma/dr 
iMUmife,  t.  I ,  p.  191}  ;  elle  se  jjvéto  à  ane  coostmctian 
graphique  élégante  et  facile  à  retroavtr. 
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Comme  mi^on  de  Tteifiattloo,  il  «at  Qlile  de  remarquer 
que  l'on  a  la  rdalii» 


3*  Espresnon  da  rayon  de  ooorliare  en  fonctkn  des  rajotn 
vecteurs  aox  toyen.  On  a 

tc'=  (^  -f  (/'—  2c(^  cosSt, 

d'où  008"»  = ! j— ; ~  ~J' 

el  enfin  P  ^  i— r- 

5.  ~  Considérais  à  présent  la  coorbure  des  sommets  de  la 
tondde.  Ce  qaeje  rais  dire  se  rapportera  aniqaement  ii  la 
brandie  extérlenre  de  la  courbe ,  la  seule  dont  il  y  ait  lien 
de  s'occaper  en  voe  du  tracé  des  figures  oval».  Soit  1  la  dis- 
tance k  l'elUpse ,  je  pose 

A  =  a  +  X,  B  =  b  +  \,  K  =  j+y.,  7-  =  --l-X, 

A ,  fi ,  R ,  r  étant  les  axes  et  les  rajins  de  courbnre  princi- 
paox  de  la  kirOlde  ;  l'âimination  des  quantités  a ,  b  donne 
HB-A* 


et,  par  suite. 


R^-B  — 2A' 

(A-B)  (R-A) 
R+B  — ïA    ' 

(A-B)' 


R  +  B— 3A' 


Ces  dirersts  formules  contenant  trois  quantités,  A,B,Rt 
on  voit  que  les  axes  prindpanx  de  la  torcMe  étaot  dét«- 
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BrinéSf  ù  Mt  iwnilde  de  dispowr  eMOre  de  R  ,  ce  qoi  n'a 
point  liea  pour  l'ellipse. 

Lb  dernière  Tait  voir  que  r  lagmeate  avec  R  et  eoDTei^ 
vers  la  limite  B.  Lorsque  II  devient  iofinl,  ooa 

X=B,  a=A— B,  b  =  0,  r=B. 

L'ellipse  se  réduit ,  dans  oe  cas ,  &  ooe  lipie  droite  de 
Icmgueur  2a,  et  la  lorolde  à  doix  demi-drcouTéreoces  ne- 
cordées  entre  elles  par  des  lignes  droites;  en  d'antres  ternies, 
la  figure  représenle ,  ainsi  que  l'on  pouvait  s'y  atlaidre,  b 
projeclïoa  d'un  tore  sur  un  plan  parallUe  h  son  axe. 

6.—  La  loognenr  de  l'arc  de  Uvidde  n'est  pas  exprimable 
sons  forme  finie ,  noa  plos  que  celle  de  l'arc  d'ellipae  ;  le 
premier  est  égal  an  second ,  augmenté  de  l'arc  drcnlaîre 
compris,  sur  la  cîrc<»iférence  de  rayon  1,  entre  deux 
rayons  parallèles  anx  normales  extrêmes ,  de  sorte  que  S  et 
S,  étant  les  kmgnenrs  totales  de  la  traoïde  et  de  l'ellipse,  on  a 

S=S.+2itl. 

La  surface  en  dehors  de  celle  de  l'ellipse ,  s'obtient  par 
l'application  de  la  règle  de  Gnldio,  elle  est  égale  k  l'arc 
parcouru  par  le  milieu  de  1  moltiidié  par  cette  kmgnenr.Or 
l'arc  parcouru  est  lui-même  égal  k  la  dani-somme  de  l'arc 
de  tordide,  et  de  l'arc  d'ellipse ,  nommons  a  l'aire  totale  de 
la  courbe,  nous  aurons 

Cette  snrface  est  pins  grande  qqe  celle  de  l'ellipae ,  qui 
aurait  les  mêmes  axes  que  la  loroîde,  pour  savcrir  qoelle  est 
la  diOëreoce,  il  suffit  de  relrancberde  n  l'aire  -n((i-f^)(M], 
on  trouve  qu'elle  est  exprimée  par  la  formule 

HS.-Ma+bn, 
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or  on  «  dtaHMlré,  tooK  III ,  p.  U9,  qne  S.  Ait  fAn  grand 
qaf»{a  +  b),  dMK,  etc.  C.Q.F.D. 

L'éTalnation  nnmëriqne  de  œt  ibB^eoea  ne  ponnsl  être 
oMcHie  qoe  difidlcneot  par  les  néUtodca  ordiBaim,  j'in- 
scris ici  qaelfaes  noaibros  prapres  à  doaaeriUM  idéedeleur 
marche.  Ui  kmgoenrs  d'elfipses  sont  extraites  de  la  table  (') 
pdliUée  dans  le  8*  Ttdame  da  Cours  de  constructions  de 
Sgauio ,  4*  éditioa.  La  longoenr  Ua  est  prise  poar  ani(6 ,  et 
b  varie  de  Tingtlâme  en  rtnglitee  : 


^        S. 


it(a+6}     S,—K[a  +  h) 


^(^+l>) 


0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 


2,083'24  1,88496 

2,18660  2,04204 

2,30028  2,19911 

2,42272  2,35619 

2,55338  2,51337 

2,69078  2,67035 

3,83S9«  3,82743 

Jï,98622  2,98451 

3,14159  3,14159 


0,19828 
0,14456 
0,10117 
0,06653 
0,0401,1 
0,02043 
0,00853 
0,00171 
0,00000 


s, 

0,09518 
0,06611 
0,04422 
0,02746 
0,01571 
0,00761 
0,00301 
0,00057 
0,00000 


Les  deax  demiàres  «donnes  expriment  les  diGEte'encea  ' 
rappMléca  aa  diamètre  i^incipal  etan  périmètre  de  l'ellipse. 
Les  unes  et  les  antres  Tont  CT  dèoroisMDt  k  Mesure  que  1'^ 
lipse  approche  dsTanlage  de  la  figore  circulaire ,  et  devien- 
nent nulles  à  celte  limite. 

7.  —  Tracé  m  grand  de  la  torOidt.  La  facilité  de  tracer  une 
coorbe  a  bien  plus  d'importance  pour  les  arts  que  pour  la 
théorie.  Il  entre  donc  naturellement  dans  me»  vues ,  de  re- 


(*}  C«i(a  taUa  ■«  mériu,  nui  l«  Taptort  ds  l'«Mclllada,  cpi'in 
coDflaiiea.  Lm  npport* qo'elle  donne,  rippracbéi  de  ceux  obicnui  ptrU.  de 
9aNii-4)iiilhen ,    ta  dilTfrcBi  (piclqiisriii*  îtni  lu  irali  dcmlèrei  dérlmtlci, 
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cbercber  poiv  la  toro)!d«  des  moTeos  dedneripthw  commodes 
etpea  compliqué*. 

1°  La  ooiutrocUofl  peat  s'aOectaor  par  poiats ,  an  mojeo 
dea  Dormales  de  rellipaeanrlesqaelleaon  porte  la  longMor 
comlantel.  Ce  procédé  a  contre  \và  la  longnenr. 

SP  Dam  certaina  caa  on  m  servira  avec  avantage  d'an 
procédéindiqiiéparM.  deProD7.1eqiiel  consiste  à  regards 
la  courbe  conme  l'envrioppe  de  ses  languîtes.  II  détemuoe 
les  points  où  celles-ci  reocontreot  les  cAtés  da  rectangle 
constroil  sor  les  démisses  a  ,  b.  Soit  a  la  longnoir  inter- 
ceptée par  la  tai^ente  k  l'eUipse  var  le  côlé  do  rectangle 
parallèle  aaxjr,ï  partir  du  BoamHfoppoaéil'tHigiM;  ^  U 
portion  de  l'antre  c6té  interceptée  entre  la  même  lai^ente 
Mie  grand  axe  j  on  diviserace  dernier  côté,  parallâe  aux  j', 
en  n  parties  égales  ;  pour  une  valeur  de  ^  comprenant  p 
divisions,  on  aura  (je  supprime  la  démonstration), 


M?- 


'  +  ; 


2a  _        p 

p  p 

On  doit  remarquer  Tidentilé 

(2a— «)(6+p)=âai. 

A  diaque  tangente  ainsi  (ri)teDue  on  mènera  une  parallèle 
qui  en  soit  distante  de  la  longueur  \  -,  ce  sera  la  tangente  de 
la  tortilde.  Le  point  de  contact  sera  la  projectit»  du  point 
(x,y)  sur  cette  tangente. 

L'espace  nécessaire  pour  ce  mode  de  description  n'excè- 
dent pas  les  limites  du  rectangle  drconscrit  à  diaqne  qoart 
de  coorbe,  ce  seul  moUf  pourrait  le  faire  préf^vr  par  les 
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coulrocteon,  hnvqael'oTak  devra  préaenler  de  gnai» 
dineotioiiB. 

Od  ponrnil  cnutraire  dM  tablas  ponr  l'application  de  cette 
nélbode.  Eo  le»  dressaol  pour  le  tricé  d'une  cîrconfi^vncfl 
de  cercle  dont  le  rayon  serait  égal  k  rnntté ,  lea  longneare  a, 
a  —  jT,  parallèles  A  l'ue  a ,  s'obUendraieot  en  moltlpliaDt 
par  a  len  ncHubres  donnés  par  les  tables  ;  de  même ,  on  cal- 
culerait les  loo^oenTS  parallèles  à  l'axe  b  en  mnllipliant  les 
nombres  correspondants  par  b. 

3°  La  torolde  est  susceplible  d'être  tracée  d'une  manière 
assez  nette  par  lea  intersections  successives  d'une  snile  de 
cirooof^nces  de  rayon  X  ayant  lears  centres  snr  l'ellipse. 

4'  Tracé  de  la  torolde  d'an  inonvement  contion.  Il  serait 
pent-étre  possible  d'établir  nn  instrument  qui  tracerait  la 
torolde  par  un  trait  continu. 

SoitOGO'  Ile  lecteur  est  prié  de  faire  la  Sfrure.)  nn  trian- 
gle isocèle  variable ,  dont  le  cAté  OC  8y«nt  pour  longueur 

-  (a  4- ^)  pasK  constamment  par  le  centre  0  do  la  courbe, 

et  dont  la  base  OO*  coïncide  en  direction  avec  le  grand 
axej  on  sait  que  le  point  n,  pris  snr  le  c6lé  CU*,  de  ma- 
nière que  On  ait  pour  longueur  -{a—b],  décrit l'eMipse, 

et  que  si  l'on  [vend ,  sur  le  prolongement  de  OC,  CI  =  OC, 
la  droite  In  est  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point  n.  Il 
soit  de  U  que  tout  point  m  de  cette  droite  décrit  une  branche 
de  torolde. 

L'instrument  se  composerait  de  trois  règles  ou  tiges.  La 
première ,  CI ,  tournant  autour  du  centre  O  ;  la  seconde  ar- 
ticulée snr  la  première  eo  Cet  ayant  son  extrémité  0'  con- 
stamment Eor  le  grand  axe  ;  la  dernière  enSn  articulée  en  n 
snr  ce  et  assujettie  à  passer  toujours  par  le  pmnt  I  sar  le 
l»olongemeDt  de  OC,  an  moyen  d'an  anneau  ou  d'nneprûon 
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qui  lui  perneUnit  de  giisier  dans  le  scdb  de  sa  loognear. 

Ua  cnyoD ,  on  même  ud  tire^igne  attaché  en  m  tneerait 
U  Wufde  ;  il  armerait  néme  que  le$  ioma  dm  tin-liçiu,  une 
fois  lùcéa  dam  te  «am  du  &ait ,  icrml  tot^oun  éirigiei  «im- 
vm^tiemmt  par  ce  tgriime. 

8.  Les  notions  qni  précédent  étaUiSBent  qne  la  branche 
extérieure  dea  toroldes,  oa  courbes  parallèles  à  rdifpte, 
joait ,  fxmmo  type  de  Torraes  ovaiei ,  de  toutes  les  yto^riétéi 
reconancs  à  cette  dmiière,  et  qu'elle  pennet  de  pins  de 
(loisir  rnne  des  deux  courbures  principale  od  leur  rapport 
De  là  résulte  la  variation  possible  de  la  forme  OTale  entre  les 
limites  les  {rins  étendnes  qu'il  soit  nécessaire  de  oonudénr 
dans  les  arts,  c'est-à-dire  depuis  une  portion  de  ligne  droite 
jusqu'au  système  de  deux  demi-circonfércaces  racccvdées  par 
des  porlioos  de  lignes  droites. 

Nous  avons  tu  qne  les  propriétés  essentidles  descriptiTes 
et  nétriques  de  cette  courbe  sont  intimement  liées  à  celles 
de  l'ellipse,  et  qne  sa  oonstroction,  même  en  grand ,  u'offlre 
pas  de  difficultés.  Ce  sera  peat-étre  pour  les  praUdens  une 
raison  d'en  faire  des  applications  ;  mais  je  suis  surlool  oon- 
TSincu  qne  son  étude ,  approfondie  davantage ,  doitcondnire 
tAt  OD  tard  k  d'intéressanles  découvertes  qui  en  feroat  bd 
objet  d'attention  et  comme  nn  complément  naturel  de  b 
théorie  de  l'ellipse. 

NoU.  M.  Caachy  a  donné  la  théorie  analytique  des  to 

roXdes  ( Comptes  Raidtu,  Sf  série,  1841,  t.  XIll,  p.  tOtS). 

a        S' 
Soit^+^  =  I  (1)  l'équation  de  l'ellipse, 

{x-.)'+(j--p)'  =  i'  (2) 

l'équation  du  cercle  générateur  -,  prenant  la  fonction  prise 
de  p  dans  les  dcax  équations  cl  les  égalant,  on  obtient 
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ralMtibunt  daoB  let  équation  (1)  M  (S),  il  vint 

'^^  ,   ^y  -.     ov    ,  "y  _,. 

En  éliminant  0,  on  (^tiendrait  l'équation  des   (oroïdes. 
Passant  aax  coordonnées  polaires,  en  faisant  x^rcos?, 

r=r8in,,ilTientK=[jj^cM>+^^-^«n>]    , 
(6'_  a'A^  (»  4-  *•)•  cos*  ?  +  (»■  —  ft"*^  (fl + a')'  sin'  <i  =  6. 

Le  !««  est  Dne  surface  da  quatrième  degré,  les  sections 
planes  sont  donc  des  lignes  du  même  ordre  ;  le  plan  (onchant 
le  tore  iolMeorement  et  mené  parallèlement  à  l'axe  donne 
poor  section  noe  cas^olde.  Mais  on  n'obtient  pas  cette 
courbe  par  d'antres  plans  coopants  parallèles  à  l'axe ,  ce  qui 
est  d'ollears  évident,  en  faisant  passer  le  plan  par  l'axe  : 
on  (Client  denx  cercles  dont  le  système  ne  peut  jamais  re- 
présailer  one  casiinolde.  Nons  donnerons  incessamment  noe 
théorie  de  cette  courbe  et  de  la  lemnlscate ,  &  laquelle,  dans 
calaios  cas^le  dcrient  identique. 

Dana  la  dissertation  de  M.  Reiss,  citée  ci-dessDS,  on  trouve 
toutes  les  formules  diBKrentielles  relatives  aux  lignes  éqni- 
diitanles  ,  planes  et  à  double  courbure ,  et  aussi  pour  les 
surfaces  équidistantes.  Tm. 
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DEMONSTRATION  GEOMETRIQUE 


taiig-{B— 0 

VAB  M.  TISMAK, 


Pour  résoudre  un  triangle  reciiligne  qoelconpie,  dani 
lequel  deox  Oïtés  A  et  c  et  l'angle  cotnpiis  A  sont  donute, 
on  a  recours  à  la  proporticm 

4  +  c:f,_c;:lang.l(B  +  C):lang.^(B-C). 

Pour  arriv»  à  cette  fn-mnle,  on  fait  unge de  prqmrtkw 
dont  on  a,  il  est  vrai,  une  démoiutratioo  géométrique,  maii 
qal  n'apparaîsseot  qu'à  titre  d'auxiliairei.  On  poomit  ea 
éviter  l'emploi  de  la  manière  saÏTanle  k  l'aide  de  la  géomé- 
trie. 

Soit  le  triangle  ABC  [fig.  61),  dont  dou§  représeDieroos  lei 
cdtés  par  a,  b,  c  cl  les  ang}ca  par  A,  B,  G.  Prenoni,  a|rte 
aroir  prolongé  b,  k  droite  et  à  gauche  de  A ,  une  longoear 
AD  et  Aiy  ^0  an  ctAé  c.  Joignons  BD  et  menons  la  btaM- 
Irice  AE  de  l'angle  BAD.  Enfin  joignons  D"  et  B,  et  élevon 
jyp  perpendiculaire  k  BD'. 

Les  droites  AE  et  D'fi  partageant  DD'  et  DB  en  d«as  ptf- 
ties  ^alea  sont  parallèles ,  donc  D'fi  est  perpendicaliire  à 
DB.  Mais  de  ce  que  D'F  est  perpendiculaire  à  D'fi,  DT  et  DB 
■ont  aassi  paralléles- 

Les  deux  triangles  semblables  CD'F,  CDB  donnent  la  pro- 
portion 

CD:  C»  ::DB:D'F, 
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■  —  Uif  _ 
ou  bien 

b+clb—c  ;:DB:D'F, 
H  en  diviWQt  lei  deox  il«nii«n  tennea  par  BD', 

.  ,     .._       DB     DT 
"*"  "  •DB'BD'' 

Mais 

DB  1 

2^  ^  lang  DVB  =  m^ DAE  =  lang  I  (B -l-C) , 

^=(ttn8FBD1=lmg(B-irBA)=l«ng|B_;(B+C)j  = 

=  Ungî(B-C), 
deac  enfin 


"■■«  â  (B+C) 
ton»  j(B_C) 


THÉORÈME  SDR  LES  MÉDHMES. 


Si  on  mine  les  trois  médianes  d'nn  triangle  reclllignc 
qnelconilQe  : 

r  On  pourra  lonjours  avec  ces  trois  lignes  coosirnire  un 
triangle; 

2»  U  sarface  de  ce  triangle  sera  ôgalc  aux  -  de  la  sur- 
race  dn  triangle  proposé. 

T  Les  médianes  de  ce  triangle  seront  respcctircmenl 
«gales  aux  j  des  cotés  du  triangle  proposé  (•). 
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Soit  ABC  {fiç.  S3),  DD  triangk  qaelooiiqne,  CQ.  AP  deox 
médianes-,  pu- le  point  G  je  mène  une  parallèle  à  AP,  jusqu'à 
la  rencontre  de  OB  en  D  et  je  lire  AD ,  je  dis  qae  AD  est 
parallèle  A  CQ .-  en  eSèt  dans  le  triante  CBD ,  OP  est  paral- 
lèle k  la  base  et  pasae  par  le  miliea  de  BC  ,  donc  le  point  O 
esIlemilieodeBD;  donc  dans  le  triangle  BAD,  OQ  passe 
par  les  milicox  des  denx  côléa  BD  et  Afi  est  parallâa  à  la 
base.  Ainsi  la  fi^reOCDA  est  an  paraUélogramme ,  oeqni 
démontrerait,  si  déjà  cela  ne  l'était  pas,  que  1^  médianes 
d'un  triangle  concourent  en  an  même  point  et  se  coapcnt  en 
lenrs  tiers  à  partir  de  la  base. 

De  ce  qae  la  fignre  OCDA  est  an  parallétogramine ,  fl  ré- 
sulte que  CD  =  OA ,  d'ailkurs  OD  =  OB ,  donc  le  triangle 
OCD  qoi  est  loujoars  possible,  a  ses  côtés  respecttraneot 

^nx  aax  -  des  médianes  du  triangle  ABC ,  donc  1*,  etc. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  le  triangle  formé  arec  les 

médianes  da  triangle  ABC  est  semblable  an  triangle  OCD  et 

le  rappfNTt  des  côtés  est  -,  par  conséquent  en  désignant  par 

g 
i  U  sorface  da  triangle  en  question ,  j'ai  '  =  r  OCD  ;  mais 

le  triangle  OCD,  est  équiTalentau  triangle  AOC  et  letriai^le 

AOC  est  le  tiers  du  triangle  ABC,  puisque  ces  deux  triangles 

ont  même  base  AB  et  qœ  la  haateor  du  second  est  trifle  de 

celle  du  premier,  donc  en  désignant  par  S  la  surface  da 

triangle  ABC ,  j'aarai  OCD  =  -  S  et  par  suite  >  =  -  S ,  donc 

3-,  etc. 

Dans  deux  Iriai^les  s(»nblables,  les  médianes  sontivt^ot- 

ticmnelles  et  leur  rapport  est  ^al  à  celui  des  côtés  j  si  donc 

je  fais  fdr  que  dans  le  triangle  OCD,  les  médiaoes  sont 

égales  aux  moitiés  des  côtés  da  triangle  ABC,  il  sera  ftomé 

que  dans  le  triangle  construit avecles  médianes  de  ABC,  les 
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S  I 

mMiannsonlIn-  descAlésde  ABC;  or  CB=- AC;coidi]» 

le  point  0  est  le  milîea  dé  BD,  u  on  joiol  ce  point  so  milieu 
lie  CD,  la  droite  de  JonctJOQ  sorà  la-moitié  de  BC  ;  enGirii  l'on 
joiit  le  point  O  «n  luiliea  U  da  OG,;Gba)m»  0Cs>AO=aAQ, 

la  figore  MDAQ  eat  un  iltfrHfUlogramiDe  toi  MDpAQ=^  AS, 

donc  3",  etc. 

On  voit  par  ce  qui  {Hicèdeqaesi,  considérant  un  triangle, 
OD  mène  les  trois  médianes ,  qu'avec  ces  trois  médianes  on 
coDstroiso  DD  second  triangle ,  qu'avec  les  médianes  de  ce 
second  triangle,  on  en  coDstraise  dd  troisième,  et  qn'OD 
continue  ainsi  iodéSniment,  les  sarlaces  de  ces  triangles 
successif  seront  les  termes  de  la  progression  géométrique 
décroissante 

S  ^s    ?ls 
^'l^'  v^ 

s  étant  la  surface  du  triangle  duquel  on  part;  on  voit 
aussi  que  tons  les  triairgles  de  rang  impair  seront  semblables 
entre  eux ,  ainsi  que  tons  les  triangles  de  rang  pair. 

On  peut  encore  renurquer  qne  les  sommes  des  carrés  des 
côtés  de  ces  triangles  suivent  aussi  une  progression  géomé- 
trique décroissante  dont  la  ndson  est  oicore  -  ;  car  en  par- 
lant du  théorème  de  la  médiane,  on  reconnaît  facilement  qne 
dans  un  triangle  quelconque ,  la  somme  des  carrés'  des  mé- 
dianes est  égale  aux  -  de  la  somme  des  carrés  des  oOtéa. 

C(»nme  applications  du  théorème  démontré,  je  vais  donner 
la  sdutiOB  d'un  problème  et  la  démonstration  de  denx  théo- 
rèmes ,  par  rapport  au  triangle  éqnilaléral. 

PnAlème.  Construire  on  triangle  dont  oo  connaît  les  trois 
médianes. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  Ninl  qu'avec  les  troiii 
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lignefl  données  on  puliK  former  nn  triangle  ;  cette  cooditkw 
étant  redqilie,  on  mtoe  les  médianea  de  ce  triangle,  et  pre- 
nant des  lignes  égales  ans  -  do  ces  médianes ,  oa  a  les  oWi 

do  trifen^dM!rtU;doneh)rsqaeleproHéineest  posaide, 
il  n'adoKtqn'tmeseQlesolnfkn^ 

De  U  Kantien  deceprobMmeonpeatconclare  qneden 
triangles  sont  éganx  IwsqQ'fls  ont  tes  médianes  égales,  clia- 
Gone  &  cfaacnne. 

Théorime.  Le  triangle  éqnilatéral  est  do  tons  les  triai^s 
danslesquèlslastNnme  des  médianes  élantcoDstanle,  lemui- 
mam  est  une  surface. 

Car  dans  ce  iriaogle  maxioniin,  la  sarEice  da  triangle  fumé 

avec  les  médianes  devra  être  aassi  an  matimniii ,  patsqQ'elIe 

8 
eat  égale  auT  -  de  la  svrface  do  ce  triai^le  ;  mais  la  somme 

des  médianes  est  donnée;  donc  ces  médianes  doirait  être 
égales ,  or  il  est  facile  de  voir  que  loesqne  les  trois  médianes 
d'an  triangle  S(mt  ^ales ,  ce  triangle  est  éqoilatéral ,  donc  le 
triangle  maximum  est  éqailaléral. 

Théorème.  Le  triangle  éqnilatéral  est  de  tons  les  triangles 
ègtui  eu  sorface ,  celai  dans  leqnel  la  somme  des  médianes 
est  nn  minimnmi 

Car  si  l'on  considère  le  triangle  dans  leqnel  la  somme  des 
médianes  est  un  minimum,  comme  la  surface  de  ce  triangle 
est  donnée,  celle  da  triangle  formé  avec  les  médianes,  lesen 
atusl  ;  donc  la  somme  de  ces  médianes  ne  peut  être  nn  ml- 
ninnm,  qu'autant  qu'elles  sont  égales  entre  dles  ;  donc  le 
triangle  doot  il  s'agit  est  éqailaléral. 
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PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE. 


Étant  dotméi  un  têrcU  et  Iroii  pointi  dant  U  plan  de  ce 
ctnte,  y  Mucrin  un  triangte  dont  hi  e6téi  panent  par  tes 
troupoiniB. 

Avanl  de  retondre  ce  problteie  général,  qui ,  prisàpart, 
olbe  de  graodes  difficallés ,  et  qoe  les  plus  illustres  géomè- 
tres n'ont  pas  regardé  comme  indigne  de  fixer  leur  attentkMi, 
je  Tsis  donner  la  solution  d'an  autre  problème  assez  facile , 
et  dnqnel  le  premier  se  déduira  immédiatement.  En  voici 
renoncé: 

Étant  donnét  w%  cercle  et  deux  pwUt  prùhor»  de  ce  cercle , 
par  ea  deux  pointi  tnener  deux  lieantei  qui  ee  cotywnl  wr  ta 
eireonférenee ,  et  tette»  çue  ta  ligne  de  joncHon  de  leuri  deux 
mttret  poktts  d'inteneeUm  mee  la  circonférence  aoitparatUU 
à  «M  ligne  donnée. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  donné  {fig.  65),  A  et  B  les  deux 
points  donoétet  HN  la  ligne  dcnmée  j  sapposons  le  jvoblème 
r^aoln  et  scient  lA  et  IB  les  deux  droites  cherchées,,  alors 
DC  est  parallèle  i  HN.  Far  le  pCHnt  D,  je  mène  DG  parallèle 
i  AB ,  .et  je  jdns  le  point  G  an  point  G  par  one  droite  GK , 
qniooope  AB  au  point  K.  Si  la  ligne  KG  était  connue,  il  est 
clair  qne  tout  le  serait  ;  or  je  peux  détenniner  la  ligne  KG 
an  mojea  des  sentes  données  de  la  question. 

En  effet ,  KAC  et  lAB  sont  semUablea  comme  éqniangles , 

car  l'angle  en  A  est  comanu ,  l'angle  GKA  >=  £gd  comme 
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alternes  internes;  or  CGD  et  CID  sont  égaux  comme  éUal 
toai  les  deox  compris  dans  le  mâme  aegmeot  CD;  donc 

CKA  =  AIB.  Nous  aurons  donc 

Mais  le  produit  de  chaque  sécante  partant  d'un  même  point , 
par  sa  partie  extérieure,  étant  une  quantité  constante,  il 
s'ensuit  que  AG  x  Al  est  coonn ,  par  conséquent  le  point  K 
eat  délenniné. 
Mous  STOns  donc  déjà  un  pmnt  de  la  li^e  KG  ;  de  plus , 

l'angle  GDG est  égala  l'angle  ABM,  qaiest  connu,  donc 
Dooscminaissons  la  corde  GC,  et  par  conséquent  la  dnMte  GE 
est  délermiaée ,  puisqae  c'est  une  sécante  passant  par  un 
point  donné  et  dont  la  partie  interceptée  par  la  «irconfà«oœ 
est  connus. 

La  ligne  GK  étant  connue,  je  mène  une  parallèle  ft  AB 
par  le  point  G  ;  cette  parallèle  va  couper  la  drcooférenœ  en 
un  autre  point  D ,  qui  est  par  conséquent  détermioé ,  ainsi 
qne  le  point  G.  Alors  je  connais  denx  points  de  idiacone  des 
sécantes  demandées ,  le  problème  eat  donc  résolu. 

D'après  la  manière  dont  j'ai  traité  le  invblème ,  on  pour- 
rait Aire  porté  i  croire  qu'il  est  nécessaire ,  pour  qne  les 
deux  sécantes  aillent  se  couper  sur  la  circonférence ,  de 
joindre  le  point  A  au  point  G  et  le  points  an  point  D;  mais 
cela  serait  une  erreur,  car  si  je  joins  le  pmil  A  au  point  D 
et  le  point  B  an  point  C  (fig.  SS  bis),  je  dis  que  les  deux  sé- 
cantes se  couperont  encore  sur  le  cwcle.  Va  eObl,  les  deu 
triangles  ADK  et  AIE  sont  semMablea,  car  l'angle  en  A  est 

commun ,  et  nous  avons  de  plus  AK.  ^  — — —  ou  bien 
AK:AD::A1:AB. 
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DoDcrang^IBA  d(Ht  être  ^1  k  l'angle  ADK  i  or  IBA=BGG  ; 
doDC  ABR=BCG;  âonc  le  pcHDt  I  doit  se  ttoatet  sar  la 
cfreonféreDce. 

Ce  problème  résolu ,  celni  qne  aons  avons  à  traiter  va 
s'eo  déduire  immédiateoimt. 

^.  65  (Mr) .  Soit  un  eercle  doDl  le  centre  est  eo  O  et  trois 
points  A ,  B ,  C.  SapposoDS  le  problème  rèsolo  et  soit  IML  le 
triangle  demandé ,  je  joins  le  point  A  au  ptrint  B ,  et ,  par  le 
point  L ,  Je  mène  nne  parallèle  L6  à  la  droite  AB  ;  j«  mène 
la  droite  IG,  qni  ra  couper  la  droite  AB  en  K.  Il  est  clair 
qae  si  nous  ponvions  déterminer  le  point  K ,  le  problème 
serait  rèsota ,  car  il  se  tronverait  ramené  an  problème  qae 
nons  Toxtns  de  traiter. 

Or,  pour  déterminer  le  point  K ,  nous  nous  y  prendrons 
eomioe  dans  le  pnd)lème  précédent  pour  détenniner  le  même 
point ,  car  11  joait  tout  à  faitdes  mémespropriétés.  En  eSM , 
les  deux  Irmngles  IBK  et  ABM  sont  semblables  par  la  même 
raison  qoe  dans  le  problème  ei~deaaas  ;  donc  nous  aurons , 
k  cause  de  celte  simiStnde, 

BK:BI::BM:AB, 
BIxBM 
on  ™~— AB— 

OrBIxBMetl  conoa,  nous  connaissons  ausi  ABj  donc 
le  point  R  est  eonnu.  Le  problème  est  donc  ramené  an  bbI- 
■nnl:ÉUmt  dotmét  den£  pomti  K  tlC^  mener  par  eu  deux 
pointé  dmue  lécantei  KG  «tCLguiiiê  eoHpent  mlnarte  cercle, 
U  àe  maïUêrt  que  la  ligtu  GL  êoU  paraitéte  4  Aii,  pro- 
blème qw  ne  diSi^  en  rieu  de  celai  qn'on  a  traité  d-desMU. 

Par  là ,  nooi  déterminoas  deux  sommets  I  et  L  du  trian- 
gle  >  le  pr(d)lème  est  donc  résoln. 

Note.  PappBB  résout  le  problème  où  il  s'agit  d'inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  les  cftlès  panent 
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respecUvevent  par  trois  poiato  donoéa  en  lifpM  droile  (bb.  7, 
prop.  CSVIl  ).  Il  ramène  ce  prabléow  h  cdui-ei  :  Inain 
dMi  une  cireonférmeetiatriaiitile  dont  deux  eOtéipaitmttp^ 
deiixpoinUdonité$etd0iUlelroitiimecôU$oUpartUUk4la 
droite  qui  réunit  la  deux  poit^  doiméi  { tib.  7,  prop.  CVII  )• 
Gibriel  Gnmer ,  l'caleudM  fomnkadeeeiioB  (^.  !■!, 
p.  135  ) ,  géntevlînat  ce  problàœe  ponr  trois  pointa  de  poii- 
lion  qodcooqae ,  le  pn^ion  à  M.  dé  GasUlkm  (') ,  Irte-vené 
dans  la  géométrie  des  anciens  (  CastHkin  ai  donu  une  strfn- 
tkm  sjntbètiqne ,  déduite  da  problème  de  Pappus ,  qoe  bous 
Tenons  d'àioncer  ;  elle  est  insérée  dans  les  Mémoires  de 
l' Académie  de  Berlin,  t7T6.  Lb  même  année  et  dans  le 
même  recueil ,  Lagraage  en  donna  use  sdatioa  analrtiqne 
brte-simple,  elle  est  fondée  ^  oe  théorème  :  Si  dans  on 
triangle  isocèle,  on  mène  du  sommet  nue  droite  qnelcoaqae 
à  la  base,  celte  droite,  plus  un  des  cMés,  est  k  celte  droile, 
Éwinson  des  cdlès,  comme  Vnnité  est  au  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  que  forme  celte  droite  arec  lesoMte; 
menant  du  centre  du  cercle  trois  droites  aux  points  dûmes 
et  trois  rajons  anx  sommets  du  triangle  supposé  constmit, 
ce  triangle  sera  partagé  en  trois  triangles  isorâes  ;  i^eunt 
pour  inconnocs  les  angles  que  forment  les  rayons  ayec  ks 
dnriles,  on  aura  en  toat  trois  inconnues,  et  le  tbéor^oe 
appliqué  k  chaque  triai^Ie  fonmit  Irrài  équatim»  entre  là 
produis  des  tangentes  des  angles  inomniu,  doat  on  tire 
fadlement  ks  inconnues.  Mais  la  constmctioii  est  okho*  élé^ 
gante  que  celle  qui  a  été  daaoée  géométriqoemeat  d'abord 
par  Annibale  (îiordano  dl  Ottaiano,  jemie  Napcdîtaia,  et 
ensBilc  par  Halfatti,  dan»  la  colleetion  intitulée  :  Mtmorie 


O  i»n^-tnat»uSthemM,  né  en  jtm  i  CtiiiRtio»,  cb  Taica»i  ftéi 
1  pria  MN  oan;  pr»r«u«at  à  l'£eole  d'artillerie  ei  DMmbfe  de  l'Acadtaic  di 
hffin.tuUinrdcplaileiin  tndBcUoDiiBortea  iTfi. 
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di  fitiea  e  di  maktnaliea  dtlla  locieta  iUUiana  ,     t.  IV. 

Ces  eoIdUods  «ont  gfénérales  et  comi»eanea(  des  polj^ones 
qaelconqoesl;  on  les  troave  ÏSgèremenl  noodifiées  dans  les 
Elémeata  d'analyse  géométrlqiie  de  Simcn  Umilier  (1809) , 
p.  380 (  Dons  en  avons  extrait  ce  qni  précède.  De  là,  ces 
■dations  ont  passé  dans  plusieurs  recueils.  —  M.  SerT4»a  a 
coDsImil  les  mânes  problèmes  pour  les  coniqttes  en  général, 
et  en  ne  Taisant  usage  que  de  la  régie  (-.^tm.  de  Gergontu, 
1. 1,  p.  357,  1810).  C'est  à  cette  occasion  que  ce  saraot 
géomètre  a  introduit  la  dénomination  de  pôle  eTvne  droite, 
H.  PoBoelet  s'est  aussi  oocupé  à  diverses  reprises  de  ce  pnr- 
Uéme  dans  le  recueil  eilé  et  dans  les  Propriéléi  projectkm 
(p.  349);  les  oOBsIrwdioiiS  sont  basées  snr  les  théorèmes  de 
ft^dienridge  et  de  Maclanrin  relatifs  aux  polygones  dtnt 
les  cMés  pivotent  sur  des  pfrints  fixes,  tandis  que  les  sommets 
puvoorent  des  lignes  douiées. 

A  l'aide  de  la  magnlGqne  théorie  des  polaires  récipro- 
ques ,  dont  on  doit  aussi  le  développement  à  M.  Poncelet,  le 
pToUtee  de  la  circonscription  des  polygones  dont  les  som- 
mels  doivent  se  trouver  sor  des  droites  données  se  ramène 
au  problème  de  l'inscription ,  et  vice  vend.  On  sait  d'aiJleun 
que  la  pdaire  d'une  conique ,  prise  par  rapport  à  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  comme  centre,  est  on  second  cercle^  par 
Ik ,  les  problèmes  â'insoiptions  et  de  circonscriptions  de  po- 
lygones dans  les  coniques  se  ramènent  ans  problèmes  analo-  . 
goe»  dans  le  cercle.  Il  suffit  donc  de  savoir  résoudre  ce  genr^ 
de  iwoblèmcB  pour  le  cercle  seulnnent. 

On  a  lieu  d'être  surpris  qu'une  doctrine  si  fadle,  si 
abrèviatrice,  ri  riche  en  applications,  n'ait  pas  encore  trouvé 
pba  dans  renseignement  classique.  Toutefois  ^s'tl  le  fallait , 
j'en  dirais  la  raison.  Tm. 
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AIRE  DE  L'ELLIPSOÏDE  ALLONGE 

(f'.t.l.p.  WO), 


VAK  m.  A.  PXTKOHirr, 
Uén  Interna  da  eollège  de  SiInt-LoDl*  (cluM  4e  H.  Tincwl) 


CooaidéroiH  la  brandte  AM'B(/tji.  64)  d'une  dliiteajul 
ponr  grand  axe  la  ligne  OA=iiet  pour  petit  axe  la  Hgiie 
OB = A  ;  cette  branche,  en  tonroant  aoloar  de  l'axe  OA,  en- 
gendrera la  moidè  de  la  sdriace  d'an  eDipaolde  de  rét<ria- 
tim  ;  je  repréaente  par  S  cette  surface,  qn'il  s'agit  de  d^ 
terminer. 

StippOBM»  que  DODs  ayons  diriaë  l'are  AD  da  cercle  prio- 
dpal  drcooscrit  en  on  tr^s-grand  nombre  /  de  parties  égales, 
dont  je  représente  la  valeur  commune  par  k;  k  aura  \am 

valeur  —r  el  deviendra,  quand  l  sera  infini ,  rélémeot  dn 
cercle,  en  un  cerlain  point  M. 

Soit  K'  l'éléBieot  de  l'ellipie  qui  onrespood  as  point  M', 
ayant  même  abscisse  OP  ;  meoona  pw  les  points  H  et  M' 
deux  tangentes  qui  vioidnMit  couper  l'axe  OA  en  an  mène 
point  G,  et  r^jvésealons  par  m  la  tai^nte  de  l'angle 
MGO  =  MOD  =  a ,  nous  aurons 


-  (V.  p.  ass). 


Iddenù-sorface  de  l'ellipstAde  est  égale  à  la  sMBme  des  sur- 
faces élémentaires  et^oidréea  par  les  éléments  de  la  branche 
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AM'B.  Soit  *  la  «u-race  correspondaote  à  l'élément  H ,  il 
Tiendra 

t  =  2«.M'P. H  =  ^anV.  7  \/  .     ,    = 

7«-«V    .-^?Tr=''T\/^™"'*' 


=  «•06, 

car  on  a 


Représentons  par  ^  et  9  le  siaas  et  le  costnas  de  l'angto  a, 

powHu  — :=r'  =  coa'6,  ce^nieBtpoBsible.paisqneAetKo, 

et  désignons  par  is  la  KMnne  de  toutes  les  snrfaces  ^émen- 
laires ,  nous  aurons 

is  =  ls  =  lv\ab^{pV+q'y=*'at.^^ 

|.4^.KH^. 

1.3 »  ï'""' 

Cette  expression  devient,  «a  posant  l=siaas  *  et  remarquant 


+  -^ — ifcr;; — ^'     •'«-(i+.-r+...eic.J  . 


;S=,'oi.rïîï  + 


1.2 (n+ll         '^  î       '^ 


+  eic... 

Représentons  par  Tm-,  et  Tt^,  les  coeffideola  des  deas 
termes  oonsécutib  qal  coatiean^l  t  ua  pnituncn 
(Sn—  i/me  et  (2b+i)*im,  oom  aarmis 
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,a-»),^.(Ha-HG-H...], 

et  renwqnint  qne  la  qiumUtâ  oalre  parenlbèK  rerlenl  à 
oai^",  eo  vertn  deIareIaUon^+9'=s1, 


"'  1.2 B  /    ' 


T»+,-+Tï» 
23-^  repréMntflUs(»imedes(3n4-l]'««ptilSBance8detoas 

Im  eorimu  des  ailles  cnopris  entre  0  et  90°,  dirisée  par  te 
nombre  dea  angles ,  et  l'oa  sait  qu'elle  a  pour  Valeur 

1.8 n        a**' 

1.3 {2n-|-l)*    *  ' 

il  Tkndn  alors ,  ^  âmpliflaot , 


Tmhi+T»« 


(2«  — l)(to+l)"ic' 
d'où 

T..  =^^  x'      T„  . 

*^'        (2n-l)(2n+l)^  ff        **""" 

le  signe  +  cnrespoidaiit  an  cas  où  n  est  impair  et  le  signe 
—  à  celni  où  a  est  pair. 
RensMU  Maintenant  à  la  valeur  de  ^S,  nous  arons 
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iaa.OOta         1      ÙD^ 


■1  Tiendra  akm 

I'"     1    r*      /  2     .  \  i   .      1 

[     ^\     (2«-l)(2«+l)^(2,_l)r  J    1 

restle  fXMinas  de  l'aigle  «,r  h  Uogeote;  alors  la  sMeqità 
esl  mnllipliéfl  par  -T-rrqtrésoitele  déreloppaoeotde l'arc* 
en  fonctioi)  de  sa  UDgente  ;  nous  aoroiv  ainsi  définitÎTeiDeal 

-  =  ■Jiab  t  cos  E)  4- 1 . 

2  (        ^BinOj' 

on  S  =  3.tflft  îcose+-r^i. 

(  >in  e  ) 

Pfùte.  Cette  belle  métliode,  qa'il  serait  facile  d'abréger, 
cal  analogue  h  odie  qae  Wallfs  employait ,  avant  rinrentimi 
do  calcul  intégral ,  poor  la  quadrature  des  alresi  le  calcul 
ButTant  fait  ressortir  t'InuDoiBe  avui(a|e  des  inaTeMx 
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!■  Aitrt  de  l'dlipio/lth  i^longé-  On  a  pour  expression  iolé- 
grale  de  cette  aire 

(x  \/a*-«'j:'  +  -«rclang    ,   ""^       Y 

fusant  x^  a  et  doublant  le  résultat ,  on  a  |toQr  la  surface 
totale  3iMiM  0086 Tl—r-r);  lorsque  a=:&,  alors  9=^0  et 

9 
- —  x=  1  ;  l'aire  darieat  4ira*,  qui  est  celle  de  la  sobôre. 

Si  oo  détermine  la  constante  pour  qœ  l'intégrale  soit  nulle 

ponrx  =  0,  on  obtient  C= log^',  Rusant  ensuite  j'=i 

et  donblaut  le  résollat ,  ou  (ditient  pour  l'aire  totale  de  l'd- 
lipsfdde  aplati 

Sko^    séc9+coiel(%t8ng(5*+^e  t. 

(f.  t.  I,p.  524);  faisant  a  =&,  00  a 

logtang45*+-S 


«=0,    séc»=1, 


lange 


La  dérivée  du  namératear  est  .    „„.  ,      et  celle  dn  déno- 

wnlW+e) 

mînaleur  est  — rt  >  donc  ce  rapport  est  égal  i  l'anilé.  Ainsi 

l'aire  derinit  ixa*,  qai  est  encore  celle  de  la  sphère, 
(f.  Moigno,  t.  II,  p.  160.)  Tm. 
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NOTE  RELATIVE  A  UN  THÉORÈME 
mrUiCii$<Aâê,Umgé<mélriqw{t.n,  p.  488}. 

VAK  M.  maM  KAKOOV. 


H.  Tcrquem,  dans  uiM  note  à  U  fin  de  ce  théorèflM,  bU  It 
remarqae  soiranle.  «  Lonqne  R  devient  négatif,  lei  dr 
CMiKraaoes  se  toadieat  intérjearemeot ,  et  n'ont  qa'nne  tan- 
gente commune,  toutefois  la  dasolkle  reste  réelle  ;  qne  lignifie- 
t-dle  atora  ?  >  Ponr  tronver  cette  signification ,  il  fani 
généraliser  ainsi  l'énoncé  du  problème. 

Soient  denx  drconférraces  qui  se  louchent  en  no  poial 
fixe ,  l'nne  de  ces  drconférences  est  donnée  de  position  et  de 
grandeur ,  l'an^^  est  d'an  rayon  variiAle  ;  prenons  le  centre 
de  similitude  antre  que  le  point  de  contact  {qui  est  direct , 
lorsque  les  deux  cerd^  se  touchent  extèricurcmeDl ,  et  in- 
verse lorsqu'ils  se  touchent  intérienranenl)  j  de  ce  centre, 
menons  le  rayon  moyen  ('}  ;  et  cbercbom  les  lieox  géométri- 
ques des  extrémités  de  ce  rayon  moyen  dans  les  denx  circos- 
férencea.  Pour  la  drconf^^nce  fixe  ce  lien  est  évidemmeot 
la  circonférence  elle-même ,  et  poor  la  circonférence  Tariable 
le  lien  est  une  dssdide. 

Si  les  denx  circonférences  se  toudient  extérieurement ,  oo 


n  Pranoni  un  p«lal  qatkanqne  lur  le  cliamèlre  d'une  elreoùHrence  doBatt. 
àt  et  point  BDEunc  p4li  msiMai  dn  i»]tnn»  nclean  t  1*  clrconrérence  ;  cdi 
P*M.  )>dtiign«MuilBnom  de  rtjoD  iimjbii,  le  rajon  feounr  qui  taille  pl« 
(randuitletigairw  tadiuDilnflie;  lonqus  l«  poiai  mi  inltrieor,  le  rti«a 
B*jM  Ml  perpendiculaire  en  di«m«ire;  lortqtte  le  point  e«t  eiMrlear,  leriTW 
■Mj«B  «H  tugenl  *  It  d 
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a  le  probltaK  qne  j'ai  discuté  ;  je  vais  résoudre  la  acoindc 
partie  da  problème,  lonqae  lea  cireonréreocM  se  loDchent 
intérienreineDt- 

Je  prendrai  pour  inoonnoe  la  diaUDca  da  puint  de  cootact 
ao  centre  de  similitade  inverse;  les  calctils  smit  plos  ra- 
pides qa'en  sniTant  la  méthode  qoe  j'ai  employée  poar  ré- 
soudre la  première  partie  ;  que  l'on  peut  adssi  résoudre  plos 
■HDplemeot  en  preoaat  pour  incoaone  la  distaoce  du  ptrfDt 
de  contact  des  deux  cercles,  au  centre  da  aimililiide  di- 
recte. 

CoDseryaat  les  mêmes  notations  que  daos  la  première 
partie,  fig.  60,  les  deux  triangles  semblables  AGD,  BOA.  me 
dooDeol 

R  :  «  i:  CA  :  CA 
R  +  a:R  — «i::>:AC 
3R  :0A  ::  R  +  >:>, 
d'où 

combinant  cette  valeur  de  ^"'avec  l'équation  du  cercle  C  , 

4R<(' 
qHiealr'+^  +  a«Jc  =  0,ilTÎenlj-"'=î-5 r-;étiittiiUDt 

(R  +  «) 

a  entre  celte  équation  et  la  valeor  de  x" ,  on  aura  une  éqoa- 
lien  qui  repréaenten  le  lien  des  pMnts  m.  De  x" ,  je  tire 
_  — JU 
"~2R  +  *' 

substituant  cette  valeur  de  >  dansy ,  il  Tient  l'équation  de 
la  cisBdfde 

■*'  ~aR+x' 

Si  on  Tent  aroir  lo  lien  des  points  m' ,  il  Tant  oombiDtf  la 
valear  de  x"  avec  Féqaation  da  cercle  G,  qui  est  j'*  +  x"  + 

Axa.  »i  HatHmit.  III'  33 
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iiR  j:  =  0 ,  pais  éliminant  a  eomos  préoMemmeot ,  oo  Uoavb 
l'équation  da  cercle  C. 

Si  R  est  aussi  Tariablc ,  et  qu'on  donne  enlfe  a  et  R  U  le- 
latiOD 

a  :  R  ::  w»  :  1     ou     a  =  mR, 
il  Tiendra,  ponr  le  lien  géomélriqoe  dei  poinU  de  contact  as 
ixcàem,l'équtàmr  —  ziz\/^x,  qoi  représente  dnu 
di4Up  pMMBt  par'  rorigiKe;  ponr  le  cerelc  R  ,  on  (raore 
anui  deux  droitea  panant  par  l'origine. 


NonCB  BraiOGRAPHIODE  SUB  APOLLONIUS. 
(SaKe,Tairp.lll.] 


7.  LesGcmiqnea  en  trait  livres;  ouvrage  iviocipal  doal 
nom  allons  nous  occuper. 

8.  Eutocias,  dano  son  Commentaire  sur  Archimède,  die 
encore  nn  antre  ouvrage  d'Apollonius' sons  le  titre  inintelli- 
gibte  de  ù>xi>T<i^'ra^  ;  il  s'agit  d'une  a^^iimation  de  n  (Aoi 
approchée  qoo  celle  d' Archimède  ;  Halley  conjecture  qn'fl 
faoL  Hrc  âxut^iov  ;  moyen  d'oblenir  vite  I{s  produits  de  la 
multiplication  des  grands  nombres;  ce  qui  serait  une  non- 
Telle  prenve,  s'il  en  fallait,  que  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  noire  numération  écrite,  c'est-à-dire ,  le  caractère  léro 
qui  en  est  If  vraie  J>ase. 

9.  .fur  la  gpiraie  (Gochlea),  mentimuié  par  Prodaa,  il  ti 
End.,  p.  39. 

10.  Sur  la  comparaison  de  t'icosaèdre  et  du  dodécaèdre  in- 
scrits dans  la  même  sphère,  cité  par  Qj  psiclea,  lir.  XIV^Ëacl- 

1 1'.  Sur  les  stations  et  les  rélrogradatkna  des  p 
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raojva  des Épicjrclea,  Plolémée,  liv.  XII,  cli.  I,  aucom 


12,  De  Pyraaâdibm  ^  manisc.  de  la  bib.  do  Vatican  » 
Afontfaacon,  Ga(.  manoscript. ,  1. 1 ,  p.  38- 

Pappos  dit  [liv.  VII  )  que  c'est  Arislée  (  —#50) .  qai  le 
premier  ,a  pi^lié  ca  dnq  livres,  an  traité  des  Coniqaea  ;  en- 
suite Euclidc  en  a  publié  qaatre  anxqœls  ApolloBiiu  a  ajoalé 
quatre  antres.  Ixs  quatre  premiers  livres  dn  texte  grec  exis- 
tent oiannscrîti,  à  la  bibliothèqae  royale,  Bodleyenne,  «a 
Vatican  ,  à  Mnuich,  à  Milan.  ApoUonios  n'a  comnencé  à 
être  conna  que  vers  le  milieu  du  quinzième  siède,  et  R^io- 
moDtaaus  (1)  le  tradaînt  et  en  projeta  one  éditi(»i  qui  ne 
parot  point. 

La  prraaière  tnutoetion  latine  de  ces  qaatre  livres  a  para 
à  Veniae,  en  1537;  OB  la  doit  *  Jeap-fiapttete  Menonins ,  pa* 
tricien  de  Raguse;  publiée  par  son  fils ,  elle  est  trés-défec- 
tneoie,  et  firamiUJe  de  butes. 

La  seconde  traduction  est  da  cétjtire  Frédéric .  ÇomaMU' 
din ,'  elle  porte  ce  titre  :  ^polionU  Pergm  ConiMrn^  i^ii 
quatuor  itnà  €um  Papj»  Altironinmi  inmaUbut  et  tomaan- 
tarUê  Eutocii  Asealcnita^  Sereni,  Avtimnnt  phiiotophi,  tibri 
due  ;  nuac  primùm  in  lucem  édita  quœ  omnia  nupw  Federicuë 
Cùmmaadimu  Ufhinas  expwrgata  è  graeo  mmierlU  et  eomam- 
tarn»iiluitrat)it,eumprUnlegioPiiTIII,inaMn«i  X.BoiieiùtBf 
tn  oJ}lctnd  Aîexandri  Bmoiii,  MfiLXVl  ;  in-folio  de  134 
fenilleU  muDérotés  aa  verso  seulemeol  ;  l'onvrage  est  dédié 
i  Gaido  Ubaldo,  doc  d'Urbin.  On  a  deux  anfres  éditions, 
Paris  1626,  elPisloie  1696;  c'est  lameHloire. 

n  y  a  oicore  oœ  traduction  latise  de  Gbude  Ricliard , 
jésuite,  année  165&,  avec  na  ample «XHUnentaire  extrême- 
iDeot  prolixe  et  peu  profond. 

,')  S«nnoni  «u  Mallcr;  Il  tal  nrDomméRrgioDioiiUDDi,  deurillc  oiide 
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NoQS  citeron*  encore  :  ^intlUmU  Conicorum  Hb.  If,  me- 
lKo4»  nova  iltiutrati  tt  mteàneti  demotutrati  per  ItaaaoH 
Barrow.  ExtatU  cum  j4rehimedU  opmbm,  et  Theodoni  tpka- 
riàt,  ptreamdemBamnD  eodem  modo  adomatts,  Lond.  1675, 
4.  On  Mil  qft  NevtoD  a  été  le  disciple,  et  ensuite  le  soccte- 
senr  de  Barrow,  dans  l.i  chaire  Lvcasienne  de  géométrie, 
fondée  par  le  chevalier  Lucas,  à  rUaJTcrailé  de  CaiDbri(%«. 

Ces  qnalre  livres,  longlempa  seuIi  connas  en  Europe, 
ne  poQTaient  donner  une  idée  juste  du  génie  d'Apdltffiins. 
Anssi  Descaries  n'en  fait-il  pas  grand  état.  Tootefois,  les 
Arabes  possédaient ,  depuis  le  neuvième  siècle ,  une  verson 
des  sept  preiDiers  livres.  Ainsi  dès  830 ,  sons  le  calife  Ahna- 
moan,  on  traduisit  les  trois  premiers  livres;  les  livres  T, 
IV,  yil  Airenl  ajoutés ,  pendant  le  même  siècle,  par  TDcbît 
Ben-Cora ,  et  le  tcot  fut  «oignenacment  rern  par  Nassir- 
£ddio,  versiasO. 

EdGd  Golins ,  célèbre  orientaliste  géomètre .  proftKseor  k 
L^de ,  rapporta  de  son  voyage  en  Orient,  une  version  ard>e 
des  aeft  Hvres  d'Apolknius. 

Il  8B  écrivit  an  pdre  Mersenne ,  en  loi  indiquant  les  com- 
mencements drs  livres  sixième  et  seplième  [  Geomet.  tMH- 
verta  Synoptù,  p.  S74)r  c'était  en  t6U;  Golins ent  même 
l'idée  d'en  donner  onc  version  ;  mais  il  parait  que  la  noavelle 
de  cette  décoavcrte  ne  se  répandit  pas ,  car  on  continuait  à 
regarder  comme  perdoe  la  fin  d*Apollonias,  et  d'éminenls 
géomètre;  Iravaillaient  à  la  restituer.  Enfin  le  célèbre  nté- 
decin  mathématicien  Joseph  Alphonse  Borelli ,  trouva  dans 
la  bibliolhèqac  de  Florence  un  manuscrit  arabe ,  qu'il  con- 
jeclnra,  d'après  lesfigares  qui  l'accompagnaient,  devoir  être 
les  derniers  livre*  du  grand  géoméhre.  Ayant  obtenu  la  per- 
mission de  l'emporter,  il  se  rendit  b  Rome  auprès  d'Abraham 
Echellensis  [*),  Maronite,  arabisie  :  possédant,  l'un  la  con- 

(')  Aiuti  notant  d'Ekcl,  t*  Tillt  mlilc. 
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naimncc  de  la  langue ,  et  l'autre  cdlc  de  la  malière ,  ils  eu 
firent  ensemble  une  tradoctioD  qui  fut  imprimée  à  Florence, 
ro  1 661  ;  mais  le  manuscrit  n'est  qu'un  extrait  de  la  version 
de  fJassir-Eddia  ,  Tait  par  le  persan  Abalpbat}  la  traduction 
est  augmentée  des  précienses  notes  de  Borelli. 

Vers  le  même  temps ,  le  célèbre  Raa  découvrit  un  Apol- 
lotÛQs  arabe  dans  la  bibliolhéqae  de  Kiel ,  et  ignorant  ce  qai 
s'était  passé  en  Italie,  il  publia  nne  IraductîOD  sous  ce  titre  i 
Conieorvm  sttfionum  libri  f^,  Fî,  yil,  m  Grœcid  depo'diti, 
jam  vero  ex  ariAieo  lUS,  laUnilate  donaH^  à  ChrûUano 
Raoio^  1670,  Kilone  ;  mais  ceci  n'est  encore  qu'un  extrait 
fait  par  le  Persan  Abdalmelec  Scbirazîta,  et  très^nal  tra- 
duit par  Eau.  En  Angleterre  ,-un  ouvrage  veon  de  la  colleo- 
tîon  des  manuscrils  de  Selden,  déposée  à  la  bibliothèque 
Bodlejeooe,  tomba  entre  les  mains  de  Edouard  Bernard, 
l^ofeflsetu- Savilîen  d'astronomie,  et  savant  orientaliste  i  il 
reconnut  nne  œuvre  d'ApoUonios,  el  Hallcy  prouva  qoe 
c'était  nne  traduction  dugrec,parc«  que,  ^ans  les  Qgures, 
les  lettres  ne  suivent  pas  l'ordre  de  l'alpbabet  arabe  ;  et  il 
conjectura  que  la  traduction  remontait  à  830,  tons  lesaospiccs 
du  calife  Almamonn.  Bernard  entreprit  la  tradaction ,  et  il 
fut  à  peine  fc  la  dixième  partie ,  qu'il  mourut.  D'après  les 
czbortatiooi  d'Aldricfa ,  professeur  de  théologie  et  doyen 
du  collège  de  Cbrist^^hnrch,  le  célèbre  David  Gregorf  cor- 
rigea la  versioo  de  Bernard,  et  entreprit  da  donner  une  des- 
criptim  soignée  el  dégante  de  tout  l'ouvrage. 

Dans  cet  intervalle,  Wallis  étant  mort  en  1703,  et  Edouard 
Halle;  l'ayant  remplacé  dans  la  cbaire  Savilienne  de  géomé- 
trie (*j,  AIdridi  Ini  communiqua  la  version  de  Bernard. 
Narcisse  Marsh ,  arcbevéqne  d'Aruugb  et  fH-imat  d'Irlande, 
loi  envoya  le  texte  arabe  deGolias,  celui  de  Nassir-Ëddin, 

(')  hDdta  par  1*  eb>i*1i«T  StTlIe. 
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4ae  ce  haut  difnitaire ,  fanleur  des  scieoces  malbànatiques, 
avait  acqnis  des  héritiers  da  professeur  de  Leyde.  Muai  de 
tons  ces  seconrs ,  Halley,  quoique  ignoraut  presque  l'idiome 
arabe,  enlrcprit  la  Tersion  des  livres  en  arabe,  en  dennaal 
le  sens  d'après  les  figures.  Oa  lit  ces  détails  dau  l'ouvrage 
snivaut  :  HiêUtria  matheieos  univerue  â  mundo  amdilo  ai 
teeulwnXf^l,aactaTe  Jos. Christ, Heîlbronneo,176f  (p. 273}; 
le  resle  est  raconté  par  Halley  lai-néme  ;  Gregorj  (David], 
astronome  et  philologue ,  ayant  succédé  à  Bernard  en  1691, 
se  chargea  de  hi  révision  dn  texte  grçc  et  de  la  vo^ion  latine 
de^Commandin  j  mais  Gregory  fut  aas^i  enlevé  en  1708,  i 
peine  arrivé  à  la  p^c  84;  de  sorte  qac  cette  partie  de  la 
besogne  retomba  aiust  snr  HaUcj  seul ,  et  Jean'  Bndson , 
conservaleur  de  la  bibitotbéqne  Bodiejenne ,  Ini  donna  quel- 
ques secours,  L'ilhulre  géomètre,  astronome  et  littërateor, 
donna  la  meiBeore  et  la  plus  complète  édition  que  nous 
ayons  d' Apollonlas  ;  et  il  restitua  le  livre  VIII,  d'afvte 
cerlaioes  données  fournies  par  Pappos.  On  Ut  en  arabe  k 
la  fin  dn  manuscrit  de  Golius  :  "  Le  huitième  livre  n'a  pas 
été  traduH  en  arabe,  parce  qu'on  n»  le  tronve  plusengrec  : 
ainsi  oe  livre  avait  déjà  disparu'  ao  13*  sîède  ;  il  rnle  peu 
d'espérance  de  le  recouvrer. 

Hertwlot,  dans  sa  bibliothèque  orientale,  p-  119, dit  : 
"  Depuis  le  tetnps  du  khalife  Almamonn,  jtuqi^eo  l'an  1000 
et  plos  de  l'Hère,  ce  hultièine  livre  n'a  pohit  été  trMTè, 
et  l'on  croît  qu'il  est  cadiè  dans  quelques  bibtîMbèqaes  des 
Grecs,  où  il  est  cotaserVé  précieusement  h  cause  de  sa  ra- 
reté. >  Aben-Monssa  dit  qu'outre  les  septKvres,  on  a  trouvé 
encore quatrefigores  du  huitième ,  etc. ,  etc. 

L'édition  de  Halle;  est  fréi-rare  en  Praoce,  elle  n'existe 
pBSèlaUMio(bèqaeroyale.lln'y  a,  à  ma  connaissance  que 
trois  exemplaires  à  Paris.  L'un  appartenant  à  M.  Oliv^, 
répétilenr  k  l'École  polytechnique  |  le  second  A  la  biblio- 
(hcqne  de  celle  écolo ,  et  le  troisième  à  la  biblioihèqcic  de 
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riotlitat,  que  l'on  a  en  la  bonté  de  me  txMDmoniqaer. 
Noaa  aHoDS  en  donner  une  snfllsante  descriptkm. 

Toiei  le  litre  i  ApoUonii  Perçai  Conicorum  lAri  oeto  et 
StnmjMitieruiâ  de  teeMoneeyUndri  et  eoni  librithio.,  Oxotùa, 
e  titeotro  Seheldomarw,  MDCCX,  io-folio  IT-  Cet  édIBce 
magDifiqoe  «pparlleot  à  l'UnJTersilé  et  a  ét^  élevé  par 
le  célèbre  Wren,  aux  dépens  de  Scfaddoo,  archeréqnede 
Cantorbéri. 

On  ne  lait  rien  de  ce  Sërtniu ,  sinon  qa'il  étsit  d'Antissa , 
TÎlIe  de  l'Ile  de  Letboe,  etqn'il  a  Técuarant  Mariniu,  disdfrie 
de  Proelm,  ainrii  qn'il  résnlte  delà  préface  de  ce  Marinas 
«tx  Data  d'Eaclide.  Il  a  composé  un  livre  sor  la  section  do 
cjUadre,  et  un  antre  snr  la  section  do  cdoe ,  qu'on  Iroave 
ici  arec  la  veraton  laline;  lecomnenlaire  du  même  géomètre 
sur  ApoUonins  eat  perdn. 

Le  commeolairfl  d'Eutoce  sor  les  trois  premiers  livres , 
déjà  traduit  par  Commandin,  est  dcmné  avec  le  texle  grec 
dans  l'édition  deHalley. 

Sotoce  était  d'Ascnl(m  en  Palestine  et  QorisMit  sons 
Jottloien,  vers  510  j  car  II  a  dédié  son  Commentaire  sur 
Apolloolus  à  Antbemins  'frallianas,  et  son  GommenUiresar 
ArcMnède,  à  son  précepteur,  Isidore  de  Milel  ;  or  c'étaient 
les  «r^ilectes  de  Is  célèbre  église  de  Saiote-Sophie ,  érigée 
•don  Prooope,  en  53â. 

Les  qûtre  premiers  livres  MoUeDQent  S50  pages.  En 
v<ricl  le  titra  partlcoKer  : 

AHoXJkovtou  Utçrjeuoo  Smvcxwv  ^c^Xa  &',  Trpittpa  |Uta  Ibmcau 
AXlEavSpfaiK  Xit^t'.Atuv  xot  EuKMÎou  AvxaXuvimû  ôirotivrifLdkuv.  — 
Apatlonii  Pergœi  Conicorum  tibri  /f',  prioree  cum  Pappi 
Akxmdrini  Ununatit  et  EtUocii  Atcalonila  eommentariii. 
Ex  Coda.  Mu.  grœcis  edidit  Edmundiu  Halleiut,  apud  Oxo- 
«iefUM  feomefria  pro/bsior  SavUiamu. 

Le  telle    complet  de  Pappiu  n'a  malheoreuienient  pas 
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wcorc  élé  publié  ;  maia  on  troDTe  ici  le  texte  des  k 

que  PappoB  a  donné  pour  seiTir  d'éclaircissement  k  Apollo- 

Dïus;  lo  premier  livre  d'Apollonius  est  dédié  à  Endème. 

Il  lui  dit  :  «  Lorsque  je  me  snia  tronvé  avec  tous  k  Pei^ 
game,  tous  avez manifieslé  te  désir  deooon|l(rc  mes  tniTanz 
sur  les  coniques;  je  tous  envole  le  premier  livre  corrigé,  ei 
quâud  jescrai  mieaz  disposé,  vous  aurez  lessrpt  autres.  Vous 
n'avez  pas  oi^lïéà  quelle  occasion  je  les  ai  composés  :  c'était  à 
AloundrieetÂla  prière  du  géomètre  Nâucratc,  lequel  étant 
pressé  de  s'eo^rquer,  je  mis  par  écrit  les  huit  livres,  très 
à  la  bâte  et  mds  les  revoir.  Ajant  maintenant  le  temps,  noiu 
les  éditerons,  à  mesare  qu'ils  seront  corrigés.  Mais  Q  est 
arrivé  qno  le  {uremier  et  le  second  livre  ont  été  donoés  k 
quelques-unes  de  mes  conoaissaDces ,  avant  d'élre  revus  : 
TOUS  ne  devei  donc  pas  élrc  surpris  de  trouver  des  change- 
menlB  dans  certaines  propositions  de  oes  huit  livres.  La 
qaatre  premiers  tontiennent  la  partie  étémottaire  :  le  pre- 
mier livre  renrerme  les  générations  des  trois  seclîoiM  do  cdac 
et  des  seaioDs  diies  opposées  (*j  ;  le  second  livre  traite  des 
diamètres ,  des  axes  et  des  asymptotes,  et  contient  diverses 
propositions  utiles  pour  les  diorwnei  f  *]  ;  le  troisième  livre 
couiienl  beaucoup  et  d'admirables  tbéor^mes  utiles  pour  la 
sjnlhèse  des  lieux  solides ,  cl  pour  lej  dîorismes  ;  la  plupart 
sont  beaux  et  nouveaux.  Par  occasion  ,  nous  devons  Taire 
cAserver  qu'Ëuclide  n'a  pas  bieofiiit  la  synthèse  du  lieu  aux 
trois  et  quatre  lignes  ("*),  il  n'en  a  traité  qu'une  petite 
parliq  ^  cela  sans  beaucoup  de  succès.  Cette  synthèse  ne 
peut  même  bien  se  faire  sans  les  théorèmes  que  nous  avons 

Cl  N«ni  imaté  k  Hiypertmla  litoèfl  ur  11  Mconde  nipps  du  cane. 

O  "ot*  donn«  p«r  leienGiinipnbMmM  déurahita,  ia&ap^,Hitrr- 
mîH,'  lesGrcct  DsculUtaleal  mime  Jn  llaui  gtamélriqu», qu'en  ToedalNr 
Ddlilé  pour  let  dlarlimei. 

("*)  I^blémB  ctlèbre.  ÂlinldoBnica  [roïi  wiqiuin  droila, 
du  point  MqDBlcidiaiineea  MiteftiNRi  1  ane rtltUon  itonnM, 
fV  II  Kcond  atgrt. 
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iaveatés.  LeqnalrièmeliTreai^readdc  combiende  maoiircB 
le*  coniqaes  pcavenl  se  rcocontrer  cotre  elles  et  avec  la 
circonférence,  et  beaacoop  d'autres  propoettions  a[q»rteiiant 
à  une  théorie  complète  j  ce  qoi  n'a  jamais  été  pablié  par 
aucun  de  nos  devanderB  ;  il  en  est  ainsi  du  nombre  des  points 
d'intersections  que  peuvent  avoir  les  sections  opposée.  Les 
quatre  autres  livres  appartiennent  à  la  science  la  plus  rele- 
vée, car  le  cioqaième  traite  des  maxiraa  et  miaima  ;  le 
siziëffle,  des  sectiODs  coniques  égales  et  semblables  f  le  sep- 
tième  contient  des  théorèmes  dioristiques  ;  le  bnitième  con- 
lient  des  problèmes  dioristiques.  I^irsqu'ils  seront  tons  édités, 
il  sera  loisible  à  chactiD  d'en  porlertel  iogeotent  qu'il  lroo> 
vera  convenable.  > 

On  voit  qn'ApoUonius  avait  une  opinion  trés^banle  mais 
trës-jnsto  de  ses  découvertes.  Pappus  taxe  Apollonins  d'ar- 
rogance, et  trouve  qu'il  ne  parle  pas  avec  convenance 
d'EucIide,  son  prédéccsfcur  ,  tandis  que  celui-ci  s'est  mon- 
tré très-juste  envers  Aristée,  qui  avait  écrit  sur  les 
coniques  avant  Eaclide  -,  voici  les  paroles  de  Pappus,  au  com- 
mencement du  septième  livre  des  collections.  "  Enclides 
autemteeutui  ArUlceutn,  icriptoran  lucalentum,  in  tu  qtiœ  de 
eonicii  Iradiderat ,  ne^ue  aateverteru ,  nc^M  volent  eorum 
tractationem  dettruere ,  cùm  inîfi|rimtu  eaet  et  benignui  erga 
omna,  pTŒiarlim  eos  qui  matkeBuUicai  diteiplinai  aliquâex 
pttrte  augere  et amplificare poixnt,  »t par  ett,ttnutlo  modo 
in/ènnu ,  nd  accuratut,  non  mrogtmt  ;  velut  hiece  e$t  Apol- 
loniua.  ■  Pappus  fait  celle  sortie  à  cause  de  la  manière  dont 
Apollonius  parle  ci-dessus. d'Euclide,  à  l'occasion  du  pro- 
blème des  troit  et  quatre  lignes. 

Il  est  bien  possible  qu'Apollonius  n'ait  pas  toujours  rendu 
justice  suflBsantc  k  ses  devanciers  et  ait  cherché  à  les  primer 
et  à  démolir  leurs  travaux  [anteverlere  et  destruere);  cola 
l'est  To ,  même  chez  d'émiocnls  géomèlres ,  en  tout  temps. 
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Voici  conment  tte  s'y  preoDeat  de  nos  Jours.  ¥otu  avez  dé- 
oouTert,  je  Aippoae,une  propriété  du  trian^eïmptHlante, 
ÎDCOODDa  ;  ib  eimMucrirent  TOtr«  triangle  dans  qd  pol^- 
gone ,  s'évertaenl  k  généraliser  TOtre  propriété ,  et  la  sigiu- 
leot  ensnile  aHOme  un  petit  cas  partieulier;  et  loaUfois, 
sans  le  triangle ,  jamais  ne  lenr  serait  Tenue  l'idée  do  palf- 
gone.  C'estcG  qa'on  peut  appeler  la  passion  obsorftmfe ,  aoe 
des  iaaooibrables  ramificatioas  de  la  cupidité.  ApoUonius 
peut  avcir  en  cette  faibletse  ;  le  gteie  n'en  exea^  pas  ; 
mais  le  passage  incriminé  par  Pappns  ne  prouve  riea,  et 
même  platût  le  cmitraire  ;  car  Apoiloolos  dit  expreMémeat 
que  les  quatre  premiers  livres  sont  eansaorés  k  l'expoution 
des  âétuenle ,  et  on  n'invente  pas  les  éléments  ;  il  dit  seule- 
ment  avoir  perfectionné  certaines  parties ,  ce  qui  n'a  rit» 
d'extraordinaire  ;  mais  il  fait  ses  réserves  pour  les  quatre 
derniers  lirrefl ,  oà  se  trouvent  en  effet  des  décooverles 
capitales  et  qni  loi  appartiennent  incontestaldement ,  et  où 
il  a  créé  la  théorie  des  diamètres  conjngnéss  et  même , 
moins  la  dénomination,  la  théorie  des  développées  des 
coniques ,  encore  aujonnChni  pins  complète  qae  chez  les 
modernes,  et  où  son  génie,  devançant  dix-buit  siècles, 
marche  de  uivean  avec  le  génie  d'Arehiméde. 

Le  second  livre  est  dédié  aa  mémo  Endème  ;  Apoltonios 
renvoie  par  son  Sh  ,  de  méme'nom  que  te  père ,  et  il  recom- 
mande A  Eudème  de  le  communiquer  aux  personnes  qui  lui 
en  paraiasent  dignes ,  et  snrtout  an  géomètre  PhUoiùde ,  s'il 
vient  à  Pei^ame,  et  avec  lequel  il  avait  contracté  amitié  à 
Ephése.  On  voit  quelle  importance  les  auteurs  attachaient, 
avant  l'impression,  i  des  communications  officieuses,  alort 
l'unique  moyen  de  publicité. 

Le  troisième  livre  n'a  pas  de  dédicace,  mais  le  quatriénK 
est  dédié  k  Attale  ;  on  ne  sait  quelle  ville  il  habitait.  ApoUo- 
nius dit  qu'Eudéme  ayant  trépassé  (  (ns-njXXi^oro;  St  îmivou)  , 
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il  eofem  les  aatres  livres  h  Allait;.  ■  Dans  ce  livre,  je 
'  traite ,  dil-il  :  1°  des  intersections  des  sections  coniqaes 
>  entre  elles  et  arec  la  drconférence  j  2*  des  interseclions 
»  des  se(!tions  coniqoes  avec  les  branches  (^posées ,  arec  les 
»  seeondes  brandies  de  l'fayperbole  ;  3*  des  interseclions  des 
'  branches  opposées  entre  elles.  ■>  Conon  a  écrit  sur  la  pre- 
mière partie ,  mais  ses  démonstrations  ne  sont  pas  exactes  ;  it 
a  été  en  cela  justement  critiqué  par  IficolËle  de  Cyrène  ;  le 
dernier  fait  i^ention  de  ta  seconde  partie  comme  d'ane  chose 
facile,  cependant  ni  lui  ni  d'aotrés  n'ont  rien  donné  là- 
dessus  (  quant  à  la  troisième  partie ,  elle  n'est  même  venue 
à  l'idée  do  personne.  Nicotéle,  dans  sa  discuation  avec 
CooOD,  avance  que  les  inventians  de  Conon  ne  penvcnt  servir 
aux  diommei,  ce  qui  est  faux,  elles  sont  an  contraire  trës- 
nljlesponr  cet  objet.  > 

Sfta  Ercai  aicoSoj^î];  xa!  yàp  SXXa  itoXkà  tûv  Îv  fut^fijaai  SiÂ  toûto  , 
xs!  où  Si'  Sk\o  Ti ,  inoÔE^j^Sa. 

«  D'ailleurs,  indépendamment  d'une  telle  utilité,  tes  dé- 
monstrations sont  dignes  d'être  admises  pour  elk$-mémea, 
car  nous  admeltoas  de  même  beaucoup  d'autres  [««positions 
dans  les  mathématiques  pour  elles-mêmes  et  non  pour 
d'autres  raisons.  « 

Apcdlonius  veut  qu'on  cultive  aussi  la  science  pour  la 
science ,  et  non  toujours  en  voe  d'une'uUHté.  En  effet ,  qui 
est  jnge  de  cette  utilité,  à  quels  caractères  la  reconnaître? 
Qui  aurait  pt  prédire,  au  siècle  d'ApoUonins ,  que  les  pro- 
priétés focales  des  coniques  joueraient  le  rAle  le  pins  impor- 
tant dans  la  construction  de  l'univers?  Pouvait-on  prévoir 
que  des  propriétés  de  nombres  amèneraient  h  des  divisions 
dn  cercle,  que  quarante sièdes  de  Btédilalions  géométriques 
n'oDl  pas  su  et  oe  savent  pas  encore  effectuer  ? 

Daus  l'é^tfon  de  Halley,  la  pagination  recommence  pour 
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les  trcHS  livres  IradaiU  de  l'arabe  et  pour  le  quatrième  ^  res- 
titué, en  tont  171  pages.  Voici  le  litre  :^p.Pery.  Cdnieomm 
lihri  tTtt  poaerioret{K.  Fy  Fl^yil),  ex  arabieo  termone 
in  latinum  converti ,  cum  Pappi  j^lexandrini  Uttunatit  ;  nib- 
jicitw  liber  Conicorum  octatms ,  rettilutui  operd  et  t^tdio 
Edmundi  Halteiiy  apud  Oxofûetuei  gtometriœ  profeatorii 
Saviliam.  —  Halley  a  dédié  les  qoalrc  premiers  lirrcs  k  Jean 
ExAt ,  chef  de  la  joslice^n  Angleterre ,  et  les  quatre  derniers 
i  Marsh,  archevêque  d'Armagh,  primat  d'Irlande,  artiutn 
mathematicarum  faulori  summo,  luique  ordinia  propè  untco. 

Halle;  doone  la  description  du  manuscrit  de  Golins,  de- 
venu la  propriété  de  cet  archevêque.  On  tit  en  mai^ece 
titre  :  Lirre  des  Coniques ,  selon  Massir  Eddio ,  de  Téos  (*J. 
Au  contmcDcement  et  k  la  On  du  livre ,  on  trouve  ces  dwIs  : 
livre  des  Coniques  d'Apollonius.  Tfaebit  ben  Corah  a  tra- 
duit, mais  Béni  Moses  a  corrigé. 

On;  lit  aussi  qne  le  manuscrit,  commencé  le  16  aoât  1347, 
a  été  terminé  à  Maraga  [*.*)  le  30  mars  1 303.  Ces  renseigne- 
meolsontété  Iradaits,  dit  Halle;,  par  Sike,  professeur  de  lit- 
lératore  orientale  à  Cambridge  j  ainsi  Halle;  ne  savait  pu 
l'arabe. 

Le  cinquième  livre  est  adressé  à  Allale.  Le  trait  qui  est 
en  tète  de  la  première  ligne  fait  présumer  que  celte  dédicace 
n'est'pas  complète,  en  voici  la  traduction.  «Nous  avons 
écrit  dans  ce  cinquième  livre  les  propositions  desmaximael 
minima.  Il  est  k  savoir  que  ceux  qui  ont  vécu  avant  noos  et 
ceux  de  notre  temps  n'ont  que  légéremeal  effieu|^  la  doctrine 
des  minima ,  ils  ont  seulement  démontré  ce  qui  concerae, 
sous  ce  rapport,  les  droites  qui  louchent  les  coniques,  et 
vice  venà,  c'est-à-dire  ce  qui  arrive  lorsque  ces  lignes  sont 


(*)  Teoi  en  ont  Tilla  de  la  Pcru.  Lilitndc  II*,  longilsdt  v*-. 
(")  Vllts  «alN  U  IMIe  H  l'Anjric.  LtiHide  Jt*.  lonsUnds  i» 
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dei  bntchanta  ;  mais  nous  avons  parlé  de  ces  lignes  dans  le 
premier  liTre,  si  ce  n'est  qae  dans  l'exposition  nous  aTons 
omis  la  doctrine  des  minima  ;  nous  arons  rAsota  de  suirre 
eiK<»>e  le  même  ordre  que  dans  les  trois  premières  parties 
des  éléments,  ayant  égard  ans  divers  diamètres  quelcoo- 
rooqnes;  mais  comme  les  propriétés  sont  innombrables, 
noos  avons  sealement  cherché  pour  le  moment  à  montrer 
comment  les  clioses  se  comportent  relativement  aux  axes  ou 
ans  diamètres  principaux.  Noos  avons  arrangé  avec  strin  les 
proposIlionB  snr  les  minima  et  nous  les  avniB  disringuées 
scâon  leors  classes  ;  nons  j  avons  joint  la  doctrine  susdite  des 
maxima ,  car  c'est  nécessaire  i  ceux  qui  cultivent  la  science, 
tant  poar  faialyse  et  les  diorismes  des  problèmes  que  poor 
leur  synthèse  ;  en  outre ,  qne  ces  choses  sont  du  nombre  de 
odies  qui  par  elles-mémee  ne  paraissant  pas  indignes  de  de- 
venir nn  objet  de  méditation.  > 

Ce  eiÉqaiéme  livre,  honneor  de  l'esprit  humain,  est  le 
plus  beau  resle  de  la  géométrie  antique  :  nous  en  donneront 
toutes  les  proposilions  dans  les  Annales,  en  Indiquant  le 
mode  de  démmistration. 

I«  sixième  livre ,  adressé  à  Allale ,  débute  ainsi  :  ■  Je 
l'envt^  le  sixième  livre  dei  coniques ,  qui  contient  des  pro- 
positions sur  les  conhfues ,  sur  les  segments  de  ces  coniques , 
égaux  et  inégaux,  semblables  et  dissemblables,  et  encore 
d'autres  proposidons  omisa  par  nos  prédécesseurs  ;  car  c'est 
dans  ce  livre  que  tn  trouveras  spécialement  comment  il  faut 
couper  un  cône  droit  4onnè  ponr  «Ateuir  une  section  ^le 
à  une  ccmique  donnée,  ettomnient  on  peut  construire  un 
cAne  droit  semblaMe  à  un  cûoe  donné  et  passant  par  une 
conique  donnée,  objet  qne  nous  avons  traité  avec  plus  d'a- 
bondance et  un  peu  plus  cMremenI  qne  cenx  qnl  en  ont 
écrit  avant  noos.  ■ 
Voici  la  dédicace  du  septième  livre ,  toujours  au  méeie  : 
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«  )e  l'envoie  avec  ceux-ci  ("}  le  septième  livre  de*  tectioiia 
coniques  i  il  ;  a  pbinears  proposilioiH  neaves  rcbUvei  aax 
diamèlrca  et  aux  figures  construites  sar  cas  diamètre», 
propositioiu  utiles  en  Iteauconp  d'espèces  de  probtèoies,  et 
principalemem  dans  leurs  dùwûmet.  On  en  reocoolre  pla- 
siears  exemples  dans  les  problèmes  coniques  dâterminét  qae 
Doos  avons  résolus  et  démontrés  daat  le  huiti^B?  livre ,  tpâ 
tiendra  lieu  d'^^ipendix.  Nous  t&cberoDs  de  le  l'cDvqrer  le 
pins  tdt  possible.  ■  Far  Ggore  ooDstmile  sur  un  diamètre , 
ApoUonins  déri^iie  le  reclsagle  ayant  poor  c6tés  le  diamètre 
et  son  paramètre,  on,  en  tcnnes  modernes,  le  carré  da 
diamètre  conjugué. 

C'est  dans  ce  dernier  livre  qu'on  rencontre  noihsaBleiiHiit 
les  pfoprièlèa  roodmnaatales  des  diamètres  conjngoé* ,  mais 
beaucoup  d'antres  propaaitions  importantes  doat  dq«s  dan- 
nerons  l'énoacé. 

Le  iiuitièBe  et  dernier  livre  est  entièrament  l'ouvrage  d« 
BaIV>y  t  il  conli«it  trente-lnMs  piohlèmet  dionftiftMi  (  détw- 
niqis)  snr  les  diamètres  eoBJnguèi,le«rB paramètres,  lenra 
angles  maxima,  minima,  etc.,  etc.  ;  lesaolutiona  soKtlw- 
dées  sur  diverses  propoMtions  d'ApoDotùns,  et  prinaprie- 
ment  sor  ce  que  ce  géomètre  nomme  IiyM«i  AomaJmriMi  (vair 
p.  345). Les  problèmes  soatfaciles  parles  méthodes  modenM. 

La  paginatiOD  recommence  pour  Sérénas,  qui  costient 
88  pages;  ilest  dédié  à  Aldridi,  doyondaadl^ de  Christ- 
Gtanrcb ,  le  litre  est  :  Zapijvou  ivnMiwq  f iXoa^fW  «tpt  xn^Sfi 
xuXIvSpw  xal  xùvou  ^k  Suu.  —  j'iraHJ^MosopM  AnHtmMÙ 
de  atOione  cyliHdri  eteom,  Mrïrftt«,-«e  eodd.  Mu.  fiwcû 
edidi(£.  Hatlniu,  etc. 

Serenos  adresse  ee»  àeax  livres  à  son  ami  Gjru.  Le  pre- 
mier livre  a  pour  ot)jet  de  démontrer  que  les  sectitma  qu'on 

C)  0«  ne  411  pu  •*•«  qaoï. 
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(ibtieDtdaos  le  cylindre  oblique  soul  ideatiqaesâ  celks  qu'os 
obtient  dans  le  cône  obliqae  «  ce  qui  n'étail  paa  encore  géoé- 
ralemeot  admis. 

Le  second  livre  est  uniquement  consacré  aox  diverses 
propriétés  dn  Irianglc  qn'on  obtient  en  menant  un  plan  par 
le  sommet  dn  cône  ;  par  exemple ,  il  cherclie  quel  est  le 
triangle  d'aire  maxima ,  quel  est  le  triangle  mené  par  l'axe 
ayant  l'aire  minima ,  comment  il  Eant  mener  un  plan  pour 
avoir  an  triangle  isocèle  d'une  aire  donnée;  il  ne  résout  ce 
problème  qae  pour  le  ctne  droit ,  et  Balley,  par  la  mélbodc 
algébrique ,  résout  le  même  problème  pour  le  cône  oblique. 
La  conslmction  exige  qu'on  mène  nue  normalepar  un  point 
donné  à  une  parabole  donnée ,  ApoUonios  résout  ce  dernier 
problème  en  faisant  couper  la  parabole  par  une  hypertxde, 
mais  Halley  remplace  l'byperbole  par  nue  circonférence;  il 
dit  avoir  trouvé  celte  construction  il  y  a  une  vingtaine  d'an- 
nées, par  conséquent  vers  1690.  (  f^.  I.  II ,  p.  186. }  Sérénus 
termine  le  volume- 

Nous  n'avons  point  de  tradnctiou  française  ni  d' Apollo- 
nius ,  ni  de  Sérénus,  ni  de  Pappos  ;  ce  seraient  des  travaux 
qui ,  exécutés  par  des  professeurs  de  l'Ecole  ncHmale ,  jette- 
raient quelque  lustre  sur  une  institution  toujours  primée  par 
l'École  polytedinique  ;  et  toutefois  on  aurait  droit  de  s'at- 
tendre h  un  résultat  opposé;  car  à  l'École  polytccbniqoe , 
destinée  à  former  des  hommes  pratiques,  les  mathématiques 
sont  des  sciences  auxiliaires;  tandis  qu'à  l'Ecole  normale, 
où  doivent  se  former  des  professeurs,  des  théoriciens,  le» 
malbématiqups  sont  des  sciences  essentielles,  devant  être 
développées  dans  toute  leur  étendue,  didactique,  philolo- 
gique, histwiqne.  Si  donc  les  produits  des  deux  Institntifms 
se  'présentent  dans  on  ordre  inverse ,  cela  doit  tenir  à  quel- 
que vice  d'enseignement  qu'il  serait  utile  de  faire  connaître. 

L'Académie  des  inscriptions  on  la  Société  asiatique  ren- 


nign^Pdi-vGoOglc 


-i88  - 
dtaient  un  grand  service  en  s'occupent  de  la  publication  do 
teste  arabe  d'Apoltonius  i  c'est  l'anique  moyen  de  contrôler 
la  traduction  de  Halley .  On  peut  compter  d'aîRears  sur  In 
encouragements  d'an  gouvetnement  proleclenr  des  sciences, 
qui  a  ordonna  la  réimpression  de  Laplace  et  de  Fermât, 
réimpressions  sans  contredit  trés-palriotiqnes ,  mab  aussi 
dispendieuses  et  moins  nécessaires  que  lesjmblicalioas  que 
nous  aTons  indiquées.  Multiplier  un  onvrage  existant  k  la 
portée  de  tous  n'est  pas  aussi  indispetasable  que  de  mettre  en 
lumière  un  ouvrage  inaccessible  même  au  petit  nombre.  Pey- 
rard,  dans  sa  traduction  d'Euclide  (t.  II,  prér.  TlI),anaoaM 
avoir  remis  k  l'Académie  des  sciences,  la  traduction  latine  et 
française  des  sept  livres  d'Apollonius  et  le  texte  grec  :  qu'est 
derenn  ce  précieux  travail?  s'il  existe  encore,  ce  qui  est 
probable ,  pourquoi  ne  pas  en  h&ler  la  publicalioo  ?  Les  fonds 
accordés  par  le  gouvernement  pour  l'impression  d'onvrages 
inédits  seraient  ici  aussi  rrnclueusement  employés  qu'à  éditer 
tant  de  bctnms  da  moyen-Age ,  qui  souvent  ne  nous  appren- 
nent autre  diose  que  telle  église  minée  d'un  village  incoonn 
a  eu  ponr  fondateur  non  un  nommé  Abogard,  nuis  un 
nommé  Hincmar.  Quel  progrès  pour  la  Eciencc  bistoriqoe 
en  particulier  et  pour  l'esprit  bumaio  en  général  I        Tm. 


Géométrie  élémentaire,  suivie  de  la  trigODOmétrie  reclU^aa 
et  sphérique,  à  l'usage  des  candidats  aux  écoles  spé- 
ciales; par  F.  J.  E.  Finck,  docteur  es  sciences,  etc.  Anl»- 
riséc  par  le  conseil  royal  de  l'iustraction  publique» 
troisième  édition  revue  et  améliorée,  Strasboui^,  Iteip, 
chez  Carilian-Gœury  et  Vo^  Dalmoot,  ISU. 
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GRAND  CONCOURS  (anitée  18W]. 

Étant  doRitéf  «MU  titipie  et  un  foàa  A  w^  la-eiremfireHce ; 
on  décrit  «m  eerele  ten^Mt  cl  la  «oiirèe  en  tê  foint^  et 
t'on  mène  au  cent»  et  â  Vellipm ,  la  deux  t»tt§mtei  am- 
munet ,  atUrei  qve  celle  qvi  toadieraU  Ue  dmx  cemt^m  on 
poinf  A. 

On  demande  qutl  eit  le  lieu  géométrique^du point  ^intenection 
dt  ce»  deux  tangentei ,  quand  m  fait  varier  le  rayon  du 
eerele. 

Nota.  Sii>nrefriimtefem^farSifuation\-^^^\y<in 

pourra,  n  Ton  vetif ,  exprimer  U»  coordoiméa  dupowf  A  an 
fimction  dune  teule  conilanle  <f,  de  cette  manière  x  =  a 

»H<fiJ=:beOtf. 

PRIX  D^OKIIEOR.  I 


(iBMitDiian  CoaUDi.— 

Première  aolution. 

Élant  donnés  une  ellipse  et  un  point  sur  sa  ctrcot^é- 
rence,  on  mène  par  ce  point  on  cercle  tangente  l'ellipse, 
et  on  demande  le  lien  géonoétriqae  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  commanes  an  cercle  et  à  l'ellipse,  autres  qne 
celle  qui  passe  par  le  point  donné. 

Prenons  ponr  axe  des  j-  la  tangente  cotnmane  k  l'ellipse  et 
iQ  cercle  au  point  donné  A ,  et  poar  axe  des  j:  la  normale  à 
CCS  deax  conrbes  en  ce  point  ;  l'ellipse  aura  pour  éqaation 
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et  en  déaigasQt  par  R  le  nyon  nriaUe  do  cercle ,  l'éqiuticM 
de  ce  cercle  svs 

Nonnou  >,  ^,  le*  coordoBoées  ioconnnesAi  point  de  na- 
coobe  des  taogenlct  commamB  i  l'ellipte  el  «i  œrek,  ao- 
tre»  qoe  U  tmgente  an  poiot  A.-  Cet  deox  Uuigenlea  povr- 
ront  élM  rc^résent^  par  TéquIiMi 

m  ayaDt  bk  Talenr  parlkmliàre  pour  cbaconc  des  taiigenles. 
Gda  poari,  b  droite  qai  a  pour  équation  (1),  oa 

jr=mr'\-^ — ma  oa  ysKmx-\-n,  en  posant  p—ma=n, 

étant  tangente  à  l'ellipse  et  an  cvcle,  les  équations  provenant 
de  la  sdbstltDtion  de  nu:^''*  ^  ^  p\»ce  de^  dans  les  éqna- 
tkua  de  ces  coorbes,  devront  avoir  lears  racines  égales,  ce 
qai  nous  fournira  deux  rdatiOBS  entre  m,  a,  ^  et  R ,  poisqae 
n=^  —  ma.  Or,  en  oonaidérant  &  comnae  oneqaaatité  coa- 
nae,  ces  deni  relations  seraient  deux  équations  en  m,  qai 
devront  par  conséquent  avoir  les  niémcs  racines;  dooc,  en 
divisant  ctaacone  de  ces  deux  équations  par  le  coefflcient  de 
son  prunier  twme,  les  antres  coefficienls  devront  être  iden- 
tiqoes ,  ce  qui  fournira  deux  relations  entre  a ,  j3,  R ,  entre 
lesquelles  éHmioant  R ,  cl  remarquant  qne  a  et  ^  sont  alors 
Vx  et  ly  d'un  point  quelconque  dn  lien ,  on  aara  l'éqoatton 
deceKeu, 

Id substitution  de  mx-\-nk  la  place  de  y  dans  l'équalfcm 
j''+B:iy-far*  +  Ear  =  0    donne: 
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m' 

!■•+»»« 

+B»' 

+B. 

+c 

+B 

-Ml  — 
éqaalioa  qui,  delant  avoir  ses  radnes  égales,  donne  : 

{2Jiin  +  Bn+ E)'— *n'(Bi'+ Bi» + C) = 0, 
OQ,  simplifiant  et  rcin|daçant  dans  le  résoUat  n  par  p — ma  -. 

(B*— «CXp— i»fa)'+(4Km+2KE)(p— »»«)+F=0; 
ordoonant  par  rapport  aox  paîssaitcea  de  m ,  on  anra  : 


(2)  (B*— 4C)a'lff»'— 2(B'— 4C)ap 
—  *E»  +4EP 


TO  +  (B'— iOp- 
-t-SBE^ 


De  même,  la  ipbitibitkn  de  but -j- n  &la  place  de^  dans 
l'éqaatk»  dn  cercle^  +  x'-|-2R:r=  0 ,  douie  : 

+i  I         +2R  1 

Or  ks  deux  ndnet  de  cette  équatk»  doiveal  Mre  4gales  -, 
donc  on  anra  : 

(nui +R)'  —  n"  (m*  4- 1)  =  0 , 

ou,  sjmpitftant  et  renqplacant  n  par  p  —  nu  : 

(P  — »»»)'— amR[P—Bia)—R'=Oi 
ordoonant  par  rapports  m,  il  viendra  : 

(3)  a*  I  m"— 2«p  1  i»+P'  I  =«. 

+3lU  t     — 2RP  I      —  »'  I 
Divisant  dutcone  des  deox  éqnatioiu  (2),  [3}>  par  le  coeffi- 
cient de  m*,  et  égalant  alors  les  coefficients  des  antres  termes, 
3  viendra  : 

(g— AC)  ap  — E  (2p— Ba)  _  p  («4-R) 

(ff  —  fcC)»— M        —  «+aR  ' 
(B'-4C)y+E(aBp+E)      p'— R- 
(ff-4C)»— 4B        "»+aR' 
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La  premUfc  de  eei  deux  rdatioDi  étant  daprenaio'  degré 
en  R ,  on  en  tire  : 

»  l(B*-4C)«p— E(2p— B«)+2E^J  = 
=R((B*— «)«?  —  ♦£?— 2(B'-*C)<«p-t-aE(2p—B.)(; 

A'^  Et2p+B«) 

*'"'  *-      (B'-4C3P+2Bi:' 

snbMitDant  cette  Ttleor  k  la  place  de  R  dau  la  Mcoode  re- 
lalîoB ,  après  avoir  chassé  les  démminateiin,  on  aura  : 

d'oà  l'on  tire,  en  rédoiaaot  = 

[(F-4C)«P— *Ep]  I  (F— «Qp'+aBE^E- j  [(B'-^QHaBE)= 

=  [(B'-4C).-*E]  jp'[(B*-*C)H-2BET-F(2p+BiJ') . 

Divisant  de  part  et  d'autre  par  (B*  —  4C]a  — 4E,  snppri- 
mant  dans  les  deax  membres  p'[(B'  —  4G)P  -f  aBE]*,  et  divi- 
sant alors  par  E'  qai  deTient  factoir  commun  aox  deux  mem- 
bres ,  <Ki  a  ! 

?((B'-4C)p+aBE)  =  -(ap+Ba)'i 
développant  et  remplaçant  a  et  p  par  j:  et  j-,  il  viendra  : 

(4)   (B-  — 4C  +  4)j"  +  4Bj3'  +  B-j;*+2B^  =  0, 
qui  est  réqaation  da  lieu  diercbé. 

Cette  équation,  étant  indépendante  do  terme  en  x  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  tout  connn ,  représente  one  courbe 
tangente  k  l'axe  des  j:  a  l'or^ne  ;  cfaerdbons  maintaiant  1* 
nature  de  cette  courbe. 

Pour  qne  l'équation 

y-\-  Bj;^^  Cx'-f  Ex  =  0 
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rej^ésente  Térlta&lem«it  une  elHp» ,  H  hut  qae  l'on  ail  U 
ocwditicHi 

F  — »C<0. 

Or  aacane  hypothèse  n'a  été  faite  jnsqa'A  présent  sar  la 
quantité  ir~4C;  donc, déjà,  oo  obtiendra  l'équation  (4) 
qoelleqne  Mit  la  natnrc  de  là  courbe  représentée  par  l'éqaa- 
lioD 

Mais  cette  équation  peut  représenter  les  trois  conrbes  da  se- 
coDd  degré  :  voyons  donc  pour  chacune  de  ces  coarbes  ce  que 
représentera  l'équation  (4). 

Si  DoaisopposoQsB'  — 4G<0,  ceqoiiKKMporleanprO' 
blême  énoncé ,  l'équation  (4)  donne  : 

18B*  —  «B*  (B"  —  4C  +  4)  >  0  î 
carB'  —  4C-]-4  est  alors  négatif,  ou  positif  el  plus  petit 
que  4  ;  donc,  le  lieu  répoudant  â  l'éaoncédu  problème  est  une 
hyperbole  tangente,  au  point  donné,  à  la  normale  à  fcllipse 
en  ce  point. 
Si  nooa  HippoBoiu  B' —  4C> 0,  Dooa aoroot  I 

16B' —  4B"  (B*  —  4C  +  4)<  0 , 

car  B* — 4C -f- ^  est  DM  qiuDlilé  positive  plus  grande  que4; 
donc,  lorsque  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  le  lien 
cherché  est  une  dl^,  qui  de  mène  que  précédeauDoit  est 
tangente,  au  point  donné,  à  la  nwmale  k  l'bjperbt^  eu  ce 
point 
Enfin,  suppoeonsB'  — 4C=0,  nous  aurons  ■. 
16ff-4B-{F  — 4C-l-4)  =  0i 

donc ,  dans  le  cas  où  la  conrbe  donnée  est  une  parabole ,  on 
<^>tient  encore  une  parabole  pour  le  lieu  cherché.         • 
On  p«it  reaiw^oer  aussi  qoe ,  si  le  point  donné  élait 
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l'eiMBilé  de  l'on  détaxa,  qodle  que  Kit  la  Ditare  de  k 
courbe  donnée ,  le  lien  cherché  tenit  cet  axe  laî-iDânM  ;  ce 
qui  ae  ctMicoit  alors  parbiteomt,  i  caose  de  U  sjmétrie,  par 
ranfnrt  kcetaxe,deadeozcoaFbe8aaxqaeUesoniDèDedes 
tangeDleacommancB.  , 

En  déterminant  lea  coordonnées  dn  centre  et  cdles  de* 
forera  dans  la  courbe  donnée  et  dans  la  courbe  charcMe,  on 
broare  que  ces  points  sont  les  ntteies  dans  les  deux  ooatbes. 


Second  iolulitm. 

SuppoaoM  que  l'^qnatlon  de  l'eUt]^  sott  doiaé»  àt  la 
forme 

on  pourra  alors  représenter  les  cowdonnées  do  point  doiHi6 
au  m<9en  d'ooe  s«ile  constante  <f ,  ainsi  qa'il  mit  : 

j:':=fl8inf ,       y  =  fcc08li,  ' 

f  étant  une  constante  qni  nrie  avec  la  position  do  point  | 

donné  sur  l'dljpse  ;  car  akm,  on  a  :  I 


le  ccnle  tangent  k  l'eWpse  arant  poor  rayon  K  :  cobok 
son  centre  w  troare  sur  la  nonnale  k  l'eUipae  an  point 
appelant  y>  et  ^  les  cowdonnées  de  ce  centre ,  ai 


.  en  api 


.  <ïC08t,  ,       , 

(I)  ^-ftc09ç=  ~~l[p—asmf), 

fl,  puisque  le  cercle  «st  langent  *  l'eUipae,  on  aura  : 

(«)  ll'a(^-&cMt)'+(;»-«flinT>'. 


AUinteiiaiit,  si  dqiu  repréieatwulei  coordoDoéMda^ot 
dn  Uea ,  com^Modul  an  cerde  doot  le  njoa  est  R ,  pu  > 
etp,  nou aoniBa  pour  U  tMigeiite  cobubom  à  ce cercke  «t 
à  l'dJipae  pMiut  pu  ce  point,  l'égoattoB 

y  =  mx-\-(^—mcL). 
Or,  cette  ligne  derant  dire  tangente  k  l'ellipae ,  on  aan  i 

(3)  (p-ma)'  =  aW+i'i 

de  |du8 ,  devant  Are  tangente  an  cwde ,  cette  droite  derra 
«tre  distants  da  centre  de  ce  cercle  de  la  quantité  R,  donc  il 


it/iet  9  entre  les  6qutktt>  (1),  (9J,  (4),  l'éqna- 
tk)o  réaultaote w  m,  devra  donner  poor  cette  iacoanafl  ka 
méanea  nleors  que  cellea  qu'on  tireiait  de  l'âqDalii»  (3); 
donc  si  OD  divise  cbacvne  de  ces  deux  éqoaUoos  par  le  co^- 
cïent  de  son  premier  terme,  les  coefficienta  des  antres  tvnwi 
devront  étoe  identiqnca  dans  les  deux  équations ,  oe  qoi  don- 
nera deux  relaliOlB  «Dire  lesquelles  àlimlnant  R ,  on  anra 
l'équatioa  do  Ken  dwrclid  en  remplaçant  dans  le  réndtat  de 
l'âimlnatioD  de  A,  >  par  x,  et  p  par  ^. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

DBS  QUESnOHS  HtOPOSÉES  AD  COlfCOORS  DB  1844. 

(  V.  p.  m.  ) 


NATRÉMtTIQnt^  SPlCIiLBS. 

Étant  dontui  tine  ellipie  et  un  foinl  A  mr  Ut  eieconfêrtnce  i 
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oHâéarilwteerekUtmgetUàla  amrbt en  ee point,  etFon  miiu 
tm  etrclt  «t  à  Pettipte  la  deux  tangentes  eotninufia ,  emtnt 
gueetUeqvitouelurait  les  deuxamiia  donnéet  au  point  A. 
On  demande  quel  ett  le  lieu  géotnétriqxu  du  point  d'intenec- 
tion  de  ce*  lieux  tangente»,  quand  on  fait  varier  le  rayon  Ai 
cercle? 

La  Bolatkm  qae  dous  allons  donner  est  îoùdée  sur  les  pro- 
poritioni  «aWantes  ■. 

1.  Le  centre  dif  cercle  inierit  4an>  u/t  triangU  &B0 
(Qg.  66) ,  ttl  lilué  tur  la  droite  ML,  menée  du  milieu  H 
(f  un  des  cêlét  BVj  du  triangle ,  au  milieu  L  de  la  droite  AU 
fut  joint  le  lommet  A ,  apposé  au  côlé  considêri  BC,  au  point 
de  tangence  D  de  ce  cAté  et  du  cercle  inscrit.  £t  de  vaémt,  ie 
cen^  (y  du  cercle  fut  touche  «n  côté  BC  d'un  triangle 
et  les  prohngemeTtts  des  deux  autres  cOlét  AB,  AC,  est  sur  le 
prolongement  de  la  droite  ML',  menée  du  miiieu  M  du  pre- 
mier odté  ;  an  milieu  de  la  droite  AD*  qui  joint  le  sommet  op- 
poié  A  aupoilit  de,tange»eeTy  dt  ce  eOléetdu  cercle  ex-inscrit. 

En  effet ,  concevez  une  hyperbole  doot  les  foycra  soient  B  et 
0,  et  qai  passe  par  le  point  A  ;  elle  aora  pour  Munmets  Det  V, 
carDC  — DB  =AC— AB  ,  et  d'aillenrs  lyCtsDB.  Lesdrottes 
DO,  D'O',  perp«>ndiculaires  &  BC,  aux  points  D,  IV,  so^nt 
langcntes  k  l'hyperbole,  à  ses  sommets  ;  et  la  bissectrice  AtXX 
de  l'ongle  BAC  des  rayons  vecteurs  AB ,  AC,  touchera  aussi 
In  courbi^  au  point  A.  Les  droilcs  ML,  ML'  sont  l<<8  diamètres 
de  l'hyperbole ,  meoés  par  Irt  milieDx  des  cordes  de  contact 
AU,  AD*]  dune,  la  droite  ML  passe  par  le  poïnl  O  d'inter- 
sec; ion  des  langcnles  DO,  AO  ;  et  de  aiêine,la  droiteML'  doit 
passer  par  le  point  d'intcrseciioo  C  des  tangentes  AO*,  D'O*- 

La  mente  proposition  s'applique  aux  ellipses  inscrites  dans 
an  (rianglc ,  et  aux  ellipses  ex-ioscritts  :  c'est  ce  que  l'un  re- 
connaît immédiatement  en  plaint  ces  cilipsea  sur  des  cylin- 
dres droils  à  bases  circulaires. 
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S.  £d  àroite  qui  umt  ki  mitieax  M,  tdes  diagonale»  (fun 
^tiaArilatére  ABC3)(fig.  67),cireott»crilàun  C€rek,pa»separ. 
le  centre  0  deceetrcU. 

Les  sommes  des  cOtés  opposés  d'an  qaadrilatëre  drcoDscrrt 
élaolégalesentreell«,uQ  a  :  AC  — AB=DC— DBj  etpar 
conséquent  l'hyperbole  dont  les  Toyers  sont  B  el  C ,  et  qut 
passe  par  le  point  A ,  contiendra  aussi  le  point  D.  Les  bis- 
sectrices AO,  DO  des  angles^BAC,  BDC,  seront  tangentes  à 
la  conrbe  ans  points  A ,  D.  La  droite  LM  est  menée  du  mt- 
Hen  L  de  la  corde  des  contacte  au  centre  M  de  l'hyperbole  : 
donc,  eUccontieut  le  point  O  d'intersectioD  des  denx  tan- 
gentes C). 

Getle  [HOpositioa  convienL  aussi  à  Tellipsc  inscrite  dans  un 
quadrilatère;  et  c'tst encore  ce  qui  résuUe  simplement  de  ce 
qu'on  peut  placer  l'ellipse  sur  nn  cylindre  droit  à  base  circu- 
laire. Je  Terai ,  de  pins ,  ottsiTver  qu'il  est  toujours  pos^blc 
d'inscrire  dans  un  quadrilatère  coprese  ABGD  l/ig.  6SJ,  une 
eDipeedootiecenlresoituo  point  donné  0,  sur  la  droite  LM 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère,  Nous 
supposons  que  le  quadrilatère  ABCD'  n'est  pas  un  parallélo- 
gramme ,  autrement  ks  points  L ,  M  coïncideraient.  Ainsi , 
deux  des  côtés  oppo^  de  ce  quadrilatère  se  rencontreront 
en  un  point  F,  en  formant  le  triangle  FCD.  Or,  si  l'un  inscrit» 
dans  le  triangle  FCD  une  ellipse  dont  le  centre  soit  le  point  0, 
cette  ellipse  touchera  nécessairement  le  quatrième  odié  AB 
du  quadrilatère. 

(kr,  si  l'cltipse  oc  touche  pas  la  droite  AB ,  on  pourra ,  par 
le  point  A,  mener  une  droite  AG,  autre  que  AB,  et  tan- 
gente à  la  courbe.  Le  quadrilatère  AGDC  étant  circonscrit  h 
l'ellipse ,  la  droite  LO,  menée  du  milieu  de  l'une  des  diago- 


nign^Pdi-vGoOglc 


—  498  - 
oales  AD  an  cenln  O  derdlipie,  deTraooapwl'aiilre  Aa- 
gonaleCG  enaoa  milioa,  an  point  I.  Les  poiDisM,  I  étant 
respectivement  lea  mllien  des  droites  GB,  GG,  il  fandra  qno 
IHL  soit  pwallèle  i  GB.  En  menant  par  le  point  B  une  tan- 
gente à  l'ollipte,  on  proavennt ,  da  méoie ,  que  ML  est  paid- 
lèle  il  GA..  Far  cooséqoeat  lea4niz  droites  DB,  CA  aenienl 
partîmes  ;  ce  qui  eit  contraire  k  l'hypothèse. 

Et  de  là,  nona  eonclaroiis  que:  tik$  btswefricttAO,  DO 
ie  iakc-  angUs  oppoié»  (ftm  quairii4^in  txmotxt  ABCD 
(fig.  87),  tttmfmam  tm  jwhU  0 ,  nln^  mr  iadraOsUft 
qm  «ml  le»  mUimx  da  diagtmala ,  ce  qtiadrilaUn  âO'a  dr- 
cotueripMle  ow  carcU. 

Eq  effet ,  si  l'ellipie  inicrite  dans  le  quadrilatère  AfiCD,  et 
qoï  ason  centre  aa  point  0,  ne  se  réduisait  pas  à  mte  circon- 
férence Jorsqne  ce  pdnt  se  trouve  i  la  fbïs  sur  les  bissectrices 
AO,  DO  de  deux  angles  opposés  BAC,  BDG,  il  fondrait 
que  ces  deux  bissectrices  fassent  perpendiculaires  l'une  à 
l'aulrc,  paîsqu'elles  seraient  dirigées  siÙTant  les  deux  axes 
de  l'ellipse  (*).  Alws ,  la  somme  des  trois  angles  BAO ,  BDO , 
ABD  dn  quadrilatère  oonvexe  ABDO  serait  égale  h  Irois  an- 
gles droits.  Il  en  résulterait  BAO~fK)O>90',  d'oà 
CAO+CDO>90*,  et  par  snHe  la  somme  dea  trois  an^ 
BAC,  BDG ,  ABD  du  quadrilatère  AEDC  serait  pins  grande 
qae  celle  des  quatre  angles  da  qnadrilatère  ABDO ,  et  sw- 
paiserait  quatre  angles  drCHta  ;  ce  qui  est  impcemble. 

3.  Si  d'un  point  AI  prit  hon  (ftwie  tll^  (Bg.  69),  o»  Méw 
dauiK  tangmtts  MD,  MD'  à  loamrie^  U  deux  dnUa  MF, 
MF  (utic  fouen,  labitteUriet  de  Fangle  des  fan^snAs  dinstra 


ricel  AO,  DO  u  coupent  { IJ  cIlaiéMiMi 

»  coInokleTdnit  ■tm  )■  dtafMrie  ID, 

«Tidemmanl  circonurlpliUa,  |«it- 
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awz/byer*. 

Sur  les  ^trioDganenla  des  njooB  Tectean  F'D,  PD',  je 
fnoda  DE  =  :ÇD,  etD'£'=FD'. Les  droites F'£,F'£'  lerool 
égales  aa  grand  axe  de  l'ellrpae  ;  et  d'aiUears ,  les  tangentes 
MD,  MD*  étant  perpeadicDlaires  bot  Inmilienx  des  droites 
FE.  FE',  on  aura  M£:=MF=3:ME'  :  ainsi,  les  triangles 
FtSE,  F'UE' seront  équiangles  entre  cHx,  ciHDme  ayant 
leurs  trois  c6tés  égsax  chacun  k  chacon.  Il  en  résidte  qoe 
l'angle  F'ME  ==  FHE  =  i  E'ME.  Or,  les  Ui^enles  MD',  MO 
Avisant  en  parties  ^les  les  angles  EMF,  EMF,  <m  a  aussi 
I^MD  =  4^  E1UE  ;  d(»ic ,  D'MD=  F'ME ,  ou  iraF  =  DME = 
DMF,  et  par  ooDséqoent  la  binectriœ  de  l'angle  D'AU)  di- 
vise en  parties  égalée  l'angle  F'MF. 

L'égalité  des  triangles  F'ME',  PME  donne  eocOTe  E'F'M  = 
EF'M  ;  ainsi ,  la  droite  F'M  qui  joint  un  da  foyen  aupoint 
de  ooneoun  da  tangentes  eet  la  hiuectrice  de  l'angle  de$ 
ragont  eectniri  mméi  de  ee  foger  aux  deux  jxtinti  de  eotUael. 
(A'.t.  U.p.  598.) 

4.  U  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Soient  F,  F  les  foyers  de  l'ellipee  donnée  (6g.  1%  A  le 
point  auquel  la  circonférence ,  dont  le  rajon  AO  est  variable , 
loncbe  l'ellipse;  et  QAR,  PQN ,  PRN'  les  tangentes  com- 
munes k  ces  denx  couriws  ;  H ,  G  les  points  de  rencontre 
des  rayons  vectenrs  FA ,  F'A  et  des  droites  PF',  FF.  Si  l'on 
joint  le  nilien  L  de  FA  au  miliea  M  de  QR,  la  droite  LH 
contiendra  le  centre  0  du  ooxle  inscrit  dans  le  triangle  PQR. 
Le  proloegeoMat  de  cette  droite  passera  par  le  centre  G  de 
l'elKpse  qui  looebe  le  oUé  QR  au  point  A,  et  les  proloi^e* 
■madescMtePQ,  PR  aux  pointe  N,  N'  (n*  1).  La  droite 
UfcOHlientenoore  le  milieu  I  de  la  dnrite  HG ,  car  les  mi- 
liau  L,  1,  Cdntroisdi^onaleaPA^HG.F'Fd'nnqaadri- 
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lalère  complet  PHAGrF,  sont  situés  SDr  nue  ntéoM  droilr. 
De  plDS,  la  ligne  AO,  prolongemeot  de  la  DtHinalc  AS  à  l'd- 
lipee  au  point  A ,  divise  en  parties  ^les  l'aDgle  HAG  oppoêi 
an  sommet  de  l'angle  F  AF  des  rajons  vecteurs  -,  et  la  droite 
PO,  bissectrice  de  l'angle  M'PN  des  tangentes  mmées  k  Y^ 
lipee  par  le  point  P ,  divise  aussi  en  parties  égales  l'angle 
PPF  des  drwtes  PF,  PF,  menées  dn  point  P  aux  fojers  de 
l'ellipse  (a*  3).  Donc ,  les  bissectrices  AO ,  PO  de  denx  an- 
gles o[^K)sés  dn  quadrilatère  AHPG ,  se  coapent  en  un  point 
0  do  la  droite  LI  qui  unit  les  milieux  dés  diagonales  de  ce 
quadrilatère ,  et  par  conséquent  le  quadrilatère  AHPG  est 
circoiiscriplible  à  un  cercle  dont  le  centre  est  an  point  0 
(n'  2 ,  page  49B).  Nommcms  D,  D*,  E ,  £*  les  pmats  aaxqads 
la  circonférence  inscrite  touche  les  quatre  c6tés  dn  quadri- 
lalère  AHPG ,  et  nous  aurons,  à  cause  de  l'égaUtè  des  tan- 
gentes PB*,  P£  : 

PF'-PF  =  P'E'— FE=FD  — FD'=FA  — FA. 

Ainsi,  la  différence  des  dislances  du  point  P  aux.  fojen 
F,  F,  est  égale  h  la  difiërence  des  rayons  Tecteors  FA,  FA  ; 
donc,  le  lien  géométrique  du  point  P  est  une  hyperbole  doal 
les  foyers  sont  ceux  de  l'eUipie ,  tt  qai  p^ase  par  le  point  A 
donné  sur  cette  courbe. 

La  normale  AS  à  l'ellipse  est  tai^^le  A  l'hyperbole  ;  ces 
deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

5.  Si  la  courbedonnée,  an  lieu  d'être  nne  dUpse,  était  une 
parabole  ou  bien  une  hypobole,  la  détermination  du  lien 
géométrique  proposé  résulterait  encore  sim|dement  dea  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir,  en  ayant  soin ,  toaleCoîs,  d'y 
apporter  les  modiGcalions  qui  servent  à  passer  des  proptîéléi 
fondamcntalesdcrellipscè  celle»  des  deux  autres  coarba  dn 
second  degré.  Quoique  cette  recherche  ne  puisse  oflbir  au- 
cune difficullé ,  nous  résoudrais  encore  la  qacsti(m  pK^usée 
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pour  le  cas  de  la  parabole,  en  étendant  à  celle  courbe  Ie> 
tbéoràncg  des  n°*  1  et  3- 

Soppoaons  qn'une  parabole,  {/ig.  71),  toncbe  la  base  BC 
d'oB  triangle  ABC  au  fmat  D,  et  les  prolongements  des  deux 
antres  cdtés  AB,  AC ,  aux  points  E ,  F  :  la  droite  ML  qui 
joint  le  milieu  U  de  la  base  au  milieu  L  de  la  dnnte  AD, 
menée  du  sommet  da  triangle  au  point  de  contact  de  la  base , 
sera  panllMe  à  l'axe  de  la  parabole. 

Gettepropriété  peut  être  déduite  de  la  proposition  du  n°  1, 
en  assimilant  la  parabole  h  une  ellipse  dont  le  cenU%  est  à 
l'infini ,  on  bien  en  idaçant  la  parabole  sur  un  cdnc  droit  à 
base  circulaire  ;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  directement 
de  la  manière  auivuite  = 

Par  le  sommet  A  du  Uiangle  ABC ,  je  mène  une  parallèle 
AO  à  l'axe  de  laparabole  ;  elle  divisera  en  deux  parties  égales 
la  [corde  des  contacts  EE'.  Par  conséquent,  les  parallèles 
EG,  EG'  menée»  à  la  base  BC,  Josqu'à  la  rencontre  de  AO,  se- 
ront égales  entre  elles.  SoientNjN'les  poiatsde  rencontre  de 
ces  droites  EG ,  EG'  et  de  la  parallèle  à  l'axe  qui  passe  par 
lepointDtonauraE'N'— EN  =  2NG=3DI.  Mais,  la  sous- 
tangente  HN  étant  double  de  l'abscisse  DN ,  on  a  EN = SBD, 
et  de  même  E'N'  =  2CD;  donc,  CD  — BD=:DIi  d'oîi 
CI=BD.  IlVensnlIquelc  point  M,  milieu  deBC,  est  aussi 
le  milieu  de  DI;  donc,  LM  est  parallèle  à  la  droite  AIO; 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer,  puisque  AO  est  parallèle  è 
l'axe  de  la  parabole. 

Si  d'un  point  Ctitué  hors  d'iaie  parole  {6^.  72],  onméu 
à  eem  courbe  deux  tangentes  CD,  CE,  ef  une  droite  Ge  au 
/ôyer  F,  la  bisteefrice  de  Vangle  DCE  des  tangentes  divisera 
en  deux  partiet  égales  Cangte  FCL  que  forment  ta  droite  CF 
dirigée  au  foyer  et  une  pœralUle  CL  à  l'axe,  conduUepar  te 
point  C  donné. 

En  effet ,  abaissez  des  trois  points  D,  C,  £  des  perpendicn- 
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laites  DG,  CM,  £H  snr  U  directrice  GH,  et  tiret  les  droUet 
CG,  CF,  CH  ;  les  triangles  GDC,  CDF  Bennt  égaax,  eu*  l'angk 
CDG^CDF,  et,  de  frius,  DG  =  DF.  De  même,  les  triu^les 
GEH ,  CEF seront ^Dx  éotre  enx;  atogi,  GG=CF=CH. 
Les  droites  CD,  CE,  CM  éUnI  respcctiTement  les  bissectrices 
des  angles  GCF ,  PCH ,  HCG ,  doat  la  somme  vant  quatre 
angles  droiU,  on  aura  Ga>+FCE+GCM  =  f80'i  d'ail- 
leurs, GCD+DCL+GCM=I80«;  donc,  PCE=DCL.  H 
s'ensuit  que  U  bissectrice  de  l'angte  DCE  divise  en  deux 
parties  égaies  l'angle  FCL. 

6.  Au  moyeu  de  ces  remarques ,  on  dél^minera  EadleBKnl 
le  lien  géométrique  cherché. 

Soient  F  le  foyer  de  la  parabole  donnée  ;  O  le  œntre  dn 
ctrele  tangent  k  la  parabole  au  point  A  (fig.  73}  ;  QAR ,  PQD', 
PRD  les  tangentes  communes  aux  deux  cooriMS}  N,E  k> 
points  d'intersection  des  droites  FA ,  FF,  et  des  pmlléles  à 
l'axe  SF  de  la  parabcde,  menées  par  les  points  P  et  A.  Si 
l'on  joint  le  milieu  H  de  QR  au  milieu  L  de  PA,  par  la 
droite  ML ,  cette  droite  passera  par  le  point  0  (n*  1),  et  sera 
parallèle  à  l'axe  SF  de  la  parab(de  (n'5]i  aiosi,  lepOint'Oest 
à  des  disUnces  ^les  0G,  OG'  des  deux  parallèles  AE,  PN . 
Dfailleurs,  la  droite  PO,  bissectrice  de  l'angle  QPR  des  tan- 
gentes PQD',  PRD,  divise  ea  deux  parties  égales  l'angle 
NP£  (n<>  5).  De  plus,  la  droite  AO,  prolongement  de  U 
normale  au  point  A,  est  aussi  b  bissectrice  de  l'angle  NAE; 
donc ,  la  circ(Hirérence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec 
OG'  pour  rayon ,  touchera  les  quatre  cdtés  du  quadrilatëce 
NPEA,  en  des  pCHnlsG',  I,G,  1'.  L'égiiilé  des  tangentes 
FI',FIdonneFÂ-f-AG=FP— PG'iit  en  résulle  que  si  ^on 
prend  AR=AF  et  PH=PF,  on  aura  GK=6'H,  et  par 
suite  la  droite  UK  sera  parallèle  k  (>G',  c'est-à-dire  peqieo- 
dicalaire  k  l'axe  de  la  parabtrfe.  La  position  de  la  droite  HK est 
invariable,  puisqu'elle  passe  par  te  point  K.  Dooc,  le  point  P 
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amMrlient  à  ane  parabole  d<Hit  le  foyer  est  F,  et  qui  a  poai' 
directriceladnritflHKn'iptraUèlekla  directrice  de  la  para- 
bole dcHinée ,  à  one  distance  dn  point  A  égale  aa  rayon  Tec- 
teor  FA .  Lee  directrices  des  deux  paraboles  sont  à  égales  dis- 
lances  du  point  doDoé  A,  natadedifTércDlscAlés  de  ce  point. 
Les  deox  courbes  se  coapent  soas  no  angle  droit  an  point  A, 
cir  la  nwmale  AO,  à  l'une  d'elles ,  est  tangente  à  l'antre. 

Ontroavera,  de  même,  qae  si  la  courbe  donnée  est  ane 
byperb(de,  le  lien  géométrique  demandé  est  une  ellipse  dont 
les  foysrs  seront  ceux  de  l'hyperbole ,  cl  qui  passera  parle 
point  donné  sur  cette  hyperbole'. 

MnatMkTKpija  tiliiinTAiHis. 

Par  uR  poàU  0  prit  tur  le  pnlongemetit  d'un  dûanétre  BA 
d'un  cercle ,  on  mène  un«  lécaate  quelconque  qui  rencontre  le 
cercle  en  detue  pointe  M,  M'  (fig.  74),  et  de  cee  pointa  on  mène 
au  centre  G  deux  rayons  MC,  M'C  i  prouver  que  le  produit  de 
long  ~  MCA  par  long  i  M'CA  en  ronitanl ,  quelle  que  loit  la 
direelion  de  la  tieante. 

An  poiat  0,  élevez  sur  OC  la  perpeudicnlaire  ODD'  qui 
rencontre  en  D  et  D"  les  droites  menées  des  points  M,  M'  à 
l'extrémité  fi  du  diamètre  AGB.  En  prenant  fiO  pour  rayon , 
la  droite  OD  aéra  la  tangente  de  7  MCA ,  et  OB(  la  tangente 
de^M'CA.  Or,  les  quatre  p(Hnts>I,  M',  D,D', appartiennent 
à  une  même  circonférence ,  car  les  angles  DTfM',  DMM'  sont 
sopplémenlaires.  En  eOIel,  l'aogle  Dl^M',  complément  de 
M'BA,  ddt  avoir  pour  mesure  la  moitié'de  l'arc  BAI',  il  est 
dcHK  égal  à  l'angle  M'M B ,  qui  est  adjacent  à  l'angle  DMM'. 
Puisque  les  quatre  points  U,  M',  D,  U  sont  situés  sur  une 
même  cirOHiftoaice,  on  a  OD.OD'  =  OM.0M'=0A.0fi; 
donc,  laug  ^ MCA  Xtai«; M'CA  =OAXOB,  quelle  que 
s(dt  la  direction  de  la  sécante  OMM'. 
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Notes.  On  pcDt  démonUrr  les  Ibéorèmra  des  n°*  1  et  2(p.496, 
497),  aa  moyen  des  Propositious  de  la  gtomëtrie  élémentaire. 

1.  Je  suppose  que  lé  cercle  inscril  dans  le  triangle  ABC 
[fig.  75),  touche  la  base  BC  au  polat  D  ;  par  ce  point  et  le 
cenire  0  dacenle,  jemène  le  diamètre  DOE;  puis,  je  joins 
le  s(»nmet  A  da  triangle  A  l'extrémité  E  du  diamètre  DOE, 
par  la  droite  AE  dont  le  prolongement  coupe  H  base  fiC  an 
point  ly  :  ce  dernier  point  sera  celui  auqael  le  cmJe  tangent 
à  la  base  BC  et  aux  proIoDgemcnts  des  deux  autres  cAlét 
AB,  AC,  touche  la  base  BC  du  triangle.  C'est  ce  que  nous 
allons  d'abord  démontrer. 

J'élève  sur  BC ,  au  point  I/,  la  perpendiculaire  D'O'E'  qui 
rencontre  anxpoiolsO',E'Ies  prolongemeots'des  drwtes  AO, 
AD;  et  je  mène,  des  points  0,  O,  des  perpendicnlaires  OG, 
(yG'sorAB.  Il  en  résulte  :  OG:0'G':i  AOiAO'-.tOEiO'D. 
Ma)sOG  =  0E;  donc,  0*0' =  0*^;  et  par  OHiséquenI  le 
pofnt  O  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  ABC. 
Ce  cercle  tonche  la  base  BC  au  point  D,  puisque  le  raygn 
(VD  est  perpendiculaire  sur  BC. 

Maintenant,  je  dis  que  les  droites  MO,  MO',  men^da 
milieu  M  de  BC  aux  centres  0  cl  0*,  passent  par  les  nùlieux 
L,  V  des  droites  AD,  AD*.  En  eBet ,  les  tangentes  BD,  CD' 
sont,  comme  on  sait,  égales  entre  elles  ;  ainsi,  le  point  M, 
milieu  de  BC ,  est  le  milieu  de  DD'.  La  droite  MO  dirise  en 
parties  égales  les  côtés  DD',  DE  du  triangle  DD^  ^  elle  est 
donc  parallèle  à  D'EA  ;  et  par  conséquent  elle  divisera  DA 
en  deux  parties  égales  au  point  L.  De  plus,  D'0'=0'E', 
puisque  E0=0D;  donc,  la  droite  U'M  est  parallèle  à  E'D  i 
il  s'ensuit  qu'elle  partage  en  deux  parties  égnies  la  droite 
AD  au  point  L'. 

Je  ferai  encore  observer  qoe  le  produit  des  rayons  OD, 
CD'  est  ^1  au  produit  des  tangentes  BD,  BD'.  Car  les  trian- 
gles BOD,  BO'D',  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
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pendicoUircs  chacun  à  chacna ,  donnant   la    proportion 
OD:BD'::BD:0'D'. 

s.  La  droite  qui  unit  les  milieux  M,  L  des  diagondee 
BG,  AA'  d'au  qoadrilat^v  ABCA'  ifig.  76} ,  ciroouscrit  k  un 
cercle ,  pawe  par  le  cenlre  O  de  ce  cercle. 

En  eSiat,  inscrlTet  des  esxàe»  dans  les  triaagka  ABC, 
A'BC,  ils  loocberoot  la  base  «Hnmune  BC  en  un  mdme 
poinl  D.  Car,  le  qoadrilatère  étant  çiiçaoacriplible,  «Ba 
AC~ AB  =  A'C— A'B ;  mab la  diBéreoœ  AG— AB  eat  égale 
h  la  diflérence  des  distances  DC  ,  DB  des  extrémités  de  la 
base  BC  du  triangle  ABC,  au  point  de  conlact  O  de  la  base 
et  du  cercle  inscrit ,  et  it  en  est  de  même  poor  le  triangle 
A'BC;  donc,  les  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  touche- 
ront la  base  commune  au  même  point.  Les  diamètres  DGË, 
DG'E'  de  ces  deux  cercles ,  menés  par  le  point  D,  seront  ca 
prolongement  l'on  de  l'autre ,  sur  one  perpendiculaire  à  la 
droite  BC.  Les  denx  droites  AE,  A'£'  coaperoot  la  hase.  BC 
en  os  même  point  D',  qaî  sera  le  poinl  de  cootacl  de  la  basa 
BC  et  des  cercles  ex-inscrits  anx  deax  triangles  (note  1). 
Enfla,  si  l'on  proloi^  les  deux  droites  AD,  A'D,  jnsqn'ji  ce 
qa'elln  rencontrent  en  des  points  F,  F'  la  perpendicuMre 
élevée  sur  BC  an  pmnl  D',  les  droites  D'F,  D'F'  seront  les 
diamètres  des  cercles  ex -inscrits  aux  IritDgles  ABC,  A'BC, 
et  qui  touchent  la  base  BC  au  point  D*. 

Cela  posé,  on  aura  D'F':D£::D'F:D£',  car  Us  produits 
DEX  D'F,  DE'  X  D'F'  sont  égaux  entre  eux,  puisque  cha- 
cun d'enx  est  égal  k  4.BD.BD'  (note  i);  il  s'ensoit  MF':  HD 
::  FH':  HD,  et  par  conséqnent  la  droite  HH'  e»i  parallèle  à 
F'F  et  à  E'E,  Le  milieu  de  cette  dnùte  HH'  sera  le  centre  O 
du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCA',  car  les  bissec- 
trices AG ,  A'G'  des  angles  BAC,  BA'C ,  divisant  en  deux  par- 
ties ^ales  les  diamètres  DE,  DE',  devront  passer  par  le  nri- 
licn  de  HH'.  U  ligne  D'C  étant  égale  k  BD,  le  point  M,  milieu 
Un.  •■  MaiKut.  iu.  34 
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de  BC,  est  miUea  de  BU  Aimi,  les  trois  poiols  M,  O,  L 
■ont  les  milleiix  des  diagonales  DD,  H'H,  A'A  da  quadrïa- 
ttrecaBjrietHiyHDA'A.  IKmc,  oes  trois  ptriots  sont  en  ligDe 
dn^te.  C'est  ce  qo'il  fallait  démontrer.  G. 


IffiMONSTRATION  DU  TH£(»UEHS  DE  M.  CHASLES , 

AH-  k$  «TCf  Ko^iIableB  d"*»»  eotù^i  et  tmtrt»  eomniénUoms 
ÊitrkiataemrvUigtui. 


I.  TiiOltBi  |.  Une  sécante  coape  nne  court»  {riane  eo 

deox  poinlt  M  et  M' ,  par  ces  pointa  menons  des  tangentis  se 

rencontrant  en  na  point  I  ',  sapposoos  qoe  la  sécante  loDiae 

inSnimeat  pen  aotonr  d'en  ptNot  fixe  0 ,  litoé  sur  la  sécante, 

et  q;ae  tes  points  de  reocootre  deriennrait  reqteetiTcaient 

Mm         OM.MI 
«  et  m  :  on  a  U  proportM»  jg^  =  ^^g^. 

retr  h  démonstration  p.  183  et  18»  (IV  et  V]. 

OtfflTOlùm.  Le  théorème  est  dft  à  Newton ,  fl  sert  de  base 
k  ses  applications  da  calcul  ^txiotmd  à  des  questions  de 
géométrie  (*). 

II.  Une  droite  D  et  une  «rniqae  G  étant  situées  dans  le 
même  plan,  sur  D  prenons  deux  points  I  et  i  infhiinwnt 
Toirins.  Soient  MM'  la  polaire  dn  point  I ,  et  mm'  celle  dn 
p«nt  i  ;  le  point  dlntersectlon  0  sera  le  pôle  de  la  droite  D, 
et  le  théorème  précédent  donne  le  rapport  fini  aaqnd  est 

Mm 


égal  le  rapport  dîflérentîd 


Wn 


JaMtiAKiio.  —  Gat  oamte  ■  pvi 
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m.  11  eziMe  atcwe  une  aotre  reUlion  pour  «e  rapport 

iimbrenUd.  Soit  N  te  point  de  reacmitre  des  denx  langeâtes 

cMuécntirei  IM ,  un  ;  MUm  est  l'aagle  de  cootageBcet  pOT" 

tooB  HI  Mir  Ni  de  N  en  P,  de  wrte  qu'on  a  ■ 

iPistN— lN:^ini— IM— (mN  +  MN]«tlGoain>, 

car  le  triangle  ItP  est  rectangle  en  P-  On  aora  de  néoM  de 
l'antre  e«lè  de  li  : 

.■P'=air'— IN'=W— IM'— (iriT«'+M'H')=iIoo<("IP. 
Les  points  analogoes  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres  ac- 
«entnées.  Fixons  sor  la  cmique  an  point  R  entre  M  et  M'j 
soientIm=f,lm'  =  (',  HM  =  *,  RM'^i*,  im—m  =  dt^ 

car  dans  le  trJanglemNMranglediff^  infiniment  pendedeox 

1     a__!.    i^     j       cos .  ilP       dt—ds 
angles  dmls.  On  a  donc  _-^=^,__„ 

IT.  Si ,  au  lien  de  la  droite  D  on  prend  une  courbe  qnd- 
conqneC,  les  angle*  HP,  iiP'aoDt  les  angles  que  fcvmela 
tangente  ija  courbe  C,  passant  par  I,  avec  les  tangentes  IM, 
IM'  menées  par  ce  point  à  la  coniqoe  G  ;  si  la  courbe  C  est 
telle  que  le  rapport  des  cosinus  de  ces  angles  soit  constam- 
ment égal  an  ntHnbre  r,  de  sorte  qoe  MI  étant  le  rayon  inci- 
dent ,  IM'  strit  le  rayon  rétracté  selon  le  rappcn-t  r  de  réfrac- 

dt  —  iU 
lion  ;  ou  aura  11=  ^j—T-,,   d'où    «(*  — »')='- *+««- 

staute.  Il  sofBt  de  etmnatlre  les  valeurs  àet,j,  i*,  Z  répon- 
dant à  un  point  de  la  courbe  C  pour  déterminer  la  valeur  de 
la  constante,  n  étant  donné ,  îl  est  facile  de  trouver  l'équation 
dMKreatielle  de  la  couAte  C;  nous  la  donnerons  eo  traitant 
des  caustiques  par  réTraction  et  deslignes  aplanéliqnesi  pour 
le  Bornent,  il  saffit  de  remarquer  qu'au  puint  où  C  ren- 
contre C,  on  a  évidemment  n  =:±  1  ;  donc  si  n  n'est  pas  ^al 
k  I ,  ta  courbe  C  ne  peut  pas  rencontrer  la  conique  C  ;  sap- 
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posMudooG  n=l ,  noos  satihu  qa'atwsC  etCsootdein 
coniques  bi-confocales  se  coupant  ortbo^oiuleiBeDl  ;  pnoenÊ 
ce  point  d'interwctioa  pour  le  pmot  fixe  Rj  en  oe  poiit 
/,  »,  ^',  f'ioatniilti  donc  on  a/* — ^=t  —  sou^  —  t=:t'^r, 
ce  qui  démontre  le  besa  théorème  de  M.  Cbailn.  [F",  p.  425.) 

06iertNiiù)n.  Le  célèbre  géomètre  donne  le  nom  d'ara  tim- 
bUAUt  à  deux  arcs  dont  li  différence  est  ^ale  k  une  droite  ; 
cet  arca  n'étant  pw  «ntUabfetdaiisleseDsordinairisdHniot, 
il  est  &  déairer  qo'on  indique  une  antre  déDominatioo  ;  ne 
ponrrait-fm  pas  les  désirer  par  arct  eorretpondtmti?  Le  mot 
eorre^ondaat  a  déjà  été  introduit  parM.  Irory  dans  la  théorie 
des  atlràcdons  des  sphéroïdes ,  dont  oa  doit  à  M.  GhatiM 
une  exposition  si  intuitive. 

L'expression  bomo-rocale  ne  parait  pas  non  plus  cooTe- 
nable  ;  outre  que  sa  TormatioD  est  bybride ,  elle  ne  dit  pas 
que  les  deux  foyers  sont  commnDS. 

V.  Ce  théorème  donne  la  solution  de  pIosiHin  proMèoMS 
importants. 

Problème  1.  Partager  l'arc  MN  de  conique  en  A&a.  arct 
correspcMidanlB  7 

Solution.  Par  M  et  N  un  mène  des  laDgentesÂ  la  cooiqnei 
soit  1  le  point  de  rencontre ,  par  ce  point  on  fait  passer  une 
conique  bi-confocale  à  la  conique  donnée ,  le  point  d'iuta«ec- 
tion  R  des  deux  coniques  est  le  point  de  division  cherdié. 

OhienaUon.  L'intersectiîon  de  deux  coniques  eonfocales,  et 
â  fortiori  bi-confocales,  peut  toujours  se  constmin  géom&ri- 
qiument. 

Pro&Iétne2.  Étant  donnés  trois  points  M,  N,  M' d'une  co- 
nique tracée ,  trouver  un  qualriéme  point  M' tel  qne les  deux 
arcs  MN ,  M'N'  soient  correspondanis. 

Solution.  Soit  I  le  point  d'intersecUra  des  deux  tuigealei 
menées  par  M  et  M'  ;  par  1  faisons  passer  one  ocKiiqae  bi-coa- 
Ibcale,  qui  sera  rencontrée  en  I'  par  la  Ungente  menée  pM 
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N  ;  psr  ce  même  point  I'  menant  une  tangente  k  la  coniqoe 
donnée ,  le  pùnt  de  eonlact  aéra  le  point  N'  cbercbé. 

ProiUin«4t.  Partager  la  demi-ellipse  «i  deox  ar«8  corres- 
pondants. 

Solution.  Soient  C  le  centre  de  l'elUpae  ;  A  et  A'  l«  extré- 
mités d'un  diamètre  ;  AT,  AT  les  deux  tangmites  parallèles , 
T  est  nn  point  sitaé  à  l'infloi  i  conglraisons  une  hyperbole 
bi-confocale  ayant  poar  asymptote  la  droite  CT  ;  elle  coape 
la  demi-ellipee  en  an  point  K,  donc  HA' — RA=AT — AT: 
abaissons  de  A' nne  perpendiculaire  A'Psnr  AT,  oc  anra 
AT— AT=AP;  donc  RA' —  RA  =  AP,  c'est-è-dire qoe la 
diBérence  des  arcs  est  égale  à  la  projection  da  diamètre  sur 
la  tangente  passant  par  son  extrémité. 

TI.  Théorime.  La  loogoenr  infinie  des  asymptotes ,  moÎDS 
la  longueur  infinie  des  hyperboles ,  est  une  quantité  finie. 

Démonstration.  Soient  C,  A  ,  F  le  centre,  le  sommet,  le 
foyer  voisin  d'une  hyperbole;  AR  le  quart  de  lliypertiole , 
R  étant  la  point  ailué  à  l'infini  ;  CR  ta  Ifmgaear  infinie  de 
l'asymptote  j  soit  encore  I  le  point  où  la  tangente  au  sommet 
A  rencontre  l'asymptote  ;  concevons  nne  ellipse  bi-confocale 
passant  par  I  et  coupant  wlbogonalement  l'hyperbole  en  M , 
noasBorOos  : 

CR  -  AA  «:  CI -h  IR  —  AH  — MR 

=  CI-|-IR— 2AM-I-AM— MR. 
Or,  d'après  lelbéor^ne  de  M.  Cbasies ,  AM— MR=AI— IR, 
doncCR— AR=GI+AI  — 3AM.   C.Q.F.D. 

Obtervalion.  Ce  dernier  théorème  et  le  moyen  de  trouver 
des  srcs  correspondants  dans  les  coniques  et  dans  d'antres 
courbes  sont  connus  depuis  longtemps  et  remontL'nt  jusqu'au 
comleFagnano(1750};Legendreena  donné  nne  théorie  analy- 
tique complète  sous  le  titre  de  Traité  dm  fonetiont  eUiftiqui* 
«f  (fol  inUgraiti  «wtifrimiies,  3  vol ,  in-4*,  mais  la  relation  entre 
cette  tbé«ie  et  cdie  des  ooniques  bi-conTocates  est  nne  des 
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^  bflUei  déconrertcs  di  f aalaur  de  rhiKoire  d«8  mélfaod» 
engéomélrie(*). 

TII.  Théorinu.  Deux  conrbes  algAriqao.  oe  pmitcbI 
avoir  des  srcs  égaax  hiu  se  confondre. 

DnuHutration.  On  peut  placer  le»  deux  oowbes  de  mt- 
nitoi  avoir  cet  arc  en  ooonanB,  alon  elles  auront  doDCime 
iaflniti  de  poinls  en  oodudbd  saiu  *e  amfondre,  ce  qoi  nt 
Imponible ,  donc,  etc. 

Otuenalion.  ApoUMfiu  démontre  qu'on  are  d*dUpie  ne 
peut  élre  égal  à  an  arc  de  cercle ,  etc.,  et  en  génial  qne 
l'arc  d'une  conique  ne  peot  être  (rfacé  sur  on  arc  d'une  coni- 
qne  disante.  (liv.  VI,  trop.  VI.} 

VIII.  On  démontre  de  la  mésK  manière  que  daoa  b 
même  cowbe  deux  arcs  ne  peuvent  élre  égaux,  ànMriwqDe 
la  courbe  ne  toit  symétrique  par  rapport  k  on  axe  :  le*  an* 
égaux  sont  placée  •ymétriqoement. 

<A$€rvation.  ApoUonios  démontre  encnc  qoe  dans  le 
même  qiudrmt  d'eUipie,  dana  U  même  demi-parabole  et 
dans  la  même  demi-by  perbole ,  on  ne  peot  prendre  des  ans 
superpowibles.  (Prop.  SIX.)  Tm- 


HELATIONS  D'IDENTITÉ, 
Et  éjuatiotu  fottdamentala  relativa  aux  courba  At  fécond 


UV.  'Théorème  de  Newton  mr  lu  tegments. 

81  Ton  prend  dans  le  plan  d'âne  ligne  de  l'ordre  m  on 
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point  fixe  ti  qae  ron  mène  par  ce  point  deax  séantes ,  le 
produit  des  segments  fwmés  par  k[H«n)iàre  sécante,  divisé 
pnr  le  prodoil  de*  segmoils  fbmiés  pu*  la  seconde  sécante , 
donne  no  qaotioitconstant,  qaelqne  soit  le  point  Sxe,ponmi 
que  les  sécantes  conserTent  mêmes  direcUoni. 

Démotutration.  SÔit  P»  +  P»  _  i  + Py  =  0  l'é- 

qnaliondelaligDedel'ordrem;etPB  =  A^  + +Cx^', 

IH-enons  le  point  fixe  poor  or^^  et  les  sécantes  pour  axes. 

Premûr  ea$.  Aacane  des  trois  quantités  A,  G,  P(o)  n'est 
oDlle;  biBoiis^  =  0;  le  produit  des  segments  formés  par 

Pu 

l'axe  des  x  est  ^l  k  [—i)"  ~i  de  même  le  prodoil  des  seg- 


intei 


des  sécantes  parallèles  aax  précédentes  et  n'ayant  pu  non 
plus  leur  point  commun  sur  la  coorbe  j  prenant  ces  non- 
Telles  sécantes  poor  axes,  le  terme  Pn  ne  cbaogera  pas  (L,  co- 
n^.  1 }  ;  les  coefficients  A  et  C  ne  cliangeant  pu ,  le  rap- 
port -  rate  le  même. 

a*  COI.  Si  A  seul  est  xteo,  alors -~  est  infini  f  al  -  est  md  ; 
ce  rapport  restera  nnl  ponr  tontes  les  sécantes  paraliéles  ans 
axes;  et  -p  restera  toujours  infini  tant  que  PU  n'est  pu 

nul  ;  donc  n  une  iroile  rmeontre  une  eowr&e  4  l'infàii ,  toute 
droUeporalttie  la  rmeantn  mûri  à  Finfini. 

S  C  seul  est  léro,  on  a  des  coodosioas  analognes. 

S*  Ml.  Si  P(,]  aeol  est  léro,  alors  l'origine  eat  iv  la  cowbe  i 
-^,  -^  KMt  nnli  et  leur  rapport  se  présente  sons  la 
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car,  suppoaoni  TorigiiM  Irôs-près  de  la  courbe,  alors  Pg  ert 

ioGnimeot  petit  et  le  rapport  segmentaîre  est  toajoiira  — . 

C. 
4*  cat.  Si  C  el  A  sont  bqIb  ,  le  rappwt *---      -' 

0 

vient  -  el  reste  indéterminé,  et  le  théorème  des 
0 

plus  lien  ;  aotrement ,  tontes  les  fois  qac  les  dcox* 

rencontrent  la  coorbei  l'infini,  la  constance  do  rapport  seg- 

meolaire  n'existe  pins. 

5*  cas.  Si  A  et  Pfo}  sont  nab,  le  rappwl  -  deviCDl  et  reste 
inlinî. 

Obiervation  1.  Dans  ce  qui  précède,  le  produit  des  aeg- 
mcDls  comprend  aussi  les  segments  imaginaires. 

Obiervalion  2.  la  proportionnalité  des  produits  des  stg- 
metits  dans  les  confqncs  était  connue  des  anciens.  Cest  la 
proposition  XVII  du  troisième  lirre  d'Apolkrahu,  ainsi 
énoncée  :  Les  rectangles  des  segmenta  formés  par  dmi  cor- 
des qol  se  eoapenl  sont  proportionnels  aux  carrés  des  tan- 
gentes parallèles  k  ces  cordes;  les  ^opoutiwis  suivantes 
concernent  divers  cas  pariicaliers.  Newton  est  le  preoùer 
qni,  Ains  l'oovrage  cité  ci-dessnsCp.  4S3) ,  ait  étenda celle 
propriété  aux  courbes  dn  second  genre  [  troisième  ordre  )  i 
celte  proposition  (VI,  p.  4 }  ainsi  que  lonles  les  autres  qu'on 
Ironve  dans  cet  oovrage  sont  énoncées  sans  démonstration  ; 
elles  ont  été  données  ensnilc  par  divers  géomètres. 

Obsertalion  essentielle.  Une  ligne  de  l'ordre  m  cooipratd 
aussi  un  sjstèipc  de  lignes  qoclconqoes,  situées  sor  an  même 
plnn  el  d(Hit  la  somme  des  degrés  est  égale  à  m.  Ainsi ,  les 
propriétcs  des  segments  s'appliquent  à  nn  système  de  m 
dioilt'adans  on  même  plan,  «Ic;  nous  ne  répéteront  phts 
cette  observation. 
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LT.  Ctu  partietUien.  i'  Si  lor  une  imita  rencoalnDt 
la  conriie  à  l'iofini,  on  prend  deux  poipi*  0,0f  j^r  kaqaèli 
on  mtee  den^aécaDtes  qoeloHiqiiefl  parallèles,  1m  produit* 
des  segments  fonnés  par  les  deax  sécantes  sont  entre  eox 
comme  les  prodatta  des  segments  fim$ ,  réels  et  imaginaires 
fwm^  SOT  la  droite  aox  points  0  et  0*;  car  les  segment»  in- 
finis dans  les  deox  produits,  ne  différant  que  da  la  quantité 
finie  OO*,  sont  égaux.  Ainsi,  dans  la  parabole,  deux  cordes 
parallèles  étant  rencontrées  par  an  diamètre  qoeloonque,  les 
produits  des  segments  formés  sur  ces  cordes  sont  entre  eux 
comme  les  parties  du  diamètre  interceptées  entre  les  cordes 
et  la  ooorbe  ^  U  «n  est  de  même  dans  l'hyperbtde  lorsque  les 
cordes  paraKèles  sont  coupées  par  une  droite  parallèle  i  une 
asymptote. 

2*  Une  cOTde  étant  conjuguée  k  un  diamètre,  le  théorème 
des  segments  donne  directement  dans  les  deux  coniques  à 
ceutre  ;  le  carré  de  la  demi-corde  est  an  produit  des  aegmenlf 
dn  diamètre  comme  le  paramètre  du  diamètre  est  à  la  lon- 
gueur dn  diamètre  ;  et  dans  la  parabole  :  le  carré  de  la  demi- 
corde  est  équivalent  au  rectangle  formé  dn  paramètre  et  du 
segment  jtnî  da  diamètre.  Ecrites  algAriquement,  ces  pro- 
positions fonruiMenl  les  équaliu»  les  pins  simples  des  coni- 
ques. C'est  à  ces  mêmes  éqnaliona,  l'origine  étant  au  sommet, 
qne  les  coniques  doÏTenl  leurs  noma,  comme  nons  le  dirons 
dans  an  article  sur  l'origine  de  direrses  dàiominailons. 

LVl.  Problème.  Une  courbe  algébriqne  du  degré  m  étant 
tracée,  mener  une  tangente  par  on  pnut  pris  sur  la  courbe. 

SoltOion.  Pdr  nn  pcunt  O  pris  dans  le  plan  de  la  coarbe 
menons  deox  sécantes,  rencontrant  chacune  la  ligne  en  m 
points  réels  et  à  distances  Gnies  ;  chaque  sécante  Emmit  m 
segments,  à  partir  dn  point  0.  Soit  OM  un  segment  pris  sur 
la  première  sécante,  et  Heprés«itoni  parP  le  jvodnit  des  m— t 
antres  segments  ;  représentas  de  même  par  OM'  et  F  des 
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qninUléB  «tulogoes  pour  la  KOMide  lèciiite!  et  désigiiau 
par  R  le  rappwt  coulant  des  deux  produite,  oo  a  donc  : 
OM.P      „        ^,  ,       OM      RP' 

imnODSsar  la  <écaiiteOHDDpoiatNetsarUseooiideaé- 
cante  un  pirint  N'  telsqoe  l'on  ait  : 

OM       ON  _  R.F 

OM'      ON'        P.   ' 

il  est  évident  que  la  droite  NN'  eat  panll^  A  la  corde  MM*. 
Snpposons  que  le  pi^nt  0  se  transporte  sur  la  courbe ,  le 

rapport  -TTû  prend  la  forme  -,  maii  eit  égal  k  -p-,  el  la 

tarie  MM'  devient  une  tangente  j  de  là  résulte  cette  ooo- 
atrnclîon  i  par  le  point  de  contact  S  on  mène  deux  sécantes 
rencontrant  cbacane  la  courbe  en  m — I  antres  pwnb  réds , 
Il  distances  finies, -faisant  le  produit  des  m — t  segments, 


la  court»,  on  mèoe  denx  sécantes  perallâes  aux  cordes,  ce 
qnt  bit  connaître  H;  prenant  sur  les  cordes  deux  loo- 

gueun  SN,  SFf  (dlesque  l'on  ait  ~=  ^ ,  la  droite  me- 
née par  S  parallâement  à  NN'  est  la  tangente  dumiidée. 
Application  aux  eoniqua.  Par  le  p(Mnt  S  je  mène  deux 

cordû  ST,  STi  on  a  iaac  ^  =  -^  -,  par  nn  foial  V  pris 
sur  ST,  je  mèoe  nne  parallèle  LVL'h  la  corde  STt  OD  a  dose: 
P  _  ST.TT  SN        SY.TT.ST' 

LV.VL''      *""     SK'"  LV.VL'.ST' 
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conslrnire  ;  mais  il  faat  faire  attentioB  aux  signes  des  seg- 
meola  pour  savoir  dam  qoel  lem  il  faat  fotter  SN. 

Si  les  cordes  ST,  ST  sont  également  inclinées  sot  on  axe 
principal,  ce  qui  arrive  lorsqu'elles  sont  parsU^ee  à  deux 
diamètres  éganx  on  bien  à  denx  cordes  égales  passant  par  un 
sommet ,  alm-s  on  a  éTidemment  S V-VT  =  LV.TL';  donc,  si 
SU'  =  ST,  on  a  anasi  SN  =  ST.  Il  suffit  donc  dans  ce  cas  de 
porter  ST  Bor  ST  et  ST  sur  ST;  dans  le  cercle,  tons  les  dia- 
mètres étant  égaox ,  la  cODstmctioa  existe  poar  des  cordes 
qaelconqoesi  elle  est  dne  ainsi  que  la  suivante  k  Maclanrin. 

hyil.  Cercla  oteulaUwn  danê  la  conique».  Les  cordes  ST, 
ST  étant  également  inclinées  snr  ao  axe  principal ,  le  cercle 
'  qni  passe  par  les  trois  points  S,  T,  T,  a  donc  an  points  même 
tangente  qne  la  conique;  c'est-à-dire  qae  le  cercle  a  denx 
points  ai  commun  arec  la  coniqne  an  point  S,  et  denx  antres 
points  en  T  et  T'j  si  le  point  T  se  rapproche  continnellement 
de  S,  la  corde  ST  derient  6nalemeàt  nne  tangente  et  ST  nne 
corde  ayant  même  inclinaison  snr  l'axe  principal  qne  la  tan- 
gente ;  le  cercle  qni  a  même  tangente  et  même  corde  ST  se 
oonuBe  cercle  oiatlatewi  il  a  trois  poialB  eo  commun  avec 
h  conique  ao  point  S  et  nn  notre  an  pciot  T.  Le  nqfon  deee 
cerek  Mf  bn^M  de  coKrbwr»  ;  ainsi ,  poor  eonstmire  le  cer- 
cle oacolatenr  en  un  point  drame  S  inr  la  coniqae ,  on  mène 
par  ce  point  onc  tugaite  et  pois  nne  corde  ayant  nir  na  axe 
même  indiuison  qne  la  tangente  ;  le  oerde  qui  a  la  même 
tangente  et  la  mérae  cwde  cet  le  cercle  oscnlatenr  diercbê. 

Celle  constrnction  est  impraticable  aux  sommets ,  parce 
que,  en  ces  points,  le  cercle  oacnlatenr  a  un  point  quadr^le 
en  commnn  avec  la  courbore  ;  mais  on  sait  par  d'antres  con- 
sidérations qa'anx  extrémités  d'an  axe  principal,  leraym  de 
coorbare  est  égal  an  demi-paramètre  de  cet  axe.  Noos  re- 
viendrons sor  celte  matière,  et  voir  aussi  tome  II,  p.  75  et  183. 
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QUESTIONS  niOPOSËES 
un  eotifoirt  d'sjrriJalûmfMr  Ja  MteMCt  tMiOAndh^NO. 

!•  Ed  I8U. 

Compoiition  (TatMiyw. 
InUfrer  les  deux  équaliou 


dl  dl 

dr      itx        dx  ('       dl 

en  eifrtiqoant  la  méthode  tfa'oQiara  suivie. 


CompotitioH  de  mécanique. 

Détatariner  lei  Mi  des  petites  osdUatkms  d'nn  fil  fleziUe 
inexteodlrte  et  sans  muse,  Baspendai  un  poiiit  fixe  et  chargé 
de  degs  points  mal^iels  pesants,  tii  snpposaot  qa'è  l'ongine 
do  mapveaient  les  deax  points  nutérids  n'aient  pas  de  tî- 
tesse  et  qu'ils  se  tronvent  avec  le  point  de  sospeasion  sur 
nue  même  ligne  droite  qal  s'écarte  très-pea  de  la  vcrlicate. 

Chercher  les  ccmditlonB  qui  doivent  être  ranpUes  pov 
que  chacon  de  ces  points  oscille  comoie  un  peodnle  simple. 

r  En  1S43. 

Comporilion  fanalyie. 

Donoer  la  théorie  de  l'intégration  des  éqiulîoiu  aux  diSè- 
rences  partielles  linéaires  et  da  premier  ordre. 
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Tnmrer  féqnalioii  des  ■orfaces  (dlc  que  si ,  par  un  point 
donné ,  on  mène  one  perpemKcnUJra  m  plan  tangent ,  le 
mdanfle  eonslmit  tnr  œtte  perpaidiculaire  et  rarla  pralïoD 
de  U  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  an  plan 
Bxemenépar  lep(ântdonaé,  soit  équivalent  an  carré  de  U 
distance  do  point  donné  an  point  de  contact. 

Cï>tiipo«i(M>n  de  mécanique. 

Détenninw  le  monrement  d'nne  ligne  droite  pesante  et 
homogène  dont  on  point  est  fixé ,  dont  la  positicHi  initiale  est 
quelconque ,  et  A  laquelle  on  applique  une  percossion  en  un 
ptriot  donné. 

On  fera  voir  l'analogie  de  ce  monvement  avec  celui  d'nn 
pendole  simple ,  on  assignera  les  cîrconatances  initiales  du 
otouvement  et  la  pression  variable  snr  le  point  fixe. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  décrit  on 
cône  droit  rerlical  et  celui  ou  elle  s'écarte  trée-pen  de  la 
verticale, 

3»  En  1842. 

CompotiHtM  d'analyte. 

Étant  donnée  one  série  de  paraboles  ayant  même  grand 
axe  et  même  foyn ,  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces 
paraboles  à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  ai^le  droit  one  série 
d'ellipses  de  même  loyer. 

Cotnponfttm  de  mécanique. 

Donner  les  conditions  d'équilibre  d'an  fil  flexible  et  inex- 
tensible libre  oa  placé  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  dea 
f<H%es  quelcCKtqDes. 

Dànontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  pesanteur 
peut  louraer  ^otoor  de  la  droite  qui  joint  ses  extrémités 
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fixes,  en  conservant  une  figura  pennanMile,  et  délemiiia' 
cette  figure.!  ou  fait  alMtnclioo  delarésUtaocedefairet 
des  froltemeats. 


HÉHOIBE 


QUELQUES  SÉRIES  DE  SINUS  ET  COSINIIS. 

vAm  b  A.  Lwwnras. 


Eoler  a  donné ,  dans  aon  latrodDction  à  l'Analyse  infinilé- 
riniale  {ïntroduetio  m  Analynn  infifâtorum ,  t.  1",  p.  S18), 
pltutears  séries  de  sinu  et  de  coslntu ,  et  ce  aont  ca  aéria 
{pd  font  l'objet  da  mémoire  que  doos  crojtMu  devoir  piMia. 

Onsaitqoe  celilloitre  géomètre  a  été  coadoUàla  som- 
inatkHi  de  ces  séries  en  ayant  recours  aux  séries  récurrentes, 
ce  qui  exige  les  sotimis  de  l'Algèbre  supérieure ,  tandis  qoe 
le  procédé  que  nous  allons  présenter  id,  pour  «rriTer  au 
même  but ,  nous  parait  beaucoup  f4uB  siinple,  en  ce  qu'Une 
touche  nullement  aux  questions  de  l'Analyse  sopMeure. 

I. 

Considérons  d'abord  les  deux  séries  infinies  : 

sinfl+8in2a-)-8in3a  +  8io4«+8În5a4- 


co8ii-|-cos2<i-fcos3a  +  cos*fl+cos5a-J- 

et  proposons-noos  de  les  sommer  ;  pour  cela ,  rqx'éseotoH , 
pour  plus  de  simplicité ,  par  S  la  prenière  sMe  (ode  des 
sinus) ,  et  par  G  la  sectnde  (celle  des  oosions) . 
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MainlMMDt  >i  l'on  reaiarque  qae 

dDa= siQâ 

sÏD  2a= sin  a  CM  u  +  sin  a  cos  a 
sio  3a  ^sia  Sacosa  -|-ain  acos  2a 
sio  4<i  =B  sio  30  coa  A +810  o  oos  3a 
siD5a=siD4a008a-j-uaâC084a  elc... 
it 

C08  a=. ..  .aaa 
cos  Sa = cos  a  a»  a, —  sio  a  sin  a 
cDs3a=coa2aco8a — siniaiiaa 
«oa4a  =  cosSaooaa-^Bin3asind 
-    cM5<i=0M4ucO8a— rinlarioa   etc... 


oa  anra  lei  éqnalioos  snirantu  : 

S  =:  S.  cosa -|-(1 -f  C)  sina, 
C==  (1  +  C)  C08  a  —  S.  rio  o. 

Cm  deox  éqoatioiis ,  ne  renfernuot  que  lea  deoz  iocoonii 
S  et  C ,  donoent  les  expresajona  loivuites  de  ces  deox  i 


■^^  C l 


S(l— cma) 
AJositiiDOsaToiui 

(1]    tiBa+3inia+9iuia+tàaia+tàaSai:...  = 


2(l-coafl)' 
(ï)    ooBa+co<3a-Hxn3a+ooa4a+o(»!MH-...  «— ?- 


Propomu-DOos ,  mainleDant,  de  sommer  les  deux  série» 
infinies  : 


^na+sin(a+fr)+riD(a-|-â&)+sia(a+36)+... 
COBa+GO«(<i+6)+cos(a+2&)-|-cos(a'f36)+.., 
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poor  cela,  représeotoiu  tonjottrs  par  S  la  premjère  série 
(celle  de*  sïdiu)  ,  et  par  G  la  seconde  [cfdle  des  cosiom). 
Si  nous  remarquwiB  qae 

tàaa^tàna 

tia{a+^)=anaBOÊib-\-4o3beMit 

dala-{-3b)  =  tàaaeo»ib-\-tàa3befmaeic 

et 

Goaa  =  cOB0 
tM[arj-b)  =tosaoMb—naatiab 
coe(a-j-S&)=catacoe2fr — siaaaiuîb 
co»(fl+3A)=a»«cofl3*  — 8io<»siQ$ô«9c 

on  aara  : 

S  =  SiDa(l-|-0OS&  +  CO89»-|-CO8afr-(- J-f 

-i-eota[wab-\'mB3b^éiu3b+ ), 

C  =  oo8o[l+co«*+a»2ft+cosï&+ )  — 

—aiBalBiab-{-siaib  +  aa3b+ ); 

00  bien ,  eo  verto  des  séries  [1}  et  (2) ,  Si"  -. 

S=^sin«.l  +  cos«. ""*      _sin^-sin(fl-ft) 

S  2(1— cos6)  2(1— cosi)      * 

C=cosfl. ^  -  sin«. ^il^-  ^c""^-"» («»-&). 

9  2(l-o09fr)  2(1— eos*)     ' 

mais ,  on  a  : 

sina— Bin(a— fr)=;2cos  /a— -jsin-, 

cosfl— cos(a— ft)=— asio  (a—  |)  sin  - , 

«t  2(1— cosô)=4sin'-, 

d'oà 

sin/'o— ~1 


lH) 


"= — —i 

a»ln  3  Ssin  - 
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Aimi.ixHuaTon*: 

(3)  àaa+iio(a-¥b)-^ainla+2b)^im{a+3b)+.  ..ss ï — r — . 

*(-!) 

{•)  cofcM*os(a+ft>+«»(<»+9tH«>B(a+S*}+.-=- — ^ — f^. 
9rin- 

s 
Noas  Mmmes  pirreimsi  la  sominalioo  de  ces  à&ax.  séries, 
en  ayâDt  recours  i cellea  da  j  ]"i  °ui<  0*1  (KQt  y  arriver  di- 
rectemeot,  aHome,  dans  ce  paragraidie ,  pour  1m  séries  de 
sinus  et  de  oosinoa  d'arca  multiples  : 
En  eflét,  si  nous  remarqaoDS  qae 
8in(a-f  b)  =  sio  a  oos  & -{- sio  ^  cos a 
8iii(a+2A)  =  sin{fl+ 6)  COB  fr +8iQia»(<i4-A) 
fnnla-i-Zl>)=itàn[a+2b)cMb+tàaba»(a+^)«lx... 
et 

ea»{a-\-b)  =  CM  a cosb —  tin  a  àab 
oo»{a+ab)  =  e(n{a-\-  b)cM  b-~ëa(a+byiiab 
tM{a+3b)  =  co»[a+3b)ixitb  —  nDla-i-ib]Aab«lc... 

S=6iaa-i-S.co6b~\-C.âab, 
G=cosa+C.cos£  — S.sÎDfr, 

et  ces  denx  éqnatîoDa  noas  donneront  les  valenn  de  S  et  C, 
troDTées  précëdeiDinent. 

111. 

Danscepara^pbe,  noos  allons  nons  proposer  de  sommer 
les  séries  finies  ; 

sina+SÎD2a  +  sia  3a-i-ûiiAa+ +sinKB, 

eosa-f-eos9a+caa3a+cos4a+ +cosfiâ, 

sina+Bin(a+À)-Kin(<i+2&]+siD  (a+3i) +«iA{4H-A^), 

co>fl  +  co»(a+t)+co8(a+2*}+cos(«+3ft} +«»{«+«*). 

AKH.  ■«  Uiimtm.  m.  35 
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Euler  e&t  arrivé  s  la  sommstfon  de  ces  aMe>  «n  ajuit  re- 
cours aux  séries  (3)  et  (4)  da  {  3  ;  maisoopent  yarrirerdi- 
reclemenl  par  la  méUiodc  de  décomposilioD  appliquée  nmul- 
tanément  à  deux  des  séries  {wécédeoles ,  et  que  nom  avoni 
fait  aunaltre  dans  les  $$  l  et  3. 

Ainsi ,  coosidërom  d'alKvd  les  deux  aériet 

sina+siD2a4-8iD3a  +  sin4â+ -t-sinBo, 

'    tma+tM^-\-tm3a-\-<Mia-{- ^-flOBuOf 

et  propowoB-noas  de  les  somma-. 

Pour  cela ,  représeatoiu  la  première  (cdle  des  siinu)  par 
S,  et  U  seconde  (celle  des  co»dds)  par  G. 

Si  OD  décompose  les  quantités 

sIdo,  sioSa,  sinSa,  sjnia siaiui 

el  cQsa,  cosSa,  cosSa,  cosW cosna 

de  la  même  manière  que  dans  le  { 1".  oo  sera  amdiiit  aux 
deox  éqiiatitMu 

'  S  =  (S  —  sin  ta)  GMâ -f  [G  —  cos  na -}- 1)  sin  a, 
G=(C— oosna-Mjoosa— (S— sio«<i)silia 
qoi,  ne  renfermant qoe  les  deux  inctHmoes  S  et  G,  no» 
donneront  : 

8in|(«+l)sin^«  cob  | (n-f  ij ain  % 

S=— ?- ?_,    C= ? — 

.a  .a 

.  MainlenanI,  sappocont  qu'il  s'agisse  de  sommer  les  deux 
antres  serres 

una4>sin(<i+A}+sin(d+aA)-i-m(o+3A)+....t-siD  (<>•(- ni), 
C0sa+c0B(a+*)+C09(a+2fr)+cc»(a+aA)+.„  +  c08(a+jt*). 

Représentons  toajoors  la  première  par  S  et  la  seconde 
parC. 
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Si  00  décompose  les  qnanlitâi 

sinn,  t\a(a+b],  siQ(a+3A),  ain(a-f  M)...  tàala+nb), 
et  cosa,  coB^a+b),  coa(a+36},  oxia+ib)...  CM(a+nb), 

delà  niénie  numiére  que  du»  le  S  3,  oq  wn  ooDdnitan 
deux  exfffesricffls  BDivantes  de  S  et  G  ^ 

S=siaa(]+co8&  +  0(M36+cos36+  ....+C0ênb)  + 
+00t  d{siD  A+8Îa  9A  -i-  sin  3d-t- +Bln  nfr) , 

C=CMa(1  +  GO)A+0M9&+aw3i+ +  tiotnb)  — 

~noalàab+tàuM+*\BZb+ +siani); 

el,  par  mile, 

nn^a-t-~njsiB^(»  +  l)  coefa+jitjiill- (n  +  i) 

S  = _ .  C= -^ . 

no-  sio- 

a  3 

On  aorait  pa  parrentr  directemenl  k  ces  fomrales  Mm 
avoir  bénin  de  txKuiattrekeMinniatioiu  des  aéries  de  rions 
et  de  cosinus  d'ara  DKilti[des. 
En  eSiBt ,  remarqnons ,  comme  dans  le  {  9 ,  que 
•in(a +6)  —  iinitoOB&  +  ain£co«a 
Ha[a-hib)^iia(a+b)amb+iitibeim{a+b) 
mia+3b)ssét^a+^)eMb+tàDbco»(a+Stb] 


tàlt{a+nb]^lin[a+[n—t)b]tMb+aabeot[a+in-~t)b] 
COB(a  +  fr)=:COSdCOBfr — aîDiisini 
C06(a+3i)  ^  cos(a  4- A)  cos  6  —  riD(<i  4- fr)  sin  i 
taaia  *  3A}=sooB{<i+3fr)  coa  fr— •îo(a+Sfr)flln* 


eos(d+îtô)=coB[a+(n  — lï6]cosfc  — s*n(4i+(i»— l)*]aini, 
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d'où  on  déduit  les  deux  éqoaUoas 

C=cMfl+[C-co»(a+Bi)]oos6-[S-wa(a+ni)]«n*, 
leaqndleidoniieiont  poor  S  et  C  les  wleon  ifouTèes  pcért- 
demmeat. 

Des  Béries  qoe  ooui  Tenons  de  donner,  il  est  fcciïe  de 
déduire  ceUes-d  = 

(1)  c08a+coB3a+co»5a  +  a)i7a-t- + 

+  CO.{2n+i)a  =  |.— jj^^-, 

(2)  co»2a+co»2.a«+oOB3.2a  +  CO*4.aa+ + 

1    1  gln(2i»+3)a 
+cw(n+l)8a  =  — 2+2'       ^jj^;       > 

(3)  c0B«+«»3<ï  +  «»5o  +  C0«7a  + + 

1    sin  2na 

(4)  cûa2a+ei)ta.24i+«»8.2a+co8i.to+.....+ 

i    1  «in  (to—  *)a 
+  o»(ii-l)So=-j+j- — ;iï^      ■ 

MaiDtenant,  n  désifnwnt  la  demi-cireonférence  doatle  rtjM 
ni  1,  fataoïniim  la  «*ri«  (1)  et(»),  S'-  ''  =  j;^' 
M  d.m  1<»  i«ri»  (S)  et  (») ,  S  •  ;  «  =  5; .  »»  ""«  ■ 

ooiT+i»3f+a>>St+<soa7f+ +  co«(-ii+i)»  =  j, 

co>ai+C(»2.%ta»3.21rK»s».2T+ +C08(n+<)ST=— §. 

cMt+M»a++co«a|. +"»'♦+ +<»ii(2»— iM.=o, 

coBa;+coa2.S4'+oM3.a|'+ci»*.»t+ +«•{»— i)af=o. 

n  reprtjeunnt  j^j  par  »  el  —  pff  t. 
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—  sas  - 

Cet  dcfiiMretaérlea  font  trè»-iiDporl«BlM,  ilui  qoe  tuai 
le  mroDS  dans  un  mémoire  que  doos  p«Mieroiu  {VoohtlM- 
ment ,  «1  qo)  est  relatif  h  U  Ibéorie  des  Dombres  e(  à  l«  géo- 
métrie de  littifitioa. 

Si  dans  la  série 


cosf+cosSf-t-cosSf -f-oosTr-f +  oo<(3n+f)f= 


'2' 


nous poaoai  f=>^ oa  ân+3  =s <7.  nons larmHla aérie 

co•f^^x)•3tfa)S5f+^x»7ffc0a9f+CO8i^f+COflf37+008l5f=5. 

(  Legeodre ,  TTtiorie  da  nombres ,  3*  édit.,  t.  Il ,  p.  221 ,  et 
Çéométrie ,  p.  4!».  ) 
MalatensQt,  ri  dans  la  même  s^rie-iionspoioiu3A+S=7, 


cosf  +  cOB3f  +  coa5f=E-, 


cosy+cosîf  — cos2ç=-, 

d'où ,  ea  remplaçant  coi  3r  par  4  co«  \ —  3  cos  f  et  coi  9f 
par9cos*f — I-,  on  dédDÎt  : 

(SCOSfP  — C2C08<f)'  —  2[9C08T)  +  t  =  0. 

Cette  équation ,  qni  donne  ViascriplioD  du  poljgone  régn- 
Iierâe8^c6té«,e8tlamémeqne  celle  donnée  par  Legen- 
dre  dans  son  traité  sur  la  Ifaéarîe  des  Dombfcs ,  L  II,  p.SK, 
excepté-qoe  l'inconnoe  a  été  changée  de  signe. 

Si  dans  l'éqaatîon  {oécédente  on  ram^ace  cosf  par 
Kl  — BÏn'f ,  on  aura.  l'éqBalion 

(2rioT)*~7(2  8inT)*+14(28inî)'-r7  =  0, 
qai  est  odie  donnée  par  Kepler  dans  son  Hartnoniqne  du 
nH»de[J?'armo)u«ffmufHli,  K19,  in-ftd.  )- 
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Idgnnge  •  donné ,  du»  lea  Mteioini  de  l'Académie  4e 
BerUo ,  la  Comnle  MilTiDle  : 

_     ■     .  ,  sinmcsinlm — 1)9 — Am(m — IWsinffit 

n  étant  une  variable,  de  telle  sorte  que  z.~~'>iD  nO  sin  a^  dou 
représente  la  aérie  finie 

siaMinf4«iB»Binarf<inSBwiSf+ -Kinif»— l)«à(M~l)r, 

et  c'est  cette  lormule  que  nom  alliHis  démontrer. 

DtmoHMtratùm.  On  a  la  relation 

»ina»in*=sCO«(fl  — *)— -C0B(a+A), 
d'oà,  en  poiants— f = J,  o+f =••, 
i,"^rinBfl8ln«f3»^coe3+cos2*+«o  S*f ■i<tm(in—t)f]— 

— -[ooiB  +  aM2É»+ooê3B»+ +co8(m  — l)«t]i 

maia  oo  a ,  d'après  le  $  S  : 


2,"~*  sIb  nft  rin  tf  =■ 
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co»  ^  m  siD|((»— 1)  =  -  Tsin^  (âm  — t)— fio  y, 

d'où 

s  MM  ,       i 


4  81D  -  Bin  - 
2        2 


,.('-;!)(^.)^.(^)^.(^)fe>-.|...(?r!) 

-»(^')'K?) 


or ,  Dona  aroiu  : 


-.(Î3),^-.,.n(îi!)  = 

=  le«((i»-r«-™(]-îa»[i»»-(in-I),l, 

d'où 

ï,*~'slDn9  8lDnf  ^ 
_00^^(>7^^y-wy]^xl»[lB^(ffl^)T}^xM:(ff»-l)HmT]^Ko»['»9+[g|-l)T] 
*{a»  f —  COB  9)  ' 

mais  -> 

OOS  [  {m— 1)6— »it]=  COB  (m— 1)8  CM  Wf+rin  (m— 1)8  rin  wif  . 
COB  [niS— (m— l)r]  K  COB  m8  COI  (m— t)r+sili  me  En  (m— Dr, 
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OCM  [(m— f  )frffflf]=coa  (m — 1](  GOs  mf — siD('n — 1)1  sia  mf , 

COt  [mA+{ia—l)jl=  COB  me  CM  (m— IJf—  sin  wrt  SÎD  (i*— *)» , 

d'où  OD  dédnit  enfin  : 

_.  ,                     siDin«siD(m — 1)8 — sinCm  —  l)»giam) 
3,*^BinneaiiiR?sB — i— -7 —T . 

Ainsi  la  rormnle  de  Lagreoge  se  IrooTe  démonlrte. 


SUR  LES  COURBES 

oà  h  Toifon  de  courbure  a  un  rapport  comkmt  aate  fa  par^ 
de  lanamale  interceptée mtre  lacevrbt etunedrmte  fiau. 

VAK    M.    AKMAMB    FABOT. 

■DnigniltTe  de  KËCOte  polytecbDiqua. 


Daiu  toute  parcAolt ,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
portiom  de  normale  interceptée  entre  ta  courbe  et  m  dirscfric*. 
Celte  proittiété  a  élé  signalée  (t.  II,  p.  185)  et  démootrée 
par  dee  considératicuu  de  géomélrie  analjUqoe.  Noos  l'éla- 
Uïnxis  par  lecalcal  diflèrentîel  ainsi  qo'it  soit  : 

I.  La  parabole ,  rapportée  à  son  axe  et  i  son  smnmet , 
ayant  poaréqnatîonj'*=%>^,  si  on  transporte  VwigÎQe  an 
pied  de  la  directrice ,  celte  équation  derienl 


f)=%>— 0 


on  ploi  symétriquement  j-'-j-zt^ss^px.  Il  en  rèsalle, 
diffimitiant  one  iNremière  fois , 

yy=p,  d'où  J' — ^. 

pais  en  (MMrenliant  une  seconde  fois , 


nign^Pdi-vGoOglc 


par  toile  leqaaiTédn  rayon  de cûorbore,  an  point  .k,^'  : 

et  le  qnarré  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  sa 
directrice  prise  pour  axe  des  j'  : 

DoDcH'=».N',OQbieaH  =  2N.  C.Q.F.D. 


II.  Soit  encore  Cr— AJ'=2p(  j:— ^)  1' 


'éqnatioa  colleO' 

tive  de  tootes  lea  paraboles,  ayant  pour  directrice  l'axe  des 
jr  et  poDr  axe  une  parallèle  A  l'axe  des  x  ;  en  la  diffiftren- 
liant  deux  rois ,  on  obtient  saccessivemenl  : 

(1)  équation  primitÎTe  [j-— A)'^2/»x — p', 

(2)  (j'-A)/=/', 

(3)  {x—h)y-i-jr"  =  0. 

y"  y*^ 

De (3),  on  tire  j-— ft= -,  fxàsàe{2),p  =  ~'~t>  qo'. 

SDbstiluèei  dans  (1) ,  donnent  ^  = Ç-  — ^    {*). 

Cette  relation,  résultant  de  l'élinunation  de  h  ei  ie  p 
entre  (1),  (2),  (3),  exprime  nue  propriété  commune  de 
toutes  les  paraboles  données  par  l'équation  (1)  ;  mais  en 
transposant ,  divisant  par  y*,  multipliant  par  y,  puis  par 
V'i  +y ,  la  rdation  (4)  devient  : 
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^■™=-V''-y-' 


MibiCT;^  ^  '   =-2.\ /  J^*  +  -;;,  c'csl-i-dire  ce 


qa'il  fallait  dtawDlTw. 

m.  RéciproqoemeQt,  ri  doni  une  courbe  le  rayon  de  cour- 
bure tit  m  chaque  point  dotAk  { et  de  tent  contraire  ]  de  Ib 
normale  comprise  entre  ee  point  et  une  droite  fixe ,  celte  courte 
ett  une  parabole  ayant  la  droite  fixe  pour  directrice.  —  Id 
droite  fixe  étant  prise  poor  axe  des^,  la  relation  sa^Kisée 
donne  en  chaqae  point  de  la  courbe  : 

(i+y)'_   ^^<+r 
y  y    ' 

on,  par  la  anpprciiton  de  i^l+y  t 

y  ~  y 

éqnatîoD  diff^-entielle  de  la  courbe  proposée,  (ta  a  ni  ci-de»- 
sns  que  l'âquatiOD  en  termes  finis  (y — &]*  —  ^j: — p',  dani 
laquelle  il  entre  deux  constantes  arbitraires,  satisfait  ai 
chacan  de  ses  p(Hnts  à  l'éqaalion  diKrentielle  dn  seooDd 
ordre  actuellement  proposée  ;  elle  en  est  donc  l'int^gnle 
générale,  mais  on  la  retrouve  anssi  comme  il  suit- 

^+y. 


Égard  ày—-^- 


introduisant  une  première  constante  A ,  et  r^Mssant  des  k»- 

y 


-,<f  est-à-dire  <(r=,-;:^=^=-i  d'où,  int^rant  et 


introduisant  une  oonTcUe constante  h  ■.  r=:h-\-~\/ K*x~\ , 
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oabieD:(^ — h)*^S—^x — —  ;  ou  enfin  ea  rempIaçaDt -77 

par  p ,  autre  constante  arbitraire  -.(jr  —  h)'  =3px — p'-,  ce 
qu'il  bUait  déaioatrer. 

IV.  Nom  avons  dA ,  dans  la  réclproqne  précédente ,  intro- 
duire cette  restriction ,  qoe  le  rayon  de  eourfrwe  étmt  de  letu 

coatraire  d  la  normale ,  etc Ponrea  Taire  comprendre  la 

nécessité,  nous  traiterons  cette  qoestiOD  plos  générale  : 
DétemUtier  la  ewrbe  dans  laquelle  le  rayon  de  eourbwe  est  à 
lanormalecomprùemtnlacourbeetUHedroiU'fixe,  doiuuit 
rapport  eonitaiU? 

Soît  m  ce  rappcvt  oontlant  :  l'énoncé  donne  de  snlte ,  en 
{venant  la  droite  fixe  pour  axe  des  y  -. 

y         V       y  y 

i+y       nue             ,            .    ^                *6^ 
on  bien  -  '  r.-  «g  -t-,CPuaQlroment  =  —  =  —   . 

y       y  '  mx    yyxTy-' 

d'oà  en  ioténaot  -.Kj^^  —  .  A  étant  une  constante 

aiMlraire;  delàrésnlIed'abMil: 

y  =  — —  pmi  enfin  :    ^  =  l    '    ; ..  -  dx. 

Vl-A'^=  JVi-ZJ 

L'intégration  decette  dernière  rom)aledonnera,en termes 

finis,  l'équation  da  lien  demandé  pour  chaque  valeur  de  m-, 

mais  il  importe  d'observer  ici  toute  l'InOnence  du  signe 

de  m. 
Si  le  rayon  de  conrbore  doit  être  de  même  sens  que  la 

normale  considérée ,  il  faal  prendre  m>  0 ,  et  la  formule 

conserve  la  forme  ci-dessus^  y=  \ ;-  -dx. 

Wi-K'J 
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Si  le  njoa  de  coorbore  doit  être  de  sens  oontratre  k 
celui  de  la  nwmalc,  il  faat  prendre  m  -CO,  et  h  framoto 

devient  «i  r«nplaçant  m  par  —  m  :  ^=  \ 


VJ^-a- 


Nous  intégrerons  l'nne  et  l'antre  dans  tes  cas  de  jr=:  I  et 

de  m=2. 

Dans  le  premier  cas,  si  m=t,  ona:  j^^  I--    ■  '■    — , 
JV/l— A'x" 


\/l  —  A"x' 

d'où  en  intégrant  :  ^  =  p  —       "    . ,   oa  Men  : 

l_ 

A*' 

-|-^  =  R*.  Equation  qui,  à  came  de  riadélermination  dei 
oonslantes  R  et  p ,  appartient  à  un  cercle  de  rayon  qodcOB- 
qne  ajant  son  centre  en  nn  ptrint  quelconque  de  l'axe  àt»x- 
Rësnltat  Tacile  à  prévoir  et  à  justifier. 

fAl/xAc 
Dans  le  même  caB,sifn  =  2,  on  a:^=l   ■    ■  —  - , 
Jkt— A'j: 
d'oà  en  totégraol  : 

^=G  +  ^arclgia  =  A  »/il  — jA  V*  — A'^. 


Famille  de  lignes  transcendantes  fort  différentes  comme  on 
voit  des  paraboles  considérées  ci-dessas  ;  dans  les  unesc<Miuiie 
dans  les  antres,  le  rayon  de  conrbnre  est  double  de  la  dot- 
male  ;  mais  dans  les  unes  il  est  de  même  sais,  dans  les  autres 
de» 


f      Air 
Dans  le  second  cas ,  si  m  =  1 ,  on  a  i  >-  =  I  — ,  , 

d'où  en  intégrant:  y^  P  +  i\  x+  \/    T-~*  r  '**'"" 
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'Tdk  faoïiUe  de  eoorbes  tranacendanles  Tort  dtffâronles  des 
eercleg  troorés  ci-dessoi. 
Enfin  dans  le  même  second  cas ,  si  m  =^ ,  on  a  : 


f       A<£r 


d'où  on  tire  par  iolégralion  : 
oa  biea 

on  en  remplaçant  3A*  par  p  : 
Equation  collective  des  paraboles  étodiées  dans  cet  article. 


wr  la  eonstructim  du  racines  de  réqwation  compMte  Ai 
quatrième  degré. 


Dans  les  Traités  d'appHcation  de  l'aigArc  à  la  géométrie , 
on  indique  le  moyen  de  constmire  les  racines  d'âne  équa- 
tion à  une  seole  iDcoomie ,  /(x)  =  0 ,  par  l'intenection  de 
deax  lignes  dont  tes  éqnations  j{x,  y)  =  0,  41(2-,  y)  =  0,  con- 
daisail  à  la  proposée, /(;r)=0,  par  l'éliminatioa  de  l'in- 
connue y.  On  a  soin  de  faire  otnerver  que  le  choix  des 
équations  <f{Xjy)^0,  ■{(,x,  y]=Oy  peat  élre  fait  d'nne 
infinité  de  maDÎères  différentes  :  la  condition  essentielle  con- 
stant en  ce  qne  l'élimination  de  y  donne  ponr  résultat 
/'(x)  =  0,  on  bien  one  éqoalion  qui  contienne  tontes  les 
radoes  réelles  ie/{x)^0.  A  cela ,  j'ajoaterai  noe  c^ner- 
vation  qaï ,  sans  donte,  a  parn  trop  simple  aux  auteurs  des 
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Trailéa  où  elle  ne  k  (roaTe  pm  :  c'est  qu'il  faot  enooR 

ctxMsir  les  équations  <f{xyjr)  =  0,  '^{x,  y)  =  0,  àeauaàèn 
que  les  lignes  représentées  par  ces  éqaaUons  aient  autant  de 
points  comninns  qne  la  proposée  y(j:)^0  a  de  ndnes 
réelles;  et  cette  condition  est  loin  d'être  remplie  par  tous  les 
«jslènicSf(j:j/)  =  0,  ^(x,y)  =  <i,  qai  donnent /l[j7)=0  en 
éliminant  ^,  puisqu'il  est  facile  de  former  une  équation 
/(:r]  =  0,  donllootes  les  racines  soient  réelles,  et  qai  s'ob- 
tienne  en  éliminant  y  de  deux  antres  f(x,  j')=0 ,  ■i{x,x)=0, 
représentant  des  courbes  dwit  le  nombre  des  points  com- 
mons  soit  inférieur  an  degré  de  la  proposée.  Ainsi,  par 
exemple,  l'équation  x*  —  4j:*+3j;'+4x — 4  =  0  a  pour  ' 
racines  1,  —  1,  3,  2,  et  elle  résulte  immédiatement  de 
JT*— 4j:^=V  +  *,  3/4-3j'  +  4j:~3  =  0,  psr  l'élimi- 
nation de^ .  Or,  les  lignes  qoe  représentent  ces  deux  demièrei 
équations  n'ont  ancon  point  commun  dn  côté  des  ahsdsaes 
positive ,  car  les  abscisses  positives  des  points  de  la  {Nremière 
sont  toujours  plus  grandes  qoe  le  nomlve  A ,  et  ces  valeurs , 
substituées  à  x  dans  la  seconde,  donnent  pour  l'ordonnée^ 
des  Taleurs  imaginaires  (*). 

Je  ne  me  propose  pas  de  présenter  ici  une  discQssîoo  coin- 
pléle  du  moyen  de  coDStruirc  les  racines  des  équations  de 
tous  les  degrés;  je  m'occuperai  seulement  de  l'équation  dn 
quarrième  degré  -.  x*+Ax'+Bj:'  +Cr+D=o.  On  peut 
construire  ses  racines,  d'une  infinité  de  manières  dif(G9-«ites, 
par  l'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  -.  afin 
qoe  ces  courbes  aient  autant  de  points  communs  qne  l'éqot- 
Uon  proposée  a  de  racines  réelles ,  il  suffit  de  choisir  pour 
l'une  des  deux  éqoatitHis  auxiliaires  une  équation  du  fn- 
mier  degré  en  jr,  par  exemple  j:'=^;  la  seconde  svt 
y+AxJ'+^y+Gx  +  Ji  =  o.  A  chaque  racine  rédie  .tleh' 
proposée,  curespoudra  un  point  commun  aux  dmx  courbes, 
dont  les  coordonnées  seront  ;  x=a,y=a\  En  ^ét,  ce 
point  est  évidemmrait  sur  U  parabide  x'^y^   et  il  ap> 
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partient  aussi  à  l'hyperbole ^•+Ajrj'+By  +  Cr+D=  0;  car 
en  ■abatilnant  aet  «'è^et^dans cette  dernière éqoatkm, 
on  parrieot  à  l'égalité  «*-(- Aa>+Ba*+Ca+D=0,  qaia  lien 
par  hjpotbèse. 

On  peut  anssi  construire  les  racines  réelles  de  l'éqoalion 
(1).....  x*+Aj^  +  Kr'+Cx+'D=0  par  l'interscctioo  d'une 
clrconféreDce  et  d'une  parabole.  Les  équations  de  ces  deux 
conriws  s'obtiennent  facilement  an  moyen  da  calcul  suiTanl. 

POêœMx'==j* — — ...  (gj ,  il  en  résultera  j'+Aj.'— j  ■!    j. 


r'+(B 


1  jr'+l>+D  =  0...  (3).  On  aura  toutes  les  ra- 
cines réeDes  de  la  proposée  en  déterminant  les  absdsses  des 
points  ommiaiis  aux  courbes  représeatées  par  les  équations 
(3)  et  (3) ,  puisque  Tune  d'elles,  est  du  premier  degré  en^. 
Actuellement,  je  multiplie  l'équation  (S)  par  1—6  +  —, 
etjeriyonlfi,  membre  à  membre,  ii  l'équation  (3),  Il  viendra: 
y+^  +  [c+^  +  ^-^^-[n-l"-Bj^+D=.0(.). 

Les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires, 
l'éqaalicHi  [4]  représente  une  circonférence  doot  les  pointa 
communs  arec  la  parabole  [2]  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'éqnation  proposée. 

Je  reprends,  comme  exemple,  l'équation  x*—  Ax^+3j:^+ 
+*x — 4  =  0.  Le  coetecientdn  second  terme  étant  —  4,  je 
pose  a^=jr+2Xy  d'où  x' — 4xscj- — 2x  et  x* — tx^=y~Ajf. 
En  substituant^ — 4.r*à  jr*— (2■^  l'équation  donnée  devient 
j^— :r'-Hjr— 4=0  j  je  multiplie  par  2  l'équation  x'=y+ix, 
et  je  l'ajoute  meoilH«  4  membre  iy — x'+tx — 4=0,11 
enrésulte^'+j:'— ^—4=0, ou  jr'+(:r  —  *)'=5.  Ainsi, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée 
en  copslruitaut  les  abscisses  des  poiais  communs  à  la  circon- 
férence af+ix  — 1)'=5  et  à  la  paralNdeJr'=^7-+2x.CestT 
au  reste  ,  ce  qo'it  est  facile  de  vériâer. 
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Ea  eOet ,  la  parabole  :):*  =^  +  2x  a  poar  axe  une  droite  AB 
parallèle  k  l'axe  des  ordonoées  Oï ,  el  sitoée  à  une  dis- 
tance OB  de  OY,  égale  A  ruaité  i  lesommetdelaocmrtieefl 
an  point  A  de  la  droite  AB ,  A  ane  distance  égale  à  —  1  de 
l'axe  OX  des  sliscfues;  enfin  celle  parabole  passe  par  l'ori- 
gine 0  des  coordonnées  cl  coupe  l'axe  des  x  en  on  second 
point  C,  dunt  la  distance  à  l'origine  est  égale  an  nombre  3. 

La  circonférence  j:'+(^—1)'=5  a  son  cenfre sur  l'axe 
des  ^  en  un  point  D ,  à  une  distance  OD  de  l'origine  égale 
èl;  le  carré  de  son  rayon  est  5.  Or,  0D  =  1 ,  C0  =  2don- 
Dent  DC  =  5  ;  donc  la  drconférence  contient  le  point  C ,  et 
l'on  voit  déjà  qnc  l'un  des  pointa  conininns,.C,aux  deux  coar^ 
bes  a  pour  abscisse  le  nombre  i;  d'ailleurs,  les  coordonnées 
du  centre  D  delacircoorérenceétant  j:=0,j-=:l  et  celles 
du  sommet  de  la  parabole  :^  =—l.  x=l,  ladislanceDA 
est  égale  à  l/ 5.  Ainsi  le  sommet  de  la  parabole  est  sur  la 
drOHirérence ,  et  par  conséquent  J' abscisse  dn  second  pnnt 
commun  aux  deux  court>es  est  l'unité.  De  plus ,  prolonges  la 
droite  AD  d'une  longneur  DG= AD,  de  l'autre  côté  de  l'axe 
des  ^  :  le  point  G  appartiendra  évidemment  à  la  rircooré- 
rence,  et  il  sera  aussi  sur  la  parabole,  car  l'axe  des^  est  le 
diamètre  de  la  parabole  qni  divise  en  parties  ^ales  les  cordes 
parallèles  à  ADj  donc  les  deux  courbes  se  coupent  eo  on 
troisième  point  dont  l'abscisse  est  —  1 .  Enfin ,  si  par  le  point 
C  on  mène  une  tangente  à  la  parabole ,  elle  touchera  aussi  la 
drconférence;  car  nommons  L,  M  les  points  auxquels  cette 
droite  conpe  l'axe  AB  de  la  parabole  et  l'axe  des  y  qui  lui 
est  parallèle,  on  aura,  d'après  une  propriété  connue, 
AL=AB=1,  d'oùLB  =  2,MO=4,  et  comme,  d'ailleors, 
C0=2  elOD=i,  la  droite  CO  sera  moyenne  géométrique 
entre  MO  et  OD.  Donc  CM  est  perpendiculaire  sur  CD, 
c'est-à-dire  qoe  CL  est  tangente  à  la  circonrërence.  Alors,  l« 
deux  conrbes  doivent  élre  considérées  comme  ayant  en  G 
deux  pointa  communs  dont  l'abscisse  est  le  nombre  S;  et  l'on 
trouve,  de  celte  manière,  par  une  consiructton  géométrique, 
les  valeurs  de3  quatre  racines  de  l'équation  proposée.      G. 
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PROBLEME  DE  COMBINAISON. 


»AK  *.  CBBVn&AKS, 

ftotttteui  i  Sorèic. 


Divenes  personnes  en  nombre  quelconque  tétant  diatribai 
différents  objets  connus^  trouver  A  l'aide  d'une  Mille  donnée 
l'ordre  de  la  iislribulùm  des  objfits. 

I. />-|-i  persoDuesprenneat^-l-l  objets  connos  dans  un 
ordre  inconon,  qa'oD  vent  deviaer.  Foar  cela,  ou  donnera 
à  la  1"  1  jeton,  i  la  2™  Bjelons,  àla  S"*  3,  à  la 4"*  4,...  à 
U^p-^-l™,  p-^-i  jelODS.  Posant  ensuite  G  jetons  sur  la  table, 
TOUS  ordonnerez  qa'à  votre  jogu  ta  personne  qui  a  le  I" 
objet ,  prenne  x  fois  aatanl  de  jeloos qn'elle  ena  reçu ,  qile 
celle  qui  a  le  2"*  objet,  prenne^  Tois  aulaot  de  jetons  qu'elle 
en  a  reçu ,  3™  objet  s  Tois  aolant,. . .  />  + 1™  objet ,  n  Tois 
aataot.  DeouDdant  ensoite  combiot  il  reste  de  jetons  sur  la 
table,  il  faut,  à  l'aide  de  la  réponse,  détwminer  l'ordre  delà 
dislribation  des  p-\-i  ubjels. 

Si  la  1"  personne  a  pris  le  1"  objet,  la  S-'  le  3~*,  la  3"* 
le  3~,  «le.,  le  nombre  de  jetons  pria  sw  les  G  jetons,  sera 
*  +  %'  +  3«+— +(/'+*)»' ;""!»»"•  «P»*  le  »•%  l**". 
le  3^,  la  3"  le  3"*,  etc. ,  le  nombre  de  jetons  pris  sera 
3£-|-^  +  3<4-...+  (/>+ t)f  etaiosidc  suite,  ce  qui  fait 
1.2.3... (^-f-DpernatationsdîTerses  suivant  lesquelles  les 
l^-|-l  personnes  peavrat  se  distribuer  les  p+- 1  objets.  SI  je 
parviens  à  déterminer  x,jy,  s,...  cdc  manière  à  cb  que  les 
1.3.3.. .(/>4-l)  sommes  enlevées  soicut  toujours  diSérenles, 
Aiin.iii  uubm  m.  36 
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lea  restes  qu'elles  laisseroot  sur  la  table  seront  toajonn  dif- 
férents, et  l'oD  conçoit  qoe  la  connaissanGe  da  reste  pooranl 
amener  celle  de  la  permutation  correspondante,  précise 
ainsi  l'ordre  de  la  dislribation.  Et  d'abord,  les  nombres  x, 
y^  z,..,  V  doivent  (oos  différw,  car  s!  l'on  arait  seulemeat 
a^y,  lesâ  pomotaltons  jr-f-^-f-3s+...  et  ar+j'+Ss-f-— 
répéteraient  la  même  stHnme  et  causeraient  incertitude  sor 
2des;>4~  1  objets  distriboés.  Jesopposerai  donc  x,^,  s,„. 
croissants ,  savoir  ; 

^  =  xArl 


j:,  l,  a,  b,...  i  «tant  de>  entien  quelconques,  tta,è,...  i 
croinanij.    Une  permutation   quelconque ,  par  exemple 

3a;+!Sr+»+ •■+(?+<)'•  lievlendra  j:(3+»+l+...+;.+l) 

étant  un  arrangement  soiomatoire  formé  en  mnltifAiut 
i+.-.+b+a-^-l  parP  ivap+i  nombres  I,  8,  \...p-^i. 
2.  Pour  que  les  permolations  primitives  diflSrenI,  HsaSt 
que  tous  ces  arrao^ments  diSérent  :  avec  les  ^  -{- 1  nom- 
bre* 1,3,3.,..^!  ,  0Bnepeatfaireqne(/>-(-1)/;|^— 1)...3.9 
arrangements  divers  dep  d'entre  enx,  arrangements  dont 
le  nombre  devait  en  effet  équifaloir  k  oclni  des  permolatioBs 
piimttiTes.  Pour  disposer  ces  arrangements  sommatoires  de 
manière  à  ce  qn'jls  forment  des  valeurs  croissantes,  il  est 
clair  qa'oa  doit  commencer  par  la  pins  Taibie  somme 
i.i+2A+...+  (/>-2)  é+C/»— 1)  ^4-/''  el  s'élever  progres- 
sivement do  manière  k  faire  porter  d'abord  les  plos  faibles 
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inalb'pIicateorsl,2....  sar  les  plo8  forts  nombres  i ,  h,.... 
D'après  cela  je  placerai  lea  (y» -f-l}^(^—l)...  3.2  aiTange> 
menls  ea.  p-^l  colonnes  de  1.9,3... />  lignes  borisonUles 
diacane,  chaque  horizontale  contenant/)  des  ^-fl  nombres 
1,  2,  i,...p-\~i.  Ces  p-\-i.  colonnes  où  le  nombre  initial 
est  le  rang  même  de  cliacnne  ne  Formeront  qa'nne  coloone 
générale  commençant  par  Ira  coetEcients  de  la  somme  mi- 
nima,  et  terminée  par  ceux  de  la  somme  maxima/H-1 ,  p, 
p  —  t,...  3,  2.  Voici  les  lois  de  la  composîtitm  de  cette 
cokmae: 
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p  — s 

p 

p+i 

p+1 

p— 1 

p+1 

p 

p— ï 
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p-1 
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p-S 
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p  +  r 
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p+1 
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p 

p-ï 

P-1 
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p~l 
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p— 1 

p-r> 
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p-1 

P+1 

p 

p  +  1 

p-j 

p 

p+1 

P-1 

p+i 

p— > 

p-1 

p+» 

p— ï 

P 

p+1 

p-l 

P-« 

p+1 

p-1 

p 

p  +  1 

p 

P-» 

a       p  +  1       p 


p  +  1       1 

P+i      p       p_i 
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Lai"  Terticale  se cotDpose dc/i-l-l  périodeade  l.%.i...p 
iKmbres  égaux  succcaeirs.  I^  2"  veriicale  se  compose  de 
{p+i)p  périodes  de  1.2.3... (/)—1)  nombres  égaox.  I^ 
3"*  verticale  comporte  (p  +  i)p{p — 1)  périodes-  iaT'*™ 
verticale  comprend  (p+  l)p(p — 1)  ...(p — t+2)  périodes  ' 
chacune  de  1.3.3...^  —  T+l)  nomhrei  égaux.  Ainsi  la 
Ip — l;"~»crlicale  comprend  (.p+i)plp—i)  ..4.3  périodes 
de  S  nombres  égaux,  la  p'*™  Terticale  contient  (p+i) 
p(p — 1}..  4.3.2  nombres  non  ilériodiqnes, 

La  lot  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  on  peol  écrire 
tons  les  nombres  de  la  colonne  générale  consiste  en  ce  que 
/m  nombre*  qui  manquent  horizontalement  jusqu'au  1"  nom- 
Are  d'une  période  quelconque  de  la  \i*«e  verticale  sont  ceux 
qui  doivent  former  par  ordre  de  croissance  les  p^v-f-l  pé- 
riodes de  la  v-|-|>*B*  verticale  en  regard  de  la  période  consi- 
dérée. Ainsi  pour  écrire  les  n<Hnbres  de  la  />—!"*  verticate, 
en  regard  de  la  3~*  période  de  la  p — 3"*  verticale,  comme 
h  ligne  horizontale  qu\  commence  cette  période  est  1 ,  3 , 
3,.,.^ — 3,/>  — 1,  j'écrirai  3  périodes  formées  avec  les 
nombres  manqnaols saccessifs /> — 2,p,p~{-l. 

Dans  tonte  verticale  d'une  des^-^1  colonnes  partielles  se 
trouvent  tons  les  nombres  1 ,  2,.../>-|- 1 ,  excepté  ceini  qui 
marque  le  raqg  de  cette  colonne  qoi  ne  se  tronve  qn'à  la  1" 
To-ticale.  Si  l'on  observe  dans  une  verticale  les  nomlrea 
croissants  d'une  suite  de  périodes,  ce  sont  les  mêmes  qat 
composent  dans  un  autre  ordre  la  même  portion  de  U 
verticale  suiFante.  Ainsi  dans  la  p — 1-*  verticale,  laS-* 
suite  de  périodes  croissantes  est />— 2,^, />4-<i  et  ce  sont  les 
seuls  nombres  qui  composait  la  même  portion  de  la  p**^ 
verticale.  Une  correspondance  remarquable  des  suites  de 
périodes  croissantes  dans  2  verticales  snccessives  consiste  en 
ce  que  la  1^  suite  de  périodes  croissantes  de  la  v'*^  verticale 
étant  épiU^ée,  la  S"*  suite  commence  avec  le  renonvellement 
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de  lai»  suite  croiHuite  de  la  c+ 1~  Tertkale  et  d«  tou 
les  (ermes  qaî  prolongeai  cette  suite  dans  les  verlicalea  sai- 
Tsntes;  la  3°"  suite  comnmca  avec  le  nanovellemeiit  de 
la  2**  suite  de  la  f-j-l*"  Terticale ,  et  de  tous  les  termei  qui 
la  proloi^Dt  à  droite,  et  ainsi  de  suite. 

Iji  loi  foodameolale  de  croissance  des  périodes  Tcrticales, 
permet  deealcoler  Tacilemeot  telle  ligne  horizoatale  qa'on 
voudra  de  la  adonne  géoérale.  Soit  à  fwmer  la  422^  bori- 
zonlalfl  par  exemple,  on  divisera  snccessiTement  423  par 
1.3,  1.3.3,...  josqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  pins  d'eotkr  an  qno- 
tient ,  ce  qnî  donnera  les  quotients  et  les  reste*  cnlenoai  : 


3.3 

70 

1 

p—i 

3.3.t 

n 

11 

p—s 

a.Mj 

3 

ftl 

p—t 

W.*.9J1 

« 

tst 

p—b 

p-5 

p-i 

p-i 

f- 

1 

p-i 

p-i   p-i 

p-5 

j.         p~i      F  +  1 
&»•  boriioBUle. 
....  p^— «      p  — S      p  — 1      p  — 1      p      p  — J      p  +  i 

Pnis  observanl  que  les  Terticalcs^*",  p-~i**,  /»— 3",... 
axnmencent  par  des  périodes  de  1,  1.3 c=S,  1.2.3=C, 
1.2.3.4=24, 120,  730,...  termes,  on  en  conclura qoe  U  439" 
hOTizootale  commence  par  le  ^32'"  n<Hnbre  de  la  période 
initiale  p^&  de  la  p —  5"*  verticale,  et  qoe  pour  les  verti- 
cales p—t'",j>—Z—,p—2'^,p—l'^,j^,  celle  bra^contak 
se  continoe  dans  les  périodes  *"•,  18",  71",  ail",  423f'. 
Pour  trouver  les  diiffres  de  ces  périodes ,  on  observera  qw 
la  période^»  — s  Gomivcnd  6  périodes  de  la  droite,/) — 4,  Si 
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p—3t*itlp—i,i.  Kdoncpoor  hcililarl'BpirttcRUon  de 
la  loi  de  creJnancfl ,  on  repréienle  les  périodes  croissantes , 
chacune  par  an  terme,  la  snile  Iniliale  de  la  p — 4"  verti- 
cale sera 

/'  —  S,    />— *, 

P-i; 

et  comme  c'est  par  la  4"*  qoe  passe  l'IwriiODlalo  cbercliée, 
on  arrélera  cette  suite  kp —  t.  Les  3  |vemières  périodes  de 
la  7>— 4™  verticale,  en  font  5x  3  ou  fS  de  la /> — 3°",  fur- 
mant  par  la  loi  de  croissance  les  périodes  de  la  />  —  3*" 
verticale  eo  r^ard  de  la  période  p —  1  dans  la  p —  4-*  ver- 
ticale, comme  il  en  faut  18  on  s'arrêtera  kp — 3.  Les  17 
premières  périodes  de  la  p—ST*  verticale  en  font  4x17=68 
de  la  p — 7".  Formant  les  périodes  de  \Ap — 2~*  verticale  en 
regard  de  la  période  p —  2  dans  la  ^  —  S***  verticale  ;  comme 
il  en  faut  71 ,  on  s'arrêtera  h  p.  Les  70  premières'^ériodea  de 
la  p — 3~  verticale  en  fout  910  de  la  p —  1"*  ;  ce  qui  donne 
p  —  4  pour  laSlt"*,  et  comme  c'est  le  dernier  terme  d'une 
période  de  la  ^—1**,  on  doit  termiDer  par  le  plus  haut 
terme  manquant  p-\-i .  Ces  calculs  se  rangent  commodément 
comme  d-conlre,  et  l'on  a  ainsi  très-rapidement  la  423" 
horitoolalfl  ....p — 6,  p — 5,  p—i ,  p — 2,  f,  p — 4,  j»-j-l. 
3.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  de  croissance  de 
l'arrangement  variable  Ji+IA-f-H^+ ■■+I><:-|-C&+Ba+A , 
depais  la  somme  minima  en  léte  de  la  cfrionne  générale  jus- 
qu'i  la  somme  maxima  {p+i)i+ph^p~~l)g+...+Ab+3/t+i, 
qai  la  termine  et  qui  fournit  évidemment  le  minimum  de 
jetons  k  poser  sur  la  table,  savoir  : 

e^(H-|)(f+a)^  I  i[(p^i)i+ph^{p~i)e+...+ia^»). 
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Le*  ditiKMilioDS  déji  prîtes  pour  la  cronsance  des  lomDa 
élaot  fivwaUes  le  plaa  pouible,  il  suffit  pour  qec  eeHe 
cruiasance  soit  assarée  qa'oa  ait  constammeiit 

(  Ji+IA  +  %+...+  Dc+CÔ  +  Ba+A 
^''        \       <JÏ  +  i'A  +  H'y+...+D'c+Cé+Ffl+A; 

J',  r,  H',...  désignant  les  nombrra  qui  dans  la  cdcmne  gé- 
nëralesODt  placés  aa-dessousde  J,  I,  H..  Foarqne  celle 
relation  subsiste  loojoars ,  il  faal  que  les  dÎTases  oppa«- 
tions  que  peut  7  apporter  la  variaiiondcscoefficienfs  A,B,... 
A',  fi',...  y  soient  loDJoars  annulées  par  les  valeors  des 
constantes  a,  ù,  c,...  i.  Or,  d'après  l'organisation  de  la 
colonne  générale  des  arrangements,  les  deax  sommes  suc- 
cessives de  la  relation  (1  )  ne  peuvent  se  trooTer  placées  que 
dans  les  circonstances  suivantes  dont  chacune  est  supposée 
exclure  les  précédentes  : 

1°  fi  et  B  'périodiques  j  d'où 
B  =  fi'  n,  C=C',  D  =  D',....     ll=H',  1=1*,  J=J'î 
2°  C  et  C  périodiques  ;  d'où 
C=C'.         p^W,  E  =  F,....     H  =  H',  1  =  1,  J=J', 
transiiioQ  de  période  dans  la  p—i"  verticale; 
3*  D  et  D'  périodiques  ;  d'où 
D  =  D',        E=E,¥  =  P,....     H  =  H',  l=r,  J=J', 
transition  de  période  dans  la  /t— 2"*  verticale. 


(p— 3)'H  et  H'  périodiques;  d'où  H  =  H',  1=1',  J=J', 
transition  de  période  dans  la  4"'  verticale; 


.1  pli  lUiï,  c«r  on  pculaialrB— ff  uni  qoecel  C««A- 
•  totiDcnl  pttiadc,  de  mïmc  igue  A  — A'  sini  qn'il  l  ait  aocgni  ptrMa 
il  itrtifuli  A.  Mémi  obiartillan  pour  1»  hypalbcisri  lu  ' 
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ip  —  î)*  I  et  r  périodiqnes';  d'où  1=1',  J  =  J',  traiul- 
tion  daoslla  3*  varlicale  ; 

(p  —if  3  et  y  périodiques  t  d'où  J  =  J',  transiUOQ  dans 
la  2*  verticale  i 

p*  3  <C  3',  traDsitipn  dans  la  1"  verticale  ou  passage 
d'âne  colonne  partielle  à  lasaivaDte. 

Dans  rbypolhèse  l',  la  relation  (1)  se  rédoit  k  A  <  A', 
et  d'après  la  loi  de  croissance  (2] ,  elle  est  toujours  satisfaite  ; 
mais  dans  les  hypothèses  suivantes  cette  relation  ne  peut 
sub^ler  que  pour  les  valeurs  attribuées  aux  nombres  a , 
b,  c,...  et  comme  elle  devient  successivement ,  par  les  bf- 
pothéses, 

Ba+A<Ba  +  A', 

Ct  +  Ba-f  A<C6+B'a+A', 

Dc  +  C6+Ba  +  A<D'c+C6+B'a  +  A', 


%+...+D(H-C6+B(i+A<  H'^+^+ffc+Ci+R'a+A', 
l^%+...+Dc+Cfr4-B<H-A<l'A+H'g'+...+D'c+C'é+B'a+A', 
Ji4-IA+.-..  +B(i+A<J't+rA+....  +B'a+A', 

on  trouve  alors  qne  a,  b,c,..-  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

A— A'        ,^    Ba  +  A  —  B'u—A' 


B-  — It'       -^  C— C 

Cf-  +  Ba+A— C'f>— B'a  — A' 


M+Hg+...-t-Bfl-t-A— l'A— H'ff— ...-B'a— A' 

y-  3 

Les  dénomioalcurs  de  ces  fractions  sont  toujours  posilib, 
parce  qu'ils  commeuccnl  la  Iraositiop  de  2  périodes  dans 
une  suite  de  périodes  croissantes.  Quant  aux  numérateurs , 
ils  le  sont  toujours  aussi,  mais  il  est  inutile  de  le  prouver, 
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parce  que  la  SDpptwitHm  qa'iU.§oieotp(»ilibestprécîséoMal 
la  seule  défavorable  i  l'existence  de  la  relation  (I).  Par 
exemple ,  dans  le  cas  de  B  et  D'  périodiqnes ,  la  rdatioii  [>) 
se  réduit  à  Ci+Ba-j-A  <C'i+B'<ï+ A'  :  on  a  néceaaaira- 
ment  G<  C,  et  cette  rédactitm  de  la  relatlm  (1)  ne  nécemle 
uœ  détennioalion pour  b  que  si  l'on  a  B+A>B''f  A'i 
autrement,  cette  rédaction  serait  idaUlqaaiteot  satisTaile, 
qaeb  qae  fassent  b,  a. 

4.  On  déterminera  racilement  des  limites  inférieures  poor 
les  wHnbrcs  a,  6,  c,...  si  l'on  obserreqne  les  nombres  de 
toute  hwizontale  devant  tous  diflërer  et  £tre  cboisb  parmi 
p-J-1,^, /)— 1,...  3,2, 1,  il  suffira  de  remplacer  dans  ki 
numérateurs  les  termes  positifs  par  les  plus  liauls  maxiou 
décroissants,  les  termes  uégatifs  par  les  plus  faibles  miaimi 
croissants  et  les  dénominateurs  par  leurs  minîma  qui  ne  pon- 
vant  être  0  se  réduisent  à  1 .  Far  exemple ,  pour  délamioer 
la  limite  de  C,  les  maxîma  décroissants  de  G,  B,  A  étant 
p-\-ir  P>  P — 1  et  les  minima  croissants  de  C,  B',  A'  étant  1, 
3,  3,  on  aura  donc  -. 

C'est  ain«  qae  les  relations  (2)  donnent  : 

ia>7».  fr>;»fl+/»— 2,  c>pb-\-{p  —  %)a-\-f—y 
e>;«'+(/'-2)e+(p-4)6+(p— 6)^+./.— 8,e(c. 

ce  qui  donne  une  loi  de  formation  très-simple  pour  les  limites 
inférieures.  Si^=3,  a  est  la  seule  constante  ;  si/>  =  3, 
a  et  &aoat  les  seules  constantes.  Poar  p^p,  i\y  *p  —  t 
constantes.  Les  rations  (3)  montrent  que  si  p  croit,  les  der- 
niers termes  des  seconds  membres  deviennent  de  plus  en  jdus 
négatifs,  ce  qui  arrive  dès  que/>>i-.  Gela  tient  à  ce  que 
les  nombres  les  plus  élevés  t,  A,...  correspondent  dans  la  co- 
lonne générale  à  d'aatant  plus  de  périodes  que  p  est  plus 
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grutd,  et  ont ,  par  OHiséqDGnl ,  beaoin  d'iuie  ângnoefitttion 
moiu  rapide  poor  la  croiBunce  des  ■ommes  borizonlalefl. 
Ainsi,  on  poaera  : 
a=p-\-i,b=ipa+p~l,    c=pb  +  {p—2)a+p—3, 

a=pc+(p—2)b-{-(_p  —  i)a-i-p  —  S,etc., 
etilseraploscommodedaiislapratiqafldecalcalera,  b^e,... 
CD  fonclioiu  SQCcessîTes  les  mu  des  autres  qu'en  fonction 
de^.  Le  minimom  de  jetons  à  poser  sur  ta  table  sera  connu 

G-^+'y^+"+'[»+»»+«*+...+W-<iq,^=t, 

et  poor  résoudre  enlièremement  la  question ,  il  ne  reste 
qu'à  expliquer  comment  la  couaaissance  du  nombre  de  jetons 
laissés  sur  la  table  fera  trouver  l'ordre  de  la  distribution  des 
p-\-l  objets,  carx, ^,  z,...  c  goot  maintenant  connus.  Sup- 
posons qn'il'  reste  M  jetons,  on  aura  donc  : 

ee  qni  se rédoil à  A+Ba-f  Cfr+Dc+...=T,  où  a,  b,  c,... 
s(»t  des  entiers  connus ,  t^  i .  Celle  équation  doit  élre  ré- 
sfdufl  en  nombres  entiers  posilifs  pour  A,  B,  C,  D,...eiron 
Mil  par  les  discussions  précédentes  qu'il  n'y  a  qu'un  seul 
système  de  p  nombres  choisis  parmi  1,2,  3,...p-\- 1  qui  y 
satisfasse.  On  emploiera  donc  les  méthodes  connues  de  l'ana- 
lyse indéterminée  du  piiemier  degré  par  suite  desquelles 
B,  C,  D...  seront  calculés  en  fonction  de  plusieurs  indé- 
terminées dont  A  fera  partie.  Examinant  chacun  des  sys- 
tèmes A  =  1,  A  =  3,  A  =  3,...  A  =  p  +  i,  et  limitant 
à  diaqne  fois  les  valeurs  do  B,  C,  D,...  par  les  relations 
0<B<;>  +  l,0<C<;>  +  1,etc.,  on IrouTCra  définili- 
Temeot  A,  B,  C,  D,.-  Si  muntenaat  on  se  reporte  à  la  nota- 
tioaA.-i-Ba+Cb-\-Jic-^...,  on  se  rai^teUcn  que  celui 
des  pH-  1  nombres  qui  est  omis  parmi  A,  B,  C,  D,...  pro- 
vient du  rang  de  l'objet  pris  par  la  première  personne. 
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Personoe«/»  +  J,  p,  p  —  i,     ....     5,  ♦,  3,  2,  1, 
Objets  J,      I,      H,  D,C,  B,  A, 

ËcrJTaDt  donc  sur  deux  horitoolales  Ici  nombres />  +  l, 
p,  p  —  1  ...  3,  2,  1  et  J,  I ...  B,  A,  ou  dira  que  la  2"*  per- 
sooDe  a  [HT»le  A"*obJet,  la  3™)eB",  la  4™  le  C",  etc., 
la  l'*  l'objet  non  encore  nommé.  On  peut  d'ailleors  éviUr 
le  calcul  de  l'équation  qui  doit  fournir  A,  B,  C,  D,-.  en 
dressant  pour  les  cas  niunériqaes  dont  on  veut  faire  l'é- 
preuve  une  table  des  arrangements  correspondanla  A  chaque 
reste,  oa  même,  si  />  est  fort  petit,  en  composant  une  phrase 
mnémonique  faisant  l'office  de  celle  table,  {jtritlmiétique  i* 
Reynaud,  page  309,  23'  édition.) 


Sur  l'ea^msion  analj/lique  de  la  plvt  courte  dûtanee  d'un 
point  à  utu  droite  ou  d^unpoint  à  un  plan. 


PAR  M.  B.  P&OUHKT, 

ftnttutar  m  Golléga  rayit  d'Audi. 


Pour  eiprJmer  la  plus  courte  distance  d'un  poinl  à  une 
droite  en  fonclioa  des  coordonnées  du  pointe!  descoefficienli 
de  l'équatioQ  de  la  droite,  on  commence  ordioaireoient  par 
mener  une  perpendiculaire  du  point  à  la  droite  ;  on  cho'cbe 
ensuite  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire ,  et  it 
ne  reste  plus  qu'à  calculer  la  dislance  de  deui  poiols  dont 
les  coordonnées  sont  connues.  Cette  marche  est  trës-natu- 
rellc;  mais  elle  a  l'iDconTénicnl  de  conduire  à  de  très^oogs 


nign^Pdi-vGoOgle 


-Sfcfl  — 
calcab,  snrtout  quand  les  axes  sont  obliques.  Le  procédé  que 
je  vai*  exposer  dans  cette  note  conduit  beaucoup  plat  rapi- 
demeatao  but,  et  en  le  généralisant  il  noas  permettra  d'ol>- 
tenirh  plus  courte  distance  d'aupoioli  un  plan,  dans  le  cas 
le  plos  général  pos«îtde. 
Soient  -.^ 
D    la  droite  donnée:  OA=:>a,  06=  6 ,  ses  coordMinées 
à  Vorigioe  ; 

D*    une  parallèle  i  la  droite  D ,  menée  par  le  point 
donné  (jt',  y\  «')  ; 

e     le  segment  de  la  droite  D  int^veplé  entre  les  axes; 
h^hl    les  longueurs  des  perpendicnlairea  abaissées  de  l'o- 
rigine sar  les  droites  D ,  D'  ; 
i      la  distance  cherdiée  ; 
f      l'angle  des  axes. 
On  aura  évidemment  : 

S  =  h  —  h'. 

Si  on  appelle  m  le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles 
UAB,  OA'0,  on  anra  }i  =  mh:  donc 

S  =  [m—\)h. 

Pour  «Tirir  la  valeur  de  & ,  je  remarque  que  l'aire  du 

bc  oisinv    , 

IriangleOABestexpriméepar   -if't  b°*"|  P*'  — — L^donc 


Pour  avoir  la  valeur  de  m,  je  remarque  que  l'équalion  de 
la  droite  D  étant 

(i)  ay-\-bx—ab'mQ, 

l'équation  de  la  droite  0  dont  les  coordonnées  à  l'origine 


na,  mb,  doit  être 
(2)  ay-^-bx—mab^O, 
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réqoaliCM  (3)  rieraot  être  aalisbite ,  qoaod  on  iiil  x^  f', 
y  s=^',  on  »tra  ea  bisant  cette  salwlitaitioa  et  réiolnat  |w 
rapport  à  m  : 

_iy'+bx- 

"*"       afr      " 

.  D'ailleurs,  dD  triangleO  AB,  on  tire  =  c=V^a'+ft'— «fl^co^,- 

dm», en  MibBlUnut  dans  la  fonntde  4:=(ni — l)A  œsraleon 

qoe  nooa  Tenons  de  trouver,  nom  sataat  -. 

[ay-\-bx'~ab')smf 

tf=*  — ■ 

Vtt'-{-b'—2abco8j 

Si  réquatUm  était  donnée  so(u  la  forme  Aj'4-Bj:-(-C  =  0,  il 
suffirait  de  reai[daccr  dans  cette  Conaale  a,,  b,  ab  par  les 
quantités  A,  fi,  — C  qailenr  sont  proportiomtelles ,  et  on 
aurait  : 

1/A'+B"4-2Ccost" 
II 

Prc^MMons-nons  maintenant  de  trouver  la  {rins  courte  dis- 
tance d'an  point  H  à  an  plan  donné  P. 
Soient  : 

OK  =  a,      OB  =b,      OC  =se,  lai  coorAMnées  k  l'ori- 
gine du  plan  donné  P  ; 

Ok'=ma,  OB'=mb,  OC'=mc,  celles  tfon  idao  P*  piK 
rallète  an  plan  P,  et  passant  par  le  point  dcmné  1I(jc',  y,  i']  ; 
s      h  portion  dn  plan  P  interceptée  entre  les  plaw 
coordonnés; 

h,  h'    les  pcrpcRdicnlakes  abAisiéct  de  l'origbw  sur  les 
plans  P,  P"; 

S      la  distance  diercbée  ; 
■,  ^.  7  1«  angles  des  axes. 
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Ou  Kora  comme  pliu  luat  : 

3=(m-l)A. 
Iji  pyramide  Irian^laire  O^BG  a  poar  mesure  -A«  et  anui 

-  aheV,  F  dMgnanl  ici  pcmr  atM^ear  la  foiKtk» 

-  Wl— cm'«— cos'p— a»'7  +  aoo««C(»pco«7. 
BoDG  on  aura  : 


L'éqnatioo  da  plan  F  doal  les  coordonnées  à  l'fHigine  sont 

ma,  mb,  me,  est 

bcx-^-acyA-bcz — mabe^is, 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  x  s  y,  y^y',  «=s'' 

_  bc£-^a^-\-bc£ 
abc 
ifnan:.  on  aura  : 

_  \bc3^~\-acy'  +&cg' — tAc) F 

Ponr  résoudre  complètement  le  problème ,  il  reste  à  ex- 
primfr  *  en  fonction  des  qnaDlllés  a,  b,  e,  »,  ^,  7.  Si  nous 
désigtxNis  par  c,/,  g  les  c6lés  de  ce  triangle  respectlTement 
opposés  ant  arêtes  o,  b,  c,  nons  aurons  d'après  une  formule 
eonnae: 

Mais  on  voit  facilement  que 

rt"  =fc*  +  c'  —  2fccC0Sa, /'  =  «■  +  «•  — aaCCOfp, 
g^sca'+b'^iabtxmj. 
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En  hisaot  la  Mbttilation  el  rédaisnit,  on  aora  la  fonanle 
«ymèrriqoe  -. 

4»'  i=lé'c'»in'<i—  2la*Ac(cos»  —  cospoos?]. 
La  râleur  de  3  ten  donc 

V/i — coa'm — cos'p — cc»'7+iico««co»6co»7 
X  —  ■ 


SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS. 

(Voir  pig*  m.) 


La  règle  d'EocIide  qai  donne  des  nonbrea  parfoils  estea^ 
tiellement  pairs,  Ica  donDe-t-elle  toosP  L'affinnatÎTe  s'étaldit 
cQ  deax  molsi  mats  quant  à  celte  aalre  qoestiwt  :  jr  a-t-il  des 
nombres  parfaits  impain  ?  elle  reste  ponr  moi  toat  à  fait  io- 
décise  ;  j'ai  bien  démontré  qne  2-',  x*yfi^  -zv^s',  ne  sao- 
ralent  Atro  impairs  et  parf;dlii  lecas  dfi  xi^yhniuti  qndqnr* 
antres  s'établissent  pent-élre  de  la  même  manière  -,  mais  ea 
laissant  indéterminé  le  nombre  des  factears  praniers  impairs 
et  difii^nls  X,  ^,  s,  u,...  je  ne  pots  établir  qu'il  n'y  a  point 
de  nombres  parfaits  impairs.  Les  propriétés  que  vons  énon- 
cez relaliTemenl  aux  nombres  parfaits,  doivent  donc  être 
altribnées  aux  nombres  parfaits  pain. 

Lcgendreditqoe  2^— f  (Théorit  des  nomhrts,  t.  i,  p.  iH, 
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1830),  esl  le  plus  grand  «les  nombres  premiers  vérifiés. 
D'après  la  lablc  que  tous  aicz  dunaée,  2"  —  1 ,  2*^ —  1 
aéraient  premiers,  jct  l'assertion  de  Lc^eodre  ioeiaclo,  ce 
qui  est  fort  possible. 

Théorème.  L'équation  des  nombres  parfaits 
2.x'j^i:'...=(i-\-^+-  ■•Kr*)*l-b'+--»:/)(l+»+"-+»')-  Xi]. 
oàx,^,  E,...  sont  des  nombres  premiers  diOérenls,  est  pos- 
sible quand  j:  —2,  ou  poor  les  nombres  pairs.  L'éqoalion 
devient  alors  : 

dont  l'impossibilité  est  maoircste,  quand  les  eiposanls  p ,  y... 
sontautres  que  1,0,0;...  luais  pour  ce  cas,  on  obtient  la  so- 
lotion  d'EocUde. 

ProbUme.   L'équation  (t)  est-elle  toujours  impossible, 
quand  les  nombres  x,j',z,...  sont  imjtairs  ? 


NOTE  SUR  LA  TOROÏDE. 

VAB.  B.  OATAX.AV, 

JlcpeUlmr  *  l'toola  potrkdiniqv'' 


IVwr  .obtenir  l'éqoatioQ  de  celte  courlWt  il  faut,  ainai  qa« 
Va  fait  voir  M .  Caach; ,  éliminer  0  entre  les  deax  équations 

l'y  _,     '•'^'    ,    yj'  _» 
(8+ «r'^"  (9+^-7 

iIfouvelle$  annales,  t.  III,  p.  455). 
Celte  élimioatiiHi  se  bit  anez  simplement  de  la  manière  sbi- 
vante. 

Ax^.  H  Hintfl.  III  37 
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Chassant  lc«  dèDominatcurs ,  on  obtient  d'abord  : 
a'  (0  +  or  x'  -I-  i' (8  -J-  a^yy  =  (S  +  ay  (»  +  fr')',    (f ; 
6'  (6  +  6-)'^*  + 8'  («  +  «')V  =  4'{0+a')'{ft4-*T-  i-i) 
Mullii^iant  l'Éqaalioii  (I]  par  »',  l'équaliOD  (2}  par  a'i  re- 
IraDchaat  membre  à  membre ,  et  supprimant  le  facteur 
(H-  «')',  j'obtiens  :  < 

(a'—fc-j^y  «  (%  +  by  (a'k'  —  V).  (») 

On  aurait  de  même  ^ 

(a'-ft-jeV^:  {6  4-o')*C6'  — ****}•  (») 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équatioas  (3)  el  (() ,  et 
ai  l'on  sapprimc  le  facteur  a* — ^',  ctHumiui  aux  deux  mem- 
bres de  l'équation  résultante,  un  obtient  : 

Multiplions  l'équation  (3)  par  a*,  l'équation  (4)  par  ù'. 
ajoutons ,  et  su[^imons  le  facteur  (a*  —  b*)i  -,  il  Tiendra  ; 

Ces  deux  dernières  équations  étant  ordonnées  par  rapport 
à  6,  deviennent  : 

203—6"  (x'  -\-y'  _  a' — *'  —  A')  _  a' W  =*  0 ,         i5} 
8î^e(ay+iV— (!'*•  —  !>■*'  — o"*'J  —  2<ï'fr'*'  =  0.  (ff) 

J'élimine  tour  ètour,  entre  ces  deux  dernier»  équatiam, 
le  terme  en  0^  et  le  terme  iud^ndant  ;  j'obtiens  ainsi  -. 
A»'+2W— 3C=0,       (7)         36"— 2A8  — B=0;        (8) 
en  posant,  pour  abréger, 

A  =^•-1^'— a"— i'— *",  B=r  «y+AV— a"*-— A'*'— a'A", 

C=a'b'k\ 
Les  équations  (7)  cl  (S),  traitées  comme  les  deux  précé- 
dentes, donnent  : 
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2(A*  +  3B)e-|-(AB— 9C)  =  0,  (9) 

{AB  — 90)6+ 2(8-+ 3AC)  =  0.  (tO) 

EnÛD ,  l'climinalion  de  6  entre  ces  deax  dernières  équations, 
Conduit  i 

(AB— 9C)'=  ♦(A'  +  3B){B'  +  3AC). 


L'éqaation  de  bi  loroldc  est  donc 

+4»**'*'  (x'-hr'— «'—*■— *^*  —  37  a*ft<** 
+18<»'i'*'(*'+y— a*—  *■— *^  («y  j^ifx'^a'ie—b'k'^a'b') 


THÉORÈMES 

[  DESCAHIBS,   DE   ROLUi,    DJB  BUDAN   ET  FOURIER, 

DE  UU.  STURH  BT  CAUCHY, 

iéAuitt  d'un  lettt  frincipe. 

îBuit»,  »oir  pags  »iï.) 


15.  ThAouémeVI.  Si  l'on  désigne  par  e  l'excès  r^lif  à  la 

t\x]    ' 

plus  fr  le  nuiubrc  des  racines  positives  et  v  le  nombre  des 
i^nes  négatives  de  l'éqaalîon  F{x)  =  0 ,  comprises  entre  ces 
mêmes  limites,  on  aara  e=ir  — v ,  pourvu  que  le  poljnAme 
F(;i:}  ne  soit  pas  divisible  par  x. 

DÀmmutration.  Décon^ûcoiu  e  en  deux  parties,  é  relatif 
anx  rarines  négatives  et  e"  rclalir  aux  racioes  positives  de 
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l''(.r)  =  Oionaara  e=  e'+e".  D'ailleurs  -=-^  et  — ^  sont 

de  signe  toujours  opposé  dans  l'intervaHc  de  — a  1  0 ,  et  de 
même  signe  dans  l'inlcrvalle  de  -{-  0  à  -j-  l>i  doDC  (Prob  U)  -. 
é  =  —  v;  e"=  -B  ;  ainsi  <Ef  — »  =  «  ;  et  comme  on  saîl  cal- 
caler  e ,  on  connaît  donc  la  diUërence  entre  le  nombre  des 
racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  d'une 
cqnation. 

16.  I^MHE  I.  p  étant  une  racine  de  F'(j:) ,  Y{p)  est  an  mi- 
nîmam  on  un  maximam  absolu  (  alnlraction  Taitc  du  signe  i, 
-selon  que  le  prodnil  F(/)}  ^"{p']  est  positif  on  négatif. 

La  démoDslraiion  est  dans  tous  les  traités  élémentaires. 

17.  Pkobléiie  (111).  Etant  donnée  la  fonction  entière  Y[x) , 
trouver  la  diCTércncc  entre  le  nombre  des  maxima  et  des  mi- 
nima  absolus  dont  elle  est  susceptible.  On  suppose  que  ni  F(x) 
ni  F'(j:)  o'odI  de  racines  égales. 

Joi«(ion.  Posons  les  deax  éqariioos  : 

T(x]  =  0  ,  ^  +  F(.r)  r(x)  =  0  ; 
soit  ^  =  0  le  résultat  de  l'élimination  de  x  j  j-  ne  peut  avoir 
plus  de  valeurs  que  F'(jr)  n'a  de  racines  \  Xe»  valeurs  posi- 
liresde^  correspondent  à  des  maxima,  et  les  valeors  néga- 
tives à  des  minimn  ;  y  est  donc  de  même  degré  que  F'(x)  ; 
d'après  le  théorème  VI ,  on  peut  connaître  la  différence  entre 
le  nn&bre  des  racines  positives  et  te  nombre  des  racines  ne- 
galÎTfla  de  i'^nstion  j'  =  o ,  el  cette  diOëreDCo  est  égale  A  la 
difl^mcc  cbercbée  (t5]. 

18.  Théobëks  vu.  Le  nombre  de  racines  réelles  disGucfes 
d'une  lonclion  algébrique  entière ,  augmenté  d'une  unité ,  est 
loujom^  égal  an  nombre  des  maxima  dont  la  fonction  est 
susceptible ,  moins  le  nombre  des  minima. 

'  D^nwutraiiim.  Il  sufSt  de  construire  la  courbe  parabo- 
lique représentée  par  l'équation  y  =  F(.r) ,  et  de  discater  les 
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divenes  Ibrmcs  de  la  courbe  ;  et  le  théorème  dévient  d'une 
évidence  inluihve.  On  pcat  aussi  parvenir  au  mémo  but 
d'une  manière  discursive  et  pltn  longue ,  par  deseonsidéra- 
lions  purenienl  analytique». 

Re7narqu«  kislorique.  A  l'aide  des  théorèmes ,  lemmes  et 
ItrtfUèaies  contenus  dms  les  qaatre  paragraphes  pFècèdenls, 
et  qui  a|^r14cRnmt  tous  à  M.  Cànchy  ,  on  penl  donc  tou- 
jours trouver  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  né- 
(catiVes  d'une  équalton.  C'est  ce  que  l'illustre  analyste  a  fait 
connatlre  en  18t5  (*)-  Il  indique  comment  on  peut  remédier 
à  la  restrjciion  que  les  racines  égales  ou  nulles  apportent  à  la 
méthode.  Ainsi  dès  18t5  on  possédait  des  moyens  certaitis  de 
déterminer  le  nombre  de  ncined  rédles ,  en  considérant  la 
«aoedsstoa  de  lignes  de  certaines  fonctions ,  dont'  l'une  était 
■^—  i  ce  n'est  qu'en  1829  que  M.  Sturm,  au  lieu  de  celte 

fonction,  «  pris  cellè-ci,  -^r-,  et  est  parvenu  au  théurèroe 
d'une  si  adnin^)lc  simpKeilé'i'Ies  procédés  laborieux  de 
M.  Cauchy  sont  sans  doute  l'unique  mutif  qui  ont  détourné 
l'atlcntion  que  méritait  un  travail  d'une  si  haute  importance 
et  qui ,  quinze  après  son  apparition ,  était  presque  oublié. 
Nous  reviendrons  sur  plusieurs  autres  théorèmes  que  con- 
tient ce  beau  ntëmoire  j  on  y  trouve  le  germe  delà  proposi- 
tion Sylvester  que  M.  Siurm  vient  de  démontrer.  (Journal 
de  Liouville,  t.  5.) 

Venons  maintenant ,  comme  s'eiprioK  M.  l'abbé  Moignu, 
à  t'nne  des  plus  belles  conquêtes  qu'on  doit  au  génie  de 
M.  Caucfay.  On  sait  que  toute  racine  imaginaire  est  composée 
de  deux  parties  réelles,  mais  dont  la  seconde  est  multipliée 
par  W"  — 1  ;  M.  (^ochy  a  découvert  le  moyen  de  déterminer 
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les  limilet  de  «es  pwlics  réelles,  à  l'aide  d'us  mapiifiqac 
thécvèBie,  gén^alisalion  d'on  Ihôortee  aeniblâble,  qa'on 
doit  à  l'Uliutn  «naljste  de  G(HUi«iie  {voir  1. 1,  p.  W3]. 
MM.  Starm  (  Charles  )  et  Lioaville  eo  oat  les  pranien  donné 
ane  démonitratjoa  âérnentairQ  i  mais  ooU  prendbm»  celle 
qne  M.  Caoctiy  a  indiquée,  en  la  EaiMDt  précéder  de  quel- 
ques èclurciaKiiienIs  k  l'aisge  de  nos  jeunes  leeleen. 

19.  SOKatf[x.y)=0H),  F(x,j)-)=0(2)  el  s=^^j,'3) 

les  équalimu  de  deux  lignes  et  d'une  surface  raïqnrléce  aux 
mêmes  axes  rectangulaires.  Les  deux  premières  (boctkns 
étant  algébriques  et  entières ,  les  valsan  de  z  sont  conslam- 
meut  réelles,  cl  par  cooséquentee  peuvent  cbangerdeslgae 
qu'enpsisaat  par  xérooupar  l'infinie  four  tous  les  points  de 
la  ligne  représentée  par  i'équaliOD  (1  ] ,  les  valeurs  de  z  sont 
nulles ,  el  pour  les  points  de  la  ligne  représenlée  par  l'équa- 
tiuu  (9),  ces  valeurs  sont  iuGoics.  lUais  pour  les  points  d'inler. 

seclioD  de  ces  deux  lignes,  les  Talenrs  de  a  sont  -  ou  indéter- 
minées. C'est-à-dire  que  l'ordonnée  z  fait  partie  de  la  surface. 
De  snrtcqac  la  surface  cylindrique  ayant  pour  directrice  la  li- 
gne (2)  et  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  s, 
sera  asymptote  à  la  surface  (3) ,  et  les  deux  surfaces  auront 
autant  de  droites  en  cCHnmun  que  les  denx  lignes  (1]  et  (2: 
onide  pointsd'inlersectîoD,  que  nous  désignons  avecM.Prou- 
hel  (vmr  t .  1  ,p.  444)  sous  le  nom  iepoMt^aànêt.  CooceToos 
qu'on  trace  sur  le  [dan  xy  un  contour  fermé  ponraot  être 
une  ligne  continue  ou  composée  de  plusieurs  lignes  quelcon- 
ques, mais  avec  la  condition  essentielle  de  ne  pas  passer  par 
un  des  points-roànei.  Supposons  que  ce  ccnlonr  fermé ,  qw 
nous  désignons  par  G ,  renferme  dans  son  inléricur  un  nom- 
bre m  de  poinls-racinra.  Si ,  en  partant  d'un  point  M  de  cr 
ciHilour,  on  marche  lonjours  dans  le  même  sens ,  il  est  cvi- 
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dent ,  le  coXonr  étant  formé ,  qu'oD  reviendra  au  même 
pirfat  M  ;  à  chaqne  slalk»  corre^nd  une  valeur  réelle  de  i  i 
dans  les  pauses  par  la  ligne  (1}  ces  valeurs  sont  nulles,  et 
par  la  ligne  (i)  cllrs  sont  ioBnies.  Ne  coasidérou  que  ces 
derniers  passages  :  on  instant  sTanl ,  et  après ,  les  valeurs  de 
z  présentent  une  variolion,  soit  ascendante,  soit  descen- 
dante i  la  difiérence  entre  le  nombre  Jes  variations  ascen- 
dantes et  descendantes  est  co  que  nons  avons  appelé  l'excès 
E  (p.  191].  L(»rsque  les  fonctions  (1)  et  (2)  sont  entièrement 
indépendantes  l'une  de  l'antre ,  il  n'y  a  aucune  relation  entre 
E  et  m  ;  mais  si  l'on  établit  one  nâation  cnirc  losdeus  Totic- 
tiens ,  il  s'ensaivra  anaai  qnelqnc  relation  entre  E  et  m  i  or 
si  l'on  a  crtie  rdation  : 

f  désignant  luie  fonction  algébrique  entière ,  alors  E  =  2tti  ; 
c'estlà  le  théorème  de  M.  Ganchy,qo'ilnons  reste  àdémontrer. 
20.  La  relation  entre  les  denx  fonctions  se  décompose  en 
co«  deux  équations  ■. 

-ÏTO +  •>"=■ 


3  "^'- 1.2.3.4.5 +■■•■ 
Ainsi  la  fonction  if  élant  donnée  ,  on  v(Al  comment  on  en- 
déduit  les  fcmcUons/et  F  ;  c'est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  de  Taylor. 

21.  LemmeI.  Considérons  deux  fonctions/(i)  etF(t]de]a 
variable  s  et  ctnlinnes  entre  les  limites  «  t=  «,  et  i  »  *,  i  on 
donne  de  pins  les  équations  de  condition  i 

F(..)  =  F(..)i 


/!■) 


sont  des  fractions  plus- 
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pvliles  que  l'unilé  et  doat  la  «unme  des  carrés  est  (^f^ale  i 
l'uQité ,  la  première  pout  donc  représenter  le  counns  d'an 
arc ,  pl  la  -tecoiule  le  sinus  ;  désignant  le  déixminateur  pris 

pofiiliTcneot  par  r,  on  anra  -. 

f(s)  =  rrmp     el     F(*)=:rsiBp; 
p  est  on  arc ,  fonction  de  « ,  et  l'onction  qu'on  assojetUt  à 
la  continoilé.  L'excès  e  de  la  Traclion    — -  ,  pris  entre  les 

limites  ».  et  s, ,  esf  égdl  k  -'^'  ;  p.  elp,  sont  les  valeurs  de 

p  anx  deux  limites. 

FfJol  P(s  ) 

Démonstration,  y—  =  lang  p„  ;  jj^  =.lang^,  ;  ainsi,  en 

vertu  de  l'équation  de  condition,  tang^^  =  ii'tp,  •  dsoc 
p,  ~p^  ±=nn;  n  étSDt  un  nombre  entier  ;  si  l'on  Tait  ertrfire 
insensiblement  l'arc  p  depuis^),  jusqu'il  pf,P<  —  P-  *^*  égale 
à  la  somme  de  tous  les  accroissements  ;  la  tangente  de  cet  arc 
pourra  passer  plusieurs  fuis  par  l'infini ,  de  deoi  manières  ; 
du  négatif  au  positif;  alors  l'ai'c  passe  brusquement  de 

Je-  +  j',Jetfsontdcs  quantités  infiniment  petites; 

l'accroissement  est  doDc+  n  -f  J+f ,  quantité  finie,  et  la  fi»c- 
tion  est  discontinue  ;  mais  à  lang-  -|-  J  on  peut  sabsfiloer 

lAiiS :;  +  ^-~  '^  1  slors  l'accroissement  devient  S~f,  quan- 
tité infinimenl  petite,  et  la  fonction  reste  continue.  Ainsi 
toutes  les  fois  que  la  tangente  passe  par  l'inSoi ,  an  moyen 
d'nne  variation  ascendante ,  il  faudra ,  pour  onpécher  les 
accroissements  brusqnes  de  l'arc,  rctraDcher  n  ;  et  pour  le 
mâne  motif.  Il  faudra  ajouter  s,  lorsque  la  variation  est 
descradante.  Si  noua  appdons  donc  e'  l'excès  de  la  fondîoa 

VM- ■■--•-     ■-"»'""- 

donc  y  — n     =pn.  C,  Q,  F.  0. 
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.  Il  est  éridiil  (]ue  le  théorème  subtiste  «y 
ctt  une  foDclion  de  pluaiean  variables  jt  ,^,  b.  . . . ,  pourvu  que 
cbacanc  de  cc9  variables  soit  une  fonction  conlinue  de  j. 

22.  Lbhhb  II.  Considérons  dcnx  Tonctions  rraclionnaires 

FW       Ms) 

mises  aux  équations  de  condition   du    lemme  précédent; 
soit 

J'{s)=:rt:osp;  F(»)  »=  rsin/j  ;  fM  =  f'cosj»' ;  -K*)  =  r'sin/»' ; 
ou 

/W  +  FWVtrr  =  r  cos/J  +  K^siD/;), 
tC*)  +  K^M—^=  '■itoap'+  \/^  8inp')  ; 
mulUpliant  eosemUe  membre  k  membr»  les  deux  éqoaUoos , 
il  vient  -. 

S+T|/=^=rf'[co8{/»+p')  +  |/~sin(;»+/'')], 

S=/[.)t(*)~FW-K.). 
T=f{sms)-V{s)f[s). 

Soil  E,  e,  e'tes  excès  relatifs  aux  frictions =,  '^—,-—,00 
T    Us)  ■■■^s 

sura'  E  =  «+e'. 

Démonitration.  e=^ — ^i   e'  =  ^ — ^i  mais  p+/»' 

S 
est  l'arc  correspondaat  k  ~  ;  donc  .... 

CorotUUre.  La  mémo  dépumstratîon  a  lieu ,  quel  que  soit 
le  nombre  dea  fonctiotu  fractionnaires. 

23.  Soit  une  courba /èrm*,  rapportée  à  des  coordon- 
uées  polaires  i  supposons  d'abord  le  pOtc  dans  l'intéricnr 
de  ta  courbe.  Désignons  par  p„  l'angle  polaire  d'nn  point 
M  de  la  courbe.  Si  le  point  M  mobile  sur  la  courbe  par- 
«•ourt  son  contour  dans  le  même  sens ,  p„  croîtra  sans  cwsc  ; 
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quand  on  sera  revenn  an  ménfl^oÎDt  M,  quand  on  «an  par 
couru  lool  le  contour,  p,  leni  dev«no 

p,-\-^it  ;  OU /»,=p, +2it  ;  ^,  — ;>«  =  2ir- 

Majg  si  le  p61e  est  extérieur,  le  même  mouvement  du  point 
M ,  aprte  avoir  fui  croître  p, ,  le  fera  décroître  de  la  même 
quantité  :  de  sorte  que  l'on  aura,  à  la  fin  du  mouvement 
p,  =p,  on  p,  — p,  =  0. 

06««rvation.  Cest  aiosi  qu'on  explique ,  dam  le  système  du 
monde ,  les  rétrogradations  apparentes  des  planètes. 

24.  Théorème  lit  M-  CottcAy.  Sof^poscHisqueFfs)  sût  une 
fonction  entière  du  degré  n,  qui ,  lorsqu'on  dunge  s  en 

^+^1^^.  <le™nt/(-^.r)  +  F(-i^.r)V^^:  traçons 
dans  la  {dan  de  jr,^ane  courbe  fermée  dont  la  longneor  du 
UMiloor  soit  c,  et  dont  les  coordonnées  j:,^  poissmt  être 
considérées  comme  des  fonctions  contioDes  de  l'arc  <  de 
celte  courbe  ;  le  nombre  m  des  points  dont  les  -coordon- 
nées x=it.  jr  =  ^  (points-racines)  vérifient  l'éipiatioii 
f^x^J^)  +  ^i^^y)V'-~i  =  0  sera  donné  pu-  l'équation 
m  =  —  ;  E  étant  l'excès  relatif  à  la  ronctiao4P^ ,  et  pris 

â  F(x,  r) 

entre  les  limites  s  =  0,  t=:c. 

Dimonitration.  Rapportons  la  courbe  fermée  k  des  coor- 
données polaires,  et  dioisissons  pour  pôle  le  point-raeÙK 
dont  les  coordonnées  soient  x'^a,  ^=.^i  noua  aomtu 
X  —  «=rc08p  et  j- — p  =  /-sJn/t,  r  eK  p  étant  le  rayon 
vecteur  et  l'angle  polaire  do  pmntmobileM;  .r— «et^  —  p 
sont  des  fonctions  coolinoes  de  t'arc  s  ;  donc  aussi  r  et  />  ; 
et  r  est  essentiellement  positif. 

Appelant  e  l'excès  relatif  à ou  tang/^   considérée 

comme  fonctioa  de  s  et  pris  entre  les  limîtra  i ^ 0 ,  s  =c . 
aa  a ,  d'après  le  k'nunc  I  : 
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«  =  ^ — ~  ;  si  Ifi  p61e  est  intérieur,  p,  ~p.  =  ait , 
si  le  pôle  est  fxtérieor,^, — p„  =  0. 
Donc  e  =:  3  si  le  point-raciae  est  intérieur,  et  e  =  0  s'il  est 
extérieur  ;  pôar  qq  autre  poïDl-racine  ayant  poor  coordcm- 
nées  a',  ^',  OD  aura  de  même  e'  =  2  on  e'  =  0 ,  selon  que  le 
point-raciae  est  an  dedans  ou  au  dehors  de  la  courbe  ;  cet 

excès  étant  relatif  A  la  fraction t.  i  et  ainsi  des  antres 

r  — P 

points-racines. 

Donc ,  en  an^ibsanl  qu'il  n'y  ait  aucun  point-racine  sur  la 
conrbe,  et  qu'il  y  ait  m  points-racines  dans  l'intérieur,  on 
aura  a-fZ-^e" +  ....  =  2m. 

Or 
F2=(»-,-pi/^(z_,'-prt/rï)(,_«"_^"|/ZÏ)„.= 

=/(^,^)+F(i-,^)k'=l"; 
donc ,  d'apré»  le  lemme  précédent , 

E  =  e  +  e'-f.e"+elc.  ....  =2j«, 
C  Q.  F.  D. 

Rewurque  I.  Les  ordonnées  p,  p',  p''  ....  peuvent  être 
nulles  ;  alors  les  points-racines  cMrespondent  à  des  racines 
réelles. 

Remarqve  II.  Lorsque  l'éqoalion  a  des  radnes  égales,  il  y 
a  des  points-racines  qai  coïncident  {  ces  points-racines  sont 
mnltiples. 

Remarque  III.  Le  tliéorèmc  a  de  même  lieu  poar  les  fonc- 
tions non  entités  ou  transcendantes ,  pourvu  qu'elles  admel- 
tcot  la  forme  {z—a  —  ^X/"^)  et  que  «-|-PV^^  w 
rende  pas  infini  ou  nul  le  quotient  de  la  fonction  par 
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liemarqueiy.  Les  fMcUoiw/elF  auxquelles  s'ap{diqite 
)e  théorème  de  M.  Cauchy  sont  les  équationa  (U)  el  (T 
de  M.  Gauss  (  t.  I,  p.  441  ) ,  qui  a  montré  aussi  comment 
KD  (rooTe  1c  nombre  de  pointe-racines  renfermés  daus  un 
cercle  de  rayon  quelconque  décrit  de  l'origiDC  comme 
centre.  De  sorte  que  le  Ihéoréme  de  M.  Cauchy  n'est  m  Tond, 
comme  nous  l'avons  dit ,  qu'une  généralisation  du  (béoréme 
de  M.  Gauss. 

25.  pRoiLtiiK.  Étant  donnée  l'équation  F(z)  =  0 ,  trouver 
combien  elle  a  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  limites  x. ,  .i:, ,  et  dont  le  cocfBcieot  de 
X^—i  est  renfermée  entre  les  limites^.,  y,. 

Solution  (fig.  78).  Soient  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  ; 
faisons  OM  =a:.  ;  ON  =:r,  ;  AM=r.  i  DM^^,  et  formons 
le  rectangle  ABCD. 

Remplaçant  s  par  x  +y  y/ —  \  ,  on  aara  : 

F(ï)  =/(x,  J-)  +  F(x,  j-)  \/ =^  ; 

la  question  est  donc  réduite  â  trouver  le  nombre  des  points- 
radaes  renfermés  dans  le  contour  ABCD;  parcoumoa  ce 
contour  en  allant  de  A  Yers  B  i  «  étant  comme  ci-dessus  h 
longueur  d'un  arc  de  la  ligne  parcourue,  on  a  pour  la  droite^ 


Limita. 

Exci$ 

AB    *  =  < 

r=^. 

X....X. 

E 

BC  r=' 

x=x. 

r^  —  y, 

CD    i  =  . 

r=r. 

X,  ...  X, 

DA   j-=. 

J=  =  x, 

r.  —  r^ 
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E,. 

l'excèï  de  la  fonctioa  r(>r,j'J  entre  les  linileâ 

^. 

,  j-,i 

B.. 

Tl-^'-j) 

.n 

.  ^.  ; 

B,. 

T(^,^.) 

X, 

1  ^r- 

E^ 

»u-.,r) 

x. 

,J-.  ; 

d'oà 

E=E,.+  E„+E'„+E',. 

=  2lM. 

Désignant  par 
£f,  l'excès  relatif  à  f(j,^,)  pris  cnire  les  limitos  -r,,  j:,  ; 

Ex.        li^i,,:)-)  r.,  x.i 

onaon  E=E^— E,.-[E^-E«.]  ; 

car  l'on  a  évidemment  Ë'y,=  —  E^,.  On  calcule  cnsoile  les 
quatre  excès  nécessaires  pour  IrouTor  E  d'après  le  pro- 
l)lèinc(II,  p.  1 92]  ;  et  la  moitié  deE  donne  le  nombre  de  pcdntx- 
racines  qni  se  Ironvcnt  dans  l'intérieur  du  rectangle. 

Obtervalion.  Lonqac  j-,  et  ^,  sont  de  mémo  signe ,  la  par- 
tiecomprise  ncpenl  être  nollc  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  rectan;*lo 
ne  peut  renfermer  des  racines  réelles. 

[La  /In  prochainement.) 

DÉMONSTRATION. 

De  ta  quadrature  de  l'hyperbole  par  la  méthode  det  timilet. 

FAK  B.  VB.UXI€>T, 

profHMur  da  mitMiniltqiiBi. 

Leaum.  Soient  A,  B ,  C  des  quantités  constantes ,  et  >,  6 
des  qnaotitésqai  peuvent  devCDir  aussi  petite* que  Voa  veut; 
je  dis  que  si  règalité 

[A_a)B!S_C,  (I) 

a  toujonrs  lieu,  quelque  petits  que  soient  «  e(  6 ,  on  a  aotsi 
AB=C. 
En  «ffiel ,  développant  (1  ) ,  il  vient  : 
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(A-.jUtfcAW-lB+Sj'Alltt-c+'-îi^ffi^î-î-'.-A»»'-»*/ 
^     _^(B4.t)tB  +  €-ll  ..(B-fC-.+  l)..^^.^^^     j 

en  Qommsiit  R*  le  rcsLc  de  la  série.  Or  ea  prenant  asseï  de 
termes,  comme  la  série  est  convei^enle,  R»  ponrn  derenir 
aoBU  petit  qae  l'on  Toodra.  D'un  autre  calé  chacun  des  n 
termes  renrermant  a  comme  Taclear ,  pourra  aoni  dcveoir 
plus  petit  que  toute  qoantité  donnée ,  et  otKDme  le  degré  de 
petitesse  de  a  est  indépendant  du  nombre  n,  on  pourra  Um  - 
jours  prendre  a  assez  petit  pour  que  la  scmme  des  n  termes 
renferisant  a  soit  aussi  petite  que  l'on  vondt-a.  Doncla  di0é- 
rencc,  le  premier  membre  de  (2)  et  le  premier  tenue  du 
deuxième  membre,  est  une  quantité  Tariable  à  l'ioCni.  En 
la  re{nrésentaDt  par  i  on  pourra  poser  - 

ou,  ce  qui  revient  an  même, 

AB«_j  — C,      d'où      AB+e— C  =  J.        (J) 
Cela  poaé,  ^  A"  n'était  pas  égal  à  C  on  aurait: 

AB— C  =  D, 
D  étant  une  quantité  finie  i  mais  on  a  évidanmeat  AB<^  A" 
d'où  ABtS  — C>AB— C;  donc  on  aurait  AB+s— C>D; 
d'où  à  cause  de  [3'. 

*>D, 

ce  qui  ne  peut  avoir  Jicu,  puisque  i  csl  vanablei  l'infioi ,  et 
P  conslani,  donc 

AB_c  =  D. 

QUADRATURE  DE  L'HÏPERfiOLE. 

Soil  KEF  (fig.  77)  une  hyperbole  équilalère ,  rapportée  à 
ses  asymptotes,  et  ayant  par  coneéquenl  pour  équation  : 
yx  =  1. 
Prenons  sur  0X,0A  =  1,  Oi>  =  j,  dirisons  AB  en  un 
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nombre  quelconque  de  parlîes  qui  peavenl  se  pas  élre  cgaW, 
«t  ccmstmisoas  les  rcclanglet  Méiqiiés  par  U  âgun.  Il  eit 
évident  d'abord  que  l«  (KHérencc  enlrc  la  somme  des  rec- 
(angles  exlérieun  el  l'aire  bjrpertMdiqoe  EABI,  peut  devenir 
uussi  petite  qne  l'oo  veut  en  faisanl  crollre  snooetaivcaient 
Icnombredeccsreclanglesi  car  la  diflérence  entre  la  somme 
des  rectangles  extérieurs  et  celle  des  rectangles  iatérieurs 
est  Égale  à  la  somme  des  rectangles  DMN ,  etc.,  lesquels  ont 
pour  expressions  (x'—l)  (I— y),  (jt"— jr')  (j-*— :?■"),  elc.,-- 
soit  (jK|i) — y(p~i)) ,  le  plos  grand  des  seconds  fadeurs  de  ces 
produits,  lasommc  des  rectangles  EOMN ,  etc. ,  sera  plus  peliln 
que  (ypî— yp-'))  [x'~l+x"~x'+a^"-~  x"+...+x—j^*~% 
ouquej'iP'— jK»-0{j:— l),or  le  facteur  jKpJ—>tf-»)  peut 
devenir  aussi  petit  qu'on  le  vent,  tandis  que  le  facleiir  (.r — 1} 
est  coûtant,  donc  la  difTéreoce  entre  la  somme  des  rectan- 
gles extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs ,  décroît 
indéflniment,doDCâ  rortinri,  etc.-. 

Cela  posé,  SI  au  liou  do  prendre  arbitrairement  les  pniuls 
C,G,  H,  etc.;  on  les  détermine  de  manière  que  IcsabscisscsOA, 
OC,  etc.,  soient  en  progression  géométrique ,  ce  qui  se  fera 
en  intercalant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  t  et  x,  ces  abscisses  pourront  se  représenter  par 

I,    x",    y,     x'\...    jT, 
en  nommant  x*  la  raison ,  cl  les  ordonnées  tirtes  de  l'équa* 
(ion  de  la  courbe ,  sermit 


Le  premier  rectangle  extérienr  sera  alors  exprimé  par 
(.t'  —  1]  X  1=^  —  1  i  le  sMond  aura  pour  valeur  : 

(x"— j:')X— =^'— Ij  le 3* sera  {x'^—x')x--^=x'—i,  etc., 

c'est-à-dire  qu'ils  seront  tous  égaux  à  x'—i.  Donc  si  on 


N  Google 


conaidèrti  les  ninmes  tmcceuirt»  de  rccUogles  (erminéi 
aux  différentes  abiàsses ,  sonoies  qoc  l'on  obtiendra  en  pre- 
nant d'abord  0 ,  puis  le  premier  rectangle ,  pais  la  siininie 
desdenx  premiers,  pais  la  somiM  des  trois  premiers,  etc. 
Ces  sommes  rormeronl  la  progression  aritbmétiqoe, 
0,  x'~~i,  S{x'~i),  3[j:'— 1),  n{^~t). 
Mais  en  inlercalanl  assez  de  moyens  géomélrîqoes  entre 
t  et  jr ,  on  peu!  rendre  la  diflérence  cnlre  1  et  b  raison  ■x', 
aossi  petite  qu'on  vent  et  en  même  temps ,  ainsi  qne  noos 
l'aTuns  démontré  pins  baai ,  la  dlflérence  entre  l'aire  hyper- 
boliqoe  EABI ,  et  ta  somme  de  tous  les  rectangles  cxlMenrs 
décroîtra  indéfiniment.  Si  donc  on  représente  par  A  l'aire 
hyperbolique ,  par  S  la  somme  des  rectangles ,  et  par  s  et  a 
des  quantités  variables  k  l'infini ,  on  pourra  écrire  t 

^  =  i  +  Z,        S=A  +  a. 

Gela  posé,  nous  allonc  démonlrcr  que  si  on  prend  one  ab- 
scisse quclconqne  OB  =  x,  il  cxisie  un  nombre  conslant, 
c'est-&- dire  Indépendant  de  j:,  qui,  élevé  à  une  puissance 
égale  &  l'aire  hyperbolique  correspondante,  reprodidt  \'»b- 
scissc  proposée. 

Pour  cela  cherch<«u  le  nombre  qu'il  faudrait  élever  à 
une  puissance  égaleà  S=n(.r' — I),  pour  reproduire  l'ab- 
scisse correspondante  x=  x^.  Si  on  nomme  E  ce  nombre, 
il  suffira  de  poser  : 

(I)      ES  =  j:  ou  E"(*'-'J  =  X*  d'où  E=  a^' , 
ce  qai  donne  en  remplaçant  y  par  1  -{-  z  : 

E=[t  +  z/. 
Lo  denxiteie  membre  développé  donne  = 

»  -  2=  _,  , 
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=^+G-l)+G-0(l-l)+- 

série  oKiTMfeoto,  car  k  rapport  do  n**^  terHW  ta  précé- 

dent  est ^ z  =  — 2,  nombre  plus 

petit  que  s,  qui  ici  est  Buppasô  une  fraction. 
Celle  série  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  autt  :  ' 

(■i)  E=r2+— +-Î — h  "H — ^—1+ 

^'  [     ^l.a^l,23~       ^l.2...nj^ 

une  suite  du  termes  tels  que  —  t  —  r-z— r-=+r-r  ,-.. 
^  2       2.3       2.3^  2.3' 

renfcrnwDl  toos  s  comme  fadeur,  et  dont  le  aom|»Fe  sera 

limité  quand  n  le  sera ,  -{-  R. ,  en  représeolant  pir  H.  le 

reste  de  la  série ,  lequel  pourra  devenir  plus  petit  qœ  toute 

qoaotité  donnée ,  puisque  la  série  est  eonvergente. 

La  partie  2  +  -— -  +  ^  +  "t". ,  est  elle-même  une  aotnt 

série  couTergente  dont  la  limita  est  généralemeot  refvé- 
sentée  par  « ,  et  si  on  nomme  /■.  le  reste  de  cette  série , 
r,  sera  variable  i  l'infini.  Or,  >i  on  ajoute  et  retranche  r. 
dans  le  deoxi^ne  membre  de  (3) ,  H  vient  : 

+  [-|-ô-|l+r3--=^Ç]+»--'-- 


L      2       2.3  n  J  ^ 


or  ctiaean  des  termes  entre  parenthèses  reofermanl  z  conmc 

hdeitr  pourra  devenir  phis  petit  que  toute  qoantilé  dmroée, 

et  comme  le  degré  de  petitesse  de   i  est  indépendant  du 

am.  de  Hatim.  III.  38 
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nombre  de  cea  tennei  qoi  aen  loujourt  limité  poor  une 
Talear  déterminée  de  »,  on  pourra  touiour»,  qad  que  soit  n, 
prendre  s  asMt  petit  poor  tfae  la  semme  do  termes  entre 
pirentMsu  «oit antii  petite  qa'on  voodra.  Qoantà  K.etr,, 
ce  loM  BOMi  4M  ^qantitéi  wiable*  Ji  l'inOoi  ;  *»e 

«=Hin.  de  £ 
quand  on  a«gmente  indéfiniment  le  ncmbre  des  mojei» 
géomélriqoes  intercalés  entre  t  et  jt.  Donc  si  on  représente 
pare  ane  quantité  variable  k  l'infini ,  on  pourra  poser  - 

si  on  remplace  maiotenant  dans  {1  ) ,  E  par  e-  —  C ,  el  S  par 
A+'iOnanra  : 

Or  e  cl  A  sont  des  constantes ,  tandis  qac  £  et«  sont  variables 
à  l'infim  ;  donc ,  en  vertu  du  leœme  démontré  plus  hant . 
e«  =  x. 
Donc  il  existe  do  nombre  constant  e,  qui,  élevé  k  one 
puisssnce  égale  À  nne  aire  hyperbolique  quelconque ,  repro- 
duit Tabseffse  correspondante.  C'est-ji-dtre  que  ka  aires  hj- 
perboUqoes  soot  les  logarithmes  Népériens  des  abscisBes. 


LETTRE 

Sur  la  soflUMofton  d'une  térù  trigonomHnque.  (F.  p.  SIV.) 

Mon  cher  M.  Terqnem , 
Le  oiémoire  de  M.  Lecointe-,  eonlesu  dans  le  dernier 
mméro  de  votre  iowBattTenknM,a  me  semUe ,  qodqan 
inexactitudes.  Pemietlei-BKri,  dan»  l'inlà^  de  U  vérité 
NMfUmali^w,  de  les  relever  en  pou  de  motft. 
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fenprodnitd'aberdlaptKdeiM  los  cakvls  de  r« 
•>  MainlenMt  ù  l'oo  remarque  que 


tinSasE  li&acoaa-l-siaaoosd 
sin  3a  a:  ain  aa  CM  a  +  sia  a  CM  te 

vi  cota  =  .  .  .  coaa 

«MSaesoMStfoea*— nuteafaia 

oa  anra  let  équations  BolTaates  : 

S=>  S.O(»a-{-(l+C)siaa, 
C=  (l-l-Clcosu  — Saina.  «  (p.  519) 
Cette  dernière  coQClasion  est  fausse, .alteodii  que  si  l'on 
«joute  lai  équations  d-desnia ,  la  somme  de*  premien  mem- 
bres ne  sera  pas  ^ale  k  la  quantité  multipliée  pat  maa  ou 
pw  cosd  dam  la  somme  des  secondi  membres.-  Dlra-t-«o , 
Gonfonnémeot  à  la  m^^/tyiijrHe  iatrodoite  dans  cerUias 
livres,  un  ttrmedê  plm  mt  ie  moina  ae  tait  rieo  à  l'affaire, 
c'est-à-dire  ji  la  somme?  Cette  manière  de  raisosner  est 
CMumode,  elle  abré^  les  discossions;  malbenreusam^l, 
aj^qnée  k  la  série  inSoie  1  -j-2  -j-  i+S  -{-..  ■ ,  elle  donai- , 
pow  aonnft  de  MtU  sMb  ,  la  quantité  ~  £  I 

Mais  d'abord  qu'an>elle-l-oa  lotntHe  d'une  série  infinie. 
C'est  prtdiAlanent  la  limite  wn  laquelle  tend  la  somme  , 
S.  âei  a  premien  termetde  cette  série,  lorsque  fe  nombre  en- 
tier D  augmeiM  indéjiniment.  Si  donc  il  arrive  qa»  6,  aug- 
mtÊtt  an  ddà  de  (oote  grasdeor,  oa  qae  cette  quantité , 
repassant  pModiqncnMBl  par  les  mêmes  valen-S';  n'ait  pas 
de  Hmile  déterminé» ,  la  rfdwrfllie  que  l'on  se  propoMtl  «'m 
^w  d'objet. 
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L'indàlemiiiwtioo  dont  je  parle  eziite  dans  lei  séries  tm'- 
lèeB  par  M.  Lecnote.  En  cffel,  la  aomme  S,  det  quaMilès 

et»  a,    cosSa,    cosSd,    cosruz, 
a  pour  valeur  : 


.  {jmst  522)  i 


f  I  i)  est  évident  que  cette  dpmière  expression  oe  tend  pas 
vers  une  limite  fixe,  lorsqoele  nombre  entier  n  angoieate 

indéfiniment.  Si,parexemplp,  a=-,  Sb  prend  MMcenWe- 

moit  let  valeurs 

0,     —i,     —i,     0. 
II  est,  dn  reste,  évident  â^n-ion,  qu'une  somme  de  tenu* 
ne  peut  conrcrger  vers  une  limite  fixe,  n  ces  termes  ne  di- 
minuent pas  indéfiniment  à  partir  de  fan  d'enx.  Or,  pour 
oneinfinflédeTaleors  den,  la  fonction  cositi devient e^lc 
à  £  t ,  on  diflèrc  trèa-pen  de  ces  qaanlîtte ,-  donc  il  n'y  a  pas 
lien  i  cliercher  la  somme  de  la  série  in^nie 
ces  <3  +  cos  2a^  cos  3a -|- . ,. 
Les  mêmes  remarques  s'appUqoeot  aux  aotrei  séries  Infi- 
nies et  périodiques. 

'  Il  j  aarait  encore  bien  des  choses  à  dire  snr  ce  snjet  : 
mais  celte  lettre,  qui  ne  devait  coateniv  qae  pan  de  mate, 
est  dé)à  fort  iM^^oei  pennettozHnoi  donc  d'en  rester  U  poor 
cette  Cois. 
Votre  tout  dévoué  ixAIaboralcor. 

E.  Catilik. 
i»Ml*bra  titi, 

Note.  La  série  trigonométriqae  dont  il  est  ici  question  a 
déjà  été  1»  s^jet  d'Boe  discussion  «otre  qn^nes  géomètres 
du  dernier  siècle,  on  peut  coMulta*,  è  oe  siûei,  le  TfmH 
it  calcul  différentiel  de  Lacroix,  t.  III,  p.  i59, 
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Enler  Goaaidère  ces  «lilcs  comme  des  série»  récurreales  i 
échelle  de  nlaUoa  bin^ttvei  et.l'joe  IrooTe.  tacUemeid  k 
dévdoppmeat 

""  ,    .  =  ea»<i4-xeoaSa+  x'co»3a4- a:*C083o+ . . . 

Pour  qoe  la  série  soit  convergente ,  il  faut  que  -r  <  1  ; 
mais  Eolor  Tait  .n»l,tlors  on  alerctalM  butif —  -,  qoe 

M.  Calalao  vient  de  signaler.  Tm. 


OBSERVATIONS 
Sw  Us  note*  (p.  403  et  p.  465). 


dM(«ttr  éi  Klencct,  profwHDr  1  ffiMlcd'irlIlterieBtiD  collée  daSImèoDif. 


MoDsiepr  le  rédactear, 

I.  Voire  note ,  page  403,  provoque  ane  réponse  do  ma 
part.  Vous  prétendez  qne  mes  démonslratioDs  sont  iRsaffi* 
santés,  le  pfeose  qu'en  y  regardant  de  pltu  près,  vous  cbao- 
gerez  d'avis,  quant  à  la  dernière  de  chacon  de  mes  deux 
paragraphes.  En  effet,  dans  le  premier  paragraphe,  j'ai 
proaré  que  si  dans  une  coortre  du  second  degré  on  prend 
deux  tangentes  çiulcongun  mm  parailèlet  p=0,  ?=9,  et 
la  corde  de  contact  a^O,  l'équation  de  la  courbe  se  raet 
BOUS  la  forme  pq-\-d'==0.  Le  cas  des  tangentes  parallèles  est 
si  simple,  que  je  n'en  ai  pas  parié. 

Dans  le  aecOndpmgrapbe  j'ai  prouvé  qae  si  oo  prend  un 
quadrilatère  inscrit  quiconque ,  dans  ane  conique,  et  si 


n,g.N..(jNGoogle 


_  B*  _ 

f)s=o,  f  =  0,  ratO,i=0,MHitkt^iiaUoB>deseMés,lë- 
quatles  de  It  cooAque  peat  se  >MHre  mus  la  tarmispq  ^Xn. 

GfaKODe  de  ces  démoutnlioiis  (je  peric  de  ocflet  oà  j'ai 
vm^kfjé  le  calcul  :  les  antres  peareat  être  combaUnes)  se 
rapptala  à  no  système  d'axes  détermioés ,  et  pent  Mre  géaè- 
raliiée  par  nne  transformatioa  de  coordoonées.  Os  démons- 
Iradoos  soat  rigoureases  etcomplàtespoar  l'objet  que  j'arais 
ea  VM,  leaoooitesda  second  degré.  fUeo  n'eapèdie  de 
déoKmlrer  les  mêmes  propriétés  sans  le  secours  des  doonées 
snr  lesquelles  je  me  sais^ppujé,  et  la  discassfoo  n'est  ni 
trés4(»gtie,  ni  difficile,  tants'eo  faot. 

Du  reste,  dans  les  limiles  où  je  mesnij  rrafermé,  jepois 
dédiner  l'obligation  que  tous  mimpoaez ,  de  traiter  les 
courbes  de  degré  «ipériear,  ceptaidant  si  voos  et  vos  lec- 
teurs ,  7  trouvez  de  l'intérêt ,  je  tous  donaerai  les  ooiubes 
du  troisième  degré. 

Sur  la  page  465. 

Vous  TOUS  étonnez  de  ce  qae  la  théorie  des  polùres  rèd- 
pcoqna ,  n'ait  pas  tronTéj  |riace  dans  l'enseignement  clas- 
rique,  TOUS  en  savez  la  raison  et  moi  aossi.  Toutefois  pour 
ma  part  je  n'accepte  pas  ce  reproclie ,  pan»  que  je  ne  le 
mérite  pas.  Pour  en  être  conTainen ,  on  n'a  qu'à  ouvrir  ma 
Géométrie éUmaUaire,  3*  édition,  p.  113,  prop.-l&,  CoroU., 
p.  tSl,  remarque  3,  p.  MO,  remarque,  p.  290,  remarque. 
Il  me  semble  qoe  j'en  al  dit  Ut,  suffisamment  quant  à  la 
Géométrie  élémentaire,  et  j'enieigm  tout  cequigeit  dit.  J'a- 
joute que  la  Géométrie Mtatjftiqvemb Umaàl  l'o«ai^uB  de 
compléta-  cela. 

Réponse  de  M.   Terquem. 

Note.  Je  n'ai  Jamais  prétendu  que  par  une  Iranaforawlion 
de  coordonnera,  on  ne  puisse  généraliser  la  dénooslralico . 
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elbrfladrotoalàùùttifoanaMjDttis  j'aiditqH  en  (roi» 
foraiiUotu  anteenl  de  noardla  conttanlM  qai,  m  jolgiMiil 
ans  eomlaalM  trUtrawes,  exigvot  de  bootcIIm  dMioetioM, 
de  DOUTclIea  diiraunoiu  ^  de  sorte  que  si  l'on  ti«t  à  la  ri- 
ipieiir,  iln'7  t  {riasde  brièreté,  et  ai  l'on  tieol  i  Ii  brièrelé 
il  n>  I  plus  de  rigueur.  Qoant  aa  est  particulier  des  tan- 
gentes ,  je  n'si  jamais  mli  en  doole  la  Intimité  des  rémiltals 
ni  les  moyens  employés  poor  les  obtenir ,  mais  ce  genre  de 
raisonDennnts  csMI  d'ime  «pplicaUoa  géaàralc?  l'avoue  que 
je  n'en  ai  nnllc  convictimi,  je  m'expliqne. 

S<4ent  1,,  I,,  1,,...  I.,  m  rendions déânies  cbaenne  par 
l'éqoation  I^  ^i^p^+'r^+Z^i  <J, ,  e^  ,/,  sont  des  coo- 
slanlea  données ,  et  soil  T  le  produit  de  toutes  cet  ronctioos. 
dbacoiie  de  ces  fonctions  égalée  à  léro  représente  une  droite, 

le  sysMM  de cea  droitea donae      "~     pointa  dinlenec- 
lion.  ËcriTOOS  l'équation 


■"l. 


»0i  (t) 


a,,  a,,  a»,...  OMSOnt  m  constantes  arbitraires;  celte  éqna- 
lioo  représente  une  ligne  du  degré  m— 1  et  passant  par 

les  — ^— — -  points  d'interMction.  Il  est  bette  de  cou- 

straire  la  tangente  à  la  courbe  à  an  de  ces  points  d'iotersec- 
lion  ;  p  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  qui 
passe  par  l'intersection  de  I,  et  de  I„  on  a  : 

ce  que  l'on  obtient  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (I]  ; 
on  peut  conclure  d'antres  propriétés  «Mumunes  à  tontes  ce» 
courbes,  et  analogues  à  celle  que  M.  Cayky  vient  d'Indiquer 
an  moyen  de  la  même  méthode,  pour  les  lignes  du  troisième 
ordre  (loomal  de  LiouTille ,  aoAt  181< ,  p.  985] ,-  mais  tonte 
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-   57«  - 
ligne  in  degré  m— 1 ,  peol-elle  éfxe  mue  soos  la  (orm«  (t) 
à  Tatde  des  m  Gonitanles  arbilraires  7  Cest  làce'qo'îlfaDdnit 
démontrer,  noua  reriendrons  li-deasas  à  one  Kolre  oo»- 
sioD.  Tm. 


COMPOSITION  DE  MATHEMATIQUE, 
Pnpoiée  Mac  eandiiat»  d  PÉeoU  normale  (1M4). 


1*  Exposer  les  règles  qoi  serrent  à  déterminer  les  limites 
snpérieurcs  des  racines  positives  d'une  éqoslion  numérique 

Lorsqae  l'on  donne  h  l'inconnne  x  des  valeurs  croîasanles 
d'oae  manière  amtinae ,  h  partir  des  diverses  liaùtes  que 
ces  règles  assignent,  le  premier  membre  prend-il  des  va- 
leurs coutinueUement  croissantes? 

3°  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  toncbent  onc  sedwo 
conîqoe  qaelcooqne  POQ  aux  points  fi  et  G  ;  on  mène  une 
troisième  tangente  quelconqae  DE ,  et  par  tes  points  D  et  E 
oii  die  rencontre  les  deox  premières,  on  trace  des  parallèles 
à  cesmemet  taugentn.  Oo  pn^iose  :  1*  de  dètominer  te  lieu 
géODiétriqae des  points  d'intersection  M,  de  ces  parallèles; 
Si*  de  reconnatire  que  l'angle  EFD ,  sous  lequel  on  voit  de 
l'OD  des  foyers  F  de  la  section  conique  POQ ,  la  Ungentc 
mobile  ED ,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les 
poùtions  de  cette  tangente  ;  3«  on  examiocra  le  cas  particu- 
lier où  la  section  conique  POQ  est  une  parabole ,  et  on  fera 
voir  que  dans  ce  cas,les  segments  interceptés  sur  les  porlions 
AB,  AC>  des  tangentes  fixes  par  la  tangente  mobile  ED, 
sont  réciproquement  proporliunncls. 
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THÉORÈMES 

DE  DBSCARTES,  DE  ROLLE,  DE  BUDAN  BT  FOtfBIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déàviu  d'iM  Mul  prineift. 

(Pln,TOirpiga»s.) 


26.  M.  Gauss  est  le  premier  qai  ait  démontré  qn'im  peu!  de 
l'nrigiDe  comiDe  ceolre  décrire  un  cercle  de  njoa  fini  sor 
leqael  on  a  E  =  2n  ;  n  élanl  le  degré  de  réqoalion/[s]=:Oi 
par  conséquent,  il  exisie  tonjours  dans  l'intérieor  de  ce  cercle 
n  pointft-racînes ,  en  d'autres  termes  Véqxutioa  J'{z]=t:ù  « 
lonjonrs  n  racine<i.  La  déroonalntioa  de  M.  Gauss  suppose 
qaele9Coe£ÇcieDts8oa(récls;n)ais  elle  subsiste  encore,  lors- 
qu'ils ont  la  forme  imaginaire  ;  abws  sans  rien  changer  anx 
raisonnements,  il  faut  sabslitner  aux  coefficients  leurs  mo- 
dules; c'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Siurm  cl  Lionvillei  sauf 
cette  légère  modiScalion,  la  dÈmooslratiuo  de  ces  aaranls 
est  complètement  identique  à  callo  de  l'illnatre  analyste  :  s'ils 
ne  l'ont  pas  cité,  c'est  qlie ,  comme  nous  l'avoDs  dît ,  la  dis- 
sertation latine  est  devenue  extrêmement  rare,  même  on 
Allemagne.  Nous  allons  rapporter  cette  démOnstralH»  modi- 
fiée et  précédée  de  quelques  édaircisseiMnls. 

27.  PhorlAmb.  Soit  la  suite 

P =r"  cos  » -I- A,  r"  -  '  COS  ? , -t- A.;^  — *08  f  ,+„ . .+ A»COB  f ,  ! 

"I  et  n  nombres  entiers  positifs;  A,.A,....Aa  sootdes  nombres 

essentiellement  positifs  ;/•>!;  a»'  f  >  -  oo  =  - ,  quelle 

And.  br  HintHM.  Ili.  •19 
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Ttlear  faut -il  donner  k  r,   pour  que  le  premier  terme 
devienne  pins  grand  qne  la  somme  de  tons  les  termes  sai- 
ranlfl? 
Solution.  On  vent  avoir 

'  /^co«i)|>A,f''"'a»ip,+  ....  A«cofif»i 
oos  f , ,  oo>  r.  etc. ,  étant  des  fractions ,  et  r  >>1 ,  oo  salUfera 
à  {orHori  à  cette  inégrfiW ,  ai  Vra  pOM  ■ 

^co«T>»^-(A,  +  A.+  ....A.), 
oaroosT>- A.4- A.4-....A». 
SoitA,+  A.+  ....  A«=Ki  on  aur«d(Àicr>- — ,  oo 

Men  r  >  K  VI  ;  si  K  >  —,  alors  cette  inégalité  enlrabw 

cdle-ci  /■>  1  i  si  K  <  — —  ,  alors  de  l'inégalilé  r  >  1  on 
dédnU  r>K\/3}akuiilniffitde  Mre  rplns grand  fie 
l'on  des  deoTYiombres  I  et  R  V^3. 

corollaire  1 .  Ainsi ,  on  peut  lonjoars  donner  fc  r  nne  telle 
valeur,  qne  le  siRne  de  P  soil  le  même  que  ceM  dn  premier 
terne. 

G>rotlairei.  On  parvient  aux  mêmes  conclasionseiiron- 
ptaçant  partonl  les  cosinus  par  des  sinos. 

■iS.  PiiosLtiiB.  Qaels  sont  les  arcs  qui  lialigroat  anv  iné^- 

litéa  fos'  î.>-  -  et  sin' ?>  -? 
St^uHôtt.'  Les  ares  compris  enlre 

7"i'T"'T' 

ulisfolU  à  l'inégalité  cas'  f  >  s-       '  "* 

Bt  In.  arcs  «aoipris  entre 


3it     5it        Tir 
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salisfonlà  l'inégalité  siD'7>-,  cl  l'on  peat  augmenter  cha- 
cun de  ces  arcs  de  «  i  car 

cos"  {a-^-r:)  =  cos"  a;  sin*  («-|-t)  =sin'  a. 
■i9.  Ëttuit  dDDDée  l'éqaation 

décrire  )'jl  est  possible,  de  l'origine  oaasao  ceolre,  on  cercle 
qoi  renferme  tous  les  pointt-raeittes? 
Solution.  On  peot  toajoors  supposer  le  coefficient 

A,=  Pp(cos*^  +  sin«^K=i), 
péUBt  esBMitidleinant  porilif^  si  A,  est  (M  alorv  a,s>0; 
faiaoDs 

z  =  jc-\-y\/~\  =  rCooSf  +  sinip  V'— 1  )  ; 

siriMlitiuot  dans  l'équation  /x=:0,  et  égalant  à  part  les  es  ~ 
presrftma  réelles  et  les  imaginaires,  on  a  : 

P=/(x,j')=/>cosnf+p,r"^C08[(n  — !)?-!- «,]  + 
+e.7^coe[(«— 2)T+<^]  +  etc.. 

Q=F(j:0')=''«'n"f+P.'^"wi»[(n— 1M-B.]  + 

+p'f^oo8[(a-a),4-«']4.etc., . 
fatoaut 

p.-*-p.+P +P.=K. 

Le  cende  décrit  d'an  riToa  pins  grand  que  l'un  des  deux 

nombres  l  et'K  Ki  satisfait  an  problème.  En  eflisi ,  mar- 

qaoasaarUclE<r»KliâreDceies4«poinIsM,,  M,,  M,.... 

MS» — 1  pour  leaquel*  on  a  sncceMivemenl  : 

«  3w  5«  jt 

"T=|.    "9=-j-,    n^  =  ~....n'^=Sn~i  .  ~i 

Tons  ces  points  sont   différents,    et  l'on  a  (onionrs 

sîn'uf  =  C09'n«=-i  par  conséquent  (Pnri>l.  28)',  en  ces 
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points  P  et  Q  ont  mémo  signe  qoc  leurs  pn-mien 


M,  ce  signe  est  —  t  ^  on  M,,  il  est  -j-  t,  et  «inai  de  : 

et  en  M»,_i  il  8era+.  Loraqne  sin'j  ■<  -,  alors  cos'f  >• -: 

donc ,  une  an  moins  des  rnoclioos  e»t  toujours  de  même 

signe  que  son  premier  terme  ;  or,  de  M,  à  M, ,  de  M,  à  H,, 

de  H,  ft  M„,  clc,  Q  est  de  mAitac  signe  que  son  premier 

terme    et   ne  peut  devenir    tioï ,    M ,    par   conséquent 

p 

-ne  peut  devenir  infini  que  dans  les  intervalles  deH,àM, 

p 
dcM,âM„deMti.-iàM,;  >>■>")  7;  derienianfoiiiBfiiicn 

passant  de  —  en-|-  ;  c'csi-è-dire  l'excès  est  ^gal  k  Sa  ;  ainsi 
comme  6ms  le  théorème  de  M.  Canchy,  il  y  a  diMc  n  points 
raciaes  dans  l'iolénear  de  la  cireoBl^reiiGe  ;  ea  d^otres 
lernHs  l'éqoalinn/(a)  =  Oa  loninanfl  ramieti  ce  qu'il  fal- 
lail  démontrer.  Tm. 


DÉMONSTRATION  tïLEHR^TAlHK  DnN  THBiIRKMEDE  NEWTtW. 
Sur  un  rapport  enirt  de»  qutmtilét  A'fAwù'fUw.  (V.  p.  506. 


Théorème.  Si  l'dn  prea4 «n  point  BsRr  le  c«é  Bt:  d*» 
triangle  reeliligoiî  AllC,  et  qu'on  mène  ptt  n  pofni  la  tt*B»- 
viTsale  EFO ,  infuiimenl  rapproche  de  EC  et  coupant  AB  en 

!•  et  AL  f:n  (. ,  un  a  1  equatnm  — =    — 

^  <Xi     KC.  ^C 

Démonstration.  La  pn»pri«'W'  connoe  de  la  Iransversalr 
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BF       £B   AF 

Amne  ;ïrr  =  77;   ttt  ;  «"  Ï'P  ^^^^  «l^'  inâniment  petils , 
IAf        tAA    AU  ■.         . 

AG     AB    . 

Corollain.  Lorsque  le  ptHDt  E  s'éloigne  à  riofini ,  oo  a 
ER  = 
BF  et  CG  sont  des  qauUtès  6Dies. 

Ob$ervatiati.  On  démontre  en  géométrie  qac  la  parallèle  à 
DO  oAté  d'oD  triangle  coiipe  les  deiix  antres  côtés  proporlion- 
•nellement;  quelque  rapprocliée  que  soit  cette  parallèle  da 
MHnmet,  les  deux  s^ments  infiniment  petits,  partant  de  ce 
sommet ,  ont  lonjonrs  pour  rapport  fini  celui  des  côtés  ;  il  en 
est  da  m^nae  lorsque  la  patalMle  ^éloigne  à  l'infini  dn  som- 
tnet.  C'est  ici  roocaikm  de  donner  aux  étéfes  une  première 
notion  de  la  théorie  différentielle  qni  ne  consiste  qu'jr  trouver 
les  rapports  finis  ^re  des  quastités  infiniment  petites  on 
infiniment  grandes.  Il  5  a  prèy'dHin  siècle  qu'an  géMnétre 
français  bien  oonna  faisait  voir  combien  fl  serait  important 
d'fntrodo^  h  calcnl  difl'éreiniel ,  d'nne  facilité  si  Tulgaire , 
dans  l'enseignement  éléntentaire  ;  mais  comme  cette  intro- 
duction faciliterait  et  abrégerait  beaaconp  la  science,  l'ap- 
paoTrlniil  de  phrases  et  l^enrîcbirait  de  faits ,  il  est  à  croire 
que  la  propo^ion  de  ce  géomètre,  récemment  renoarètée 
par  feo  H.  deCoriolta,  restera  encore  longtemps  parmi  les 
pia  àerideria.  Ponrqooi  ?  Cest  œ  que  je  me  garderai  bien  de 
dire.  Le  géomètre  bien  connu  avait  nom  Jean  I/>rond  d'A- 
lemberl.  , 

On  devrait  anssi  ajouter  quelques  notions  de  Dynamique 
aux  tbégries  de  la  statique.  Euler  a  déjà  remarqué  que  l'en- 
seignement iscdé  de  cette  sdence  propage  une  foule  d'erreurs. 
L'introduction  de  la  doctrine  si  séduisante  des  couples  a  encor* 
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augmenté  ctite  aoorce  d'idées  faoaaes  thez  les  èlèTes  qoà 
n'entrent  pas  à  l'Éade  polytechnique.  Dans  le  nMris  prochsin 
DMU  (kHumtHU  quelques  considérations  DuUanent  Denvei 
et  pourtant  utiles  sur  les  unités  en  nécsniqae.        "nii. 


NOTE 

SUR  LA  RBCHBltCHB  ËLËUENTAIRE  DU  NOMBRE  n- 

PA&    n.    AUMAMn   TAMOT, 

■ncign  6l^Ta  ds  l'ÉMlc  polyiaebnlqae. 


I.  U»  ipétltodet  âléBMDtaires  pour  le  caknl  dn  nooibre  k 
sont  au  iKNBbrcd*  quatre  ■  deux  directes  ^  dcox  indirectes  ; 
deux. fondées  sur  la  furmule C  =  3icR,  ne  Elisant  dépendre 
K  que  de  la  notion  des  Iq^gneurs  -,  deux  FtHidées  sur  la  for- 
mule S=irH',  faisant  dépoodren  delà  DotiondesBurltogs^ 
ce,  qui  est  Amn^  ccHiEonna  à  sa  défioitioa  habituelle. 

4^  l»aniére  (mélkDde  (Urecle  fondée  sur  la  f«intile 
C=3:S«K).  dont  Archim^ilcMt  le  premier  anteor,  «oosiale i 
cbercber  la  longueur  d'une  circonféceooB  d'nn  diam£lre 
connu ,  spédalement  d'un  diamètre  t ,  comme  limite  oom- 
maoc  des  périmÈtres  réguliers  inscrits  et  circooscriu,  dont 
9tt  Rouble  cMjinuellffnent  le  nombre  des  cOtés. 

La  seconde  (méthode  directe  fondée  sur  la  fonnole 
S^tcR;),  introduite  par  Jacqnes  Gregory,  géomètre  anglais, 
consiste  i  chen^ier  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  connu, 
spécialement  de  rayon  t ,  comme  limite  commune  des  poly- 
gones r^uliers  inscrits  et  circonscrits,  dont <m  double conli- 
nuellcmenl  le  nombre  des  cAlés. 

La  troisième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
C  =  2nRj,  dont  Schwab  est  le  proniitr  nutcur,   consiste  A 
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cbmher  le  rayon  d'anc  drconTérencc  de  longuenr  connue , 
comine  Umile  commBne  des  rayons  et  des  apolbèmee ,  d'an 
pérlBàtro  régalter  de  longoeor  conMaale,  doDt  on  deoNe 
coBtinneUement  le  nombre  àe»  côtés. 

La  quatriàne  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formole 
S^nR*),  et  dpnlje  ne  Irouve  de  trace  que  dansLegendro 
(liT.  IV,  prop.  XVI),  consiste  à  chercher  le  rayon  d'an  cerdc 
de  surface  connue ,  oonme  limite  eomnuie  des  mjc»ï  et 
des  apolbëme»  d'an  polygone  régulier  de  surface  constante , 
dont  on  doaUo  conUnueUenMmt  le  nombre  des  oMéa. 

Sans  exposer  ici  ces  méthodes,  el  sans  discuter  leur  supé- 
riorité rdattre,co  qui  servit  assez  épineux ,  tu  les  exigences 
contraires  du  point  de  rae  géométrique  et  de  la  pratiqne  du 
calcol,  nous  rcuTerrons,  pour  la  première,  ma.  Élément»  i» 
géométne  de  M.  Liodnti ,  où  <fle  nous  a  paru  d'une  expaai- 
Iton  ploi  élégante  et  plus  heureuse  que  partout  ailleotv  ; 
pour  la  seconde  et  la  quatrième ,  A  laCtomA^edeLegendre; 
pour  la  troisième ,  k  calle  de  M.  Vincent. 

II.  M.  Vincent  lire  de  la  méthode  de  Schwab  cet  élégant 
Ihécméme  :  «  Vne  nttte  de  nombres  commençant  par  0  el  t ,  el 
doNl  Ui  sunMmCi  sonf  alkmathaHent ,  à  parttr  du  trouiime 
iiutusivemmt,  moyetu  diffirmtieli  et  fnoymi  proportionneh 
erOn  les  deux  qui  te»  préddaU  immédiatement,  eonvergeven 

2 

la  vo/eurde- jt>cllcbut  db  cette  note  est  de  montrer  que  ce 

Ibéorème  résulte  (paiement  des  deux  premières  méthodes  (*) 

t*  M.  lionnet  désignant  par 7»  et  P  deux  périmètres  régn- 

li»8  semblables  inscrits  et  droonB<7it8,  par/  et  P*  ceux 

d'un   nombre   double  de  côtés,    parvient  aux  formules 

P'=~^;  p'—\/Vp.  Mais  tà  au  calcBl  des  périmètres 

(')  L'tDDiict  de  ce  théorème  «ppir lient  luMi  ISchwtb.  Tm. 
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successif)  OD  sutMtilae  celui  des  oooitNres  réciproques ,  on 


•4=^'?=V/P7' 


nombres  se  succèdent  slternalif entent,  moyens  diSërenlieh 
et  moyens  proporlionneb  eutre  les  deux  qui  précèdent.  — 
Prenant  alors  pour  premier  pulyjone  le  quarré  circonscrit  de 

c4t4r,ona  =  Psa9, ^— \/â7fll  pw  la  série  des  doo»- 


bres  réciBUoiines  : -,  — =,        ,      , — ,  r-- 

Qant  pour  premiers  termes  0  et  1 ,  ce  qui  ne  cbange  riea 
klaM,  puîsqoe-esl  moyenne dMërentidle  entre  0  et  t. 
et — rmoyenne  proeorUonoeUe  entre  i  et  -: 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

3°  Legenflre  dés^naat  par  A  et  B  li  surface  de  deox  por 
lygoiies  réguliers  semblables  jnscrit  et  circonscrit,  pu-  A' et 
ff  celles  des  polygones  d'un  nombre  double  de  rôtés,  par- 
2AB 
"  A  4-  A'" 
Calcul  des  surfaces  on  sabstitife  cdoi  des  nomtves  réci|m>- 

>_  1  +  JL 

1       1   /l    t  1        B  ^  A'    , 

qQ«,onlr«.ve:  -i  =  Y/-g    et    ~  *_^—,  c'est- 

è-dire  que  ces  nombres  se  succèdent  alterDaiircmeut,  moyens 
{^(^XHtionnels  et  moyens  diSërentiels ,  cotre  les  deux  qoi 
précèdent.  Prenant  alors  ponr  premier  polygone  le  cpurré 
inscrit  de  calé  1 ,  on  a  :  A  =  l ,  B  =  2 ,  et  pour  la  série  des 
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nombres  réciproques  -  1, -,  ,  — r-' — ,    e'c ou 

Inen  ,  prenaot  ponr  premier  terme  0,  ce  qui  ne  change 
point  lakn,  pnisqoe-estmoyennedifl'érenlielteenlreOetl  ; 

0,1,   1,  J-.i^,  etc..... 

d'où  le  tbèrarème  de  H.  Vincenl. 

Quant  à  la  qnatriènie  mélbod»,  en  désigpanl  par  R  et  rie 
rayon  et  l'apothteie  d'un  poljgone  r^ulier,  par-R'  etr'œax 
da  poly^ione  r^ulier  tte  mime  surface ,  mais  d'ua  nombi-a 
double  de  cOlés,  on  a,  suivant  Legendre,  les  formules  : 

R'  =  \/R.r»  r'ŒX/r—i-^  qui,  en  parlant  de  R  =  l 
el  r  =  — :;  rayon  et  apothème  du  qnarré  de  surface  égale 

à  2.  permet  d'approcher  indéfiniment  de  \/  - ,  d'où  l'on 

peut  tirer  un  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Vincent ,  mais 
fondée  sur  une  série  dont  la  marche  est  moins  régulière  et 
le  point  de  départ  moins  caractérisé ,  par  l'impossibilité  d'y 
introduire  le  terme  zéro. 

Note.  On  déduit  de  B'=  cette  autre    formule 

de  l'Académie,  1733,  p.  lOJ;  elle  d<Mme  cet  énoncé  âégant 
et  onéiBfHiiqae  :  A'  est  une  moyenne  géométrique  entre  B 
•t  A ,  et  B'  une  moyenne  harmonique  entre  B  et  A'  ;  il  serait 
intéressant ,  mais  très-difficile ,  de  trouvM'  la  Umîte  de  la  série 
«taScb^w^  pa?  tm  moyen  direct ,  purement  analytique. 
Hm. 
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NOTE  SUR  LE  RAPPORT  D'ARGHlMÈDE. 


1 .  Notu  croyons  qu'il  y  a  qaelqiie  'Dtilité  à  faire  coDnallre 
nox  élèves  studieux  la  mantèrc  doo(  l'iUiistre  Syncasaia  eal 
pairvena  à  ce  rappwl.  Nous  {usons  uaafe  des  DoUtioas  mo- 
demeseBoooserTWtlaniél]HMled'Ar«liinàde;car,  entoale 
cbe6e,J'idée  est  le  point  imporlut,  le  signe  est  an  aceetnÉv 
d'âne  importance  secondaire.  Mais  nulle  part  l'adcvatiOB 
des  tàgaea ,  la  ionéiolatrie  n'est  portée  si  loin  que  dans  la 
sdaice  tuatliétiiatique.  Tel  géomètre  admettra  votre  dè- 
moDStralion  si  vous  désignez  une  co-taioe  idée  par  les  sept 
lettres  rapport,  et  il  la  repoussera  si  vous  voos  avisez  de 
représenter  la  même  idée  par  les  cinq  lettres  timu.  Si  les 
Eaclide],  les  Ârcbimède ,  les  Apollontos  revenaient,  lia  ri- 
raient de  nos  superstitions,  adopteraient  nos  ^sléma  de 
notation ,  se  mettraient  au  cooraut  de  nos  progrés  et  se 
placeraient  encore  an  premier  rang. 

3.  Sept  ouvragFS  d'Archimède  sont  resite.  Le  Mcosd  parle 
pour  suscription  KilxXou  iii-cpTjaui,  Mesure  du  cercle.  II  ne  con- 
tient qn'uD  livre  et  trois  tbéwèmes. 

t"TBt0«MB. 

L'aire  d'un  cercle  quelconque  est  équivalent  à  l'ùre  d'ui 
triangle  rectangle  dont  on  des  cAléa  de  l'angle  droit  eat  égà 
au  rayon  du  cxaciB  et  doBt  l'autre  edté  de  l'angle  droit  est 
égal  à  la  cbtxnféreDce  da  cercle. 

DÉNOHSTUTioif .  L'aire  du  eerek  n'ett  pas  phtt  çraitàe  f»e 
celle  du  triangle  reetottgU. 
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Si  l'aire  da  cercle  était  pIoB  pvnde,  soil  D' la  différence 
-ealre  les  deux  aires.  Inscrivons  dans  le  cercle  an  polygone 
régulier  tel  qae  la  différence  entre  son  aire  et  celle  da  cercle 
KÂt  moindre  qne  D*  j  ce  qni  est  toujonr*  possible.  L'aire  du 
fcAygoae  est  donc  BDpérieore  à  l'aire  dd  triangle,,  c'est-à-dire, 
le  pMmètre  du  polygone,  maltiplié  par  son  demi- apothème , 
serait  plos  grand  qne  la  circonTérence  multipliée  par  la  moi- 
tié da  rayon ,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  l'aire  du  cercle  ne 
taurait  être  pltu  grande  que  celle  du  triangle  recta^le. 

Si  l'aire  da  cercle  était  moindre,  BoitD'ladifESrenceidr- 
eonscrivoDS  nn  polygone  régulier  tel  qoe  la  différence  entre 
son  ^re et ceUeda  cerol«  soll  moindre  qœ  B' ;  ce  qni  est 
toujours  posnUe  ;  l'aire  do  polygone  «st  donc  pins  petite  qao 
ççfie  du  triangle  ;  c'eM-Uire,  qae  le  perimétredu  polygone, 
circonscrit ,  maltiplié  par  ta  moitié  du  rayon ,  est  plos  petit 
que  la  ciraonféreiKe  par  la  moitié  du  rayon  ;  ee  qui  est  (m- 
poSBiMe,d(HioeesdeuxbypotbèBesétant exclues, lefliéoréme  . 
est  démontré. 

ObêenatioH.  Eudide  démontre  (Ub.  X,  Prop.  l]  que  si, 
d'une  quantité,  on  retranche  plos  que  la  moitié  et  ensuite 
OD  reirandie  encore  du  reste  pins  que  la  moitié  de  ce  reste, 
et  ainsi  dé  snite,  on  pent  parvenir  à  un  reste  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  ;  on  établit  aussi  fkcilcment  cette  seconde  pro- 
position qu'on  ne  rencontre  ni  dans  Enclide,  ni  dans  Archi- 
Btède  :  La  différence  entre  l'aire  du  cercle  et  celle  d'on  poly- 
gone relier  inscrit  est  (dus  grande  que  le  double  de  la 
diffirence  entre  l'aire  du  cercle  et  celle  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  d'un  nombre  double  de  côtés.  Au  moyen  de  ces 
deux  propo«ilfODs,  il  devient  érident  qu'im  pent  inscrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  l'airo  difl^  de 
celle  du  cercle ,  d'une  quantité  moindre  qu'une  quantité 
donnée.  Archiméde  énonce  cette  proposition  comme  généra- 
lement connnc. 
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TiÉoataR  II. 

L'aire  du  c«rcle  est  au  carré  da  diamètre  comme  11  est 
à  1*. 

Démonilralion.  C'est  une  conséqaeitce  dn  thâorème  précé- 
deol  et  du  suivant. 

Obietralion.  Il  semble  que  ce  théorème  devrait  être  placé 
après  le  suivant ,  et ,  contre  scm  balntade ,  Arcbimède 
coonce  c^mme  un  rapport  absolu ,  une  sim^rie  approxi- 
malion. 

TaÈotitMK  IIL 

Une  circooCéreDce  do  cercle  est  égale  k.treH»  fois  Mo  fia- 
mètre,  plus  une  partie  moindre  qu'un  septième  dn  dia- 
mètre ,  et  plus  grande  que  dix  soiiante  et  oniièmes  du  dia- 
mètre. 

.  J)émoiutriUion.  l"  Partie.  Là  circooférence  est  pins 
petite  que  trois  fois  le  diamètre  plds  va  septième  du  dia- 
mètre. 

Soit  le  triangle  ECF  rectangle  en  G ,  et  ayant  l'angle  FEC 

égal  au  -^  de  quatre  angles  droits  ;  menons  1*  la  droite  EG 

bissectrice  de  l'angle'  FEC  -,  2°  la  droite  £H  bissectrice  de 
l'angle  G£C  ;  3-  la  droite  EK ,  bissectrice  de  l'angle  HEC  ; 
4>  U  droite  EL,  bissectrice  de  l'angle  KEC;  de  sorte  que 
l'angle 

faisons FE  =  306  j  al(H«FC:=153. 

^=9S«Se;  FG*=3340«;doac£C'=:70Sâ7;EC>aftS; 

BC         ses 

^  >  -     j  la  bissectrice  GE  donne  : 

FE-i-EC     EC      571 
FC      "GO'^lsa' 


N  Google 


àe.  IJi ,  on  itédoit  : 

ËcV  G?  _  ËG'      326041    E6       59U 
GC"  GC*       23409'  GC  ^  153 ' 

Od  connaît  donc  les  trois  eàtéa  dd  triangle  redw^le  GCE  ; 
H  GH  étaot  une  bissectrice  de  l'angleGEK,  oo  en  déduit,  en 
taïTinl  la  même  marche  que  ci-dessns  : 

EC      1162^    HE  -mai 
CH'*    153    '  HC-^    153 
et  pansant  aax  deux  autres  bissectrices  : 

EC       2334^    KE       2339^    EC        4673  f 
KG'*    153    '  KG-^    *53  '  LC  "^     153    ' 
Si  du  ptrint  £  cranote  contre  et  du  rayon  XC  ,  on  décrit 
nue  circonférence,  SEGeslle  diamètre  de  cette  ciroonrérence 
et  SLGest  le  côté  d'un  polygone  régoliw  de  96  cOtés  circon- 
scrit à  ce  cercle. 

96.2LC       96.153  _  U688  _  29376  _  1      9345 

■"    ^ËC~^  4673r~M73r~   9347  "~^~7  '9147' 

donc ,  i  fortiori ,    la  circonférence  divisée  par  le  diamètre 

psl  moinJre  qne  3  -  . 

2<  Partie.  La  rircooférence  est  plus  grande  que  rroîs  fois 
le  diamètre  plus  —  du  diamètre. 

Soit  AG  le  diamètre  d'ane  demi-rirconférence ,  et  CBA  on 


»  sDcoeaives  aG  ,  AH ,  AK ,  AL  ;  AG  bis- 
aectricedeBAG  ;  AH  taisaectriee  deGAC  ;  AK  bissectrice  de 
HAGj  en6n  ALbissectrioedeKAC. 
Prenons  AC  =  1560  ;  alors  BC  =  780  «t  AB  =  1351 
AB       1351 
'  BG  "^  ~78Ô  ' 
Soit  F  le  point  où  la  bissectrice  AG  coupe  la.  corde  BC  ; 
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AC  +  AB      AC         ...        ,  .       ,  ,       , 

un  aura  — ^ —  ~rp  '  Inaagles  recUnglcs 

CGF  et  G6A  sontéqaiangles;  donc 

^"^      ^^   ^_rAG      AC+AB     2911   ÂG*  ^8i  73981 
Cp=j.ci*»Wgc~       BC  780'^^     780-     * 

ÂG'+iïg      ^       90823^1     AC       301 3^ 
GCf         "^GC'  ™'     'GC        780   ' 

en  opérant  de  la  même  manière  sur  les  quatre  triangles 
AGC,  AHC,  AKG,  ALC,  on  IroDTe  sacccssÎTciDnit: 


CH^  2*0  'CK^  66  'CL^  ««  '        AC^aon;' 

or,  la  crarde  LC  eit  le  côtA  dn  polf gooe  régulier  inscrit  de  96 
c6lteiet 

96.  CL        63  36  _  253*4  _     1137 
AC  20171  ~  8069  ~     8071  ' 

8071  80710  70  +  'r^T      71  ' 

donc  le  përimèlre  du  polygone  de  â6  côtés  divisé  par  le  dû- 
mélre ,  et  ft  fortiori  la  drconférence  divisée  par  le  diamètre , 

donne  an  rapport  pins  grand  que  3~-.  G.  Q.  F.  D. 

ObtentUUm  l".  Archimède  se  contente  de  donner  les  ré- 
anltats ,  mais  D'cflèclne  pas  les  calcals;  ce  tfoi  est  à  regret- 
ter. Dans  les  estractioBS  des  racines,  il  prend  pour  approxi- 
mation le  reste  divisé  par  le  double  de  la  radne,  comme  ont 
bit  anssi  les  Arabes.  On  sait  que  les  approximations  déci- 
raales  ne  datent  qne  da  17"  siéde.  Il  est  certaïa  qne  ce  genre 
d'approximaliwi  n'aorait  pas  échi^pé  an  génie  de  rnatenr 
de  l'jirinaire  [r.  t.  I,  515),  si  les  anciens  avalent  en  h 
moindre  notion  de  noire  procédé  gra^iiqtw  de  nnmératioD. 
11  serait  instructif  de  savoir  ce  qui  a  déterminé  Archimède 
h  adtqXer  pom-  nombre  arbitraire  dans  la  première  parlic 
306=fi.3M7;eldans  la  seconde  partie,  1560=3  2*.3.â.l3  : 
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il  y  a  été  probablement  conduil  par  quelques  iagéaieuscs 
cofuiilératioas  d'aritbmétiqiic. 

Obiervathn  3.  Archintède  a  donc  ramené  la  recherche  du 
rapport  de  la  cireonrérçnce  an  diamèlre  à  ce  problème  :  Con- 
naissaot  nomérïqaement  deox  Cdtés  d'nn  triangle  rectangle, 
catcnler  les  longueurs  de  la  bissectrice  d'un  angle  aigu  et 
des  deax  segments  tmméi  sur  le  eCAé  opposé  à  cet  aagle  ; 
U  ^ipllqoe  successivement  cette  solution  aux  polygones  ré- 
guliers circonscrits  et  inscrits  de  13,  24,  të,  96  cAtés.  De 
nos  jours ,  la  théorie  des  polygones  réguliers  est  nn  cas  per- 
tiodfer  de  la  théorie  trigooométrîqne  et  forme  donble  em- 
ploi dans  les  déments  de  géométrie ,  ce  qui  n'a  rîen  de  snr- 
pi«Mnt.  Toute  la  science  ne  renferme  peut-être  qu'une 
dlxafae  de  proposItiOBS,  mais  que  les  auteurs  oal  le  talent  de 
préMBler  diacniie  vingt  toi»  sons  vingt  énoncés  dlfiërents , 
ca  qui  donoe  plus4'amplenr  à  la  science  et  aux  livres. 

Obmntaio»  s.  Selon  Archtméde ,  n  est  compris  entre 

'rt*''7ô- 

Or,  3^=3.U0U;  3^=3,14285;  cmnparant  à  la 

première  tranche  darapportde  Ludolph  3,14159,  on  voit  que 
la  grande  limite  d'Archiméde  est  moins  appeocbéb  de  it  qne 
la  petite  Umile.  Ainsi ,  pour  nn  diamètre  de  497  mètres ,  la 
drcooférence  est  comprise  entre  1561  et  1562  mètres  ;  en 
prenant  15^1,  l'erreur  n'est  pas  d'un  demî-mélre  ;  aussi  le 
rapport  d'Archiméde  suffit  dans  les  travaux  industriels ,  et 
•cnA  UM  source  d'erreors  dans  les  calculs  géodéaàques  et 
aatroBaanqnes. 

OèserMfion  4.  SMooe,  dans  son  commentaire  sur  ce  livre 
d'ArdUmède,  dit  qu'Apollonius  a  trouvé  nn  rappral  plus  ap- 
proebé  qne  celui  d'Archiméde  (voy.  page  474),  et  de  mèiK 
aussi  Glande  Ptolomée;  mais,  observe  Eudoce,  celan'Ale 
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rien  au  mérite  (t'Archimède ,  ear  il  est  le  premier  qui  ail  in- 
liiquù  u»  rapport ,  et  ce  qu'il  y  s  d'admirable ,  le  rapport  Ir 
plus  simple  et  néccasairc  box  besoins  de  U  vie,  np^  d^  toù 

Biou  Xpi(a<  ovccfxdlov. 

Le  rapport  d'Appolonius  ne  nous  eal  pas  parrenti. 

Celui  de  Ploléroce  est  3,1416666  ;  trop  Tort  à  padir  de  la 
quatrième  décimale-  Dans  sa  table  des  cordes  (_Atmagette, 
lir.  II},  il  doDue  pour  corde  è  l'arc  de  30  minâtes  O.SI'.SS", 

c'est-à-dire ( ! 1  du  diamètre;  rédaisant  et mnl- 

120  Vm  607 
lipliant  par  120.  ontrouTele  rapport  indiqué,  car  Ptoicméê 
divise  le  diamètre  en  120  parties  égales;  chaque  partie  en 
60  primes,  chaque  prime  en  60  secondes,  etc..  etc.  Tiète, 
dans  son  célèbre  mémoire  :Âd  jtt^tdant  mUiottet,  esfoae  ht 
premier  une  suite  de  théorèmes  sur  les  cordes  desarcsmalli- 
ples,  d'où  l'on  peut  condurelBS  foreuilesconaws  sorles 
b'gnes  Irigonomélriquos  des  arcs  multiples  ;  apfrfiqoant  ces 
théorèmes  aux  polygones  réguliers ,  il  en  conclat  les  limites 
suivanles  :  3,1413926535  el  3,lil5926537. 

[Opéra  Malhematica ,  p.  392,  odit.  Schoolen,  16*6.) 


SOLUTION  DU  PROBLBHE  90. 


l*(^.  59.)  Les  trots  polals  G&D  sont  sur  um  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  .\.  Car  la  angles 
DAC,  FAG  étant  égaax,  et  de  plus  la  ligne  F  AC  étant  droite, 
GADTest  aussi.  Si  l'on  joint  Ffi,  cf^te  ligne  est  perpondica- 
laire  à  GAO;  or  la  hisscctriot  del'aagk  A  étant  paralldle 
à  Fil,  est  aussi  perpendiculaire  k  G.\D. 
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2*  AL  est  perpendiculaire  k  GC  comme  AM  à  BD.  Les 
angles  BAL ,  C6B  étant  égaax ,  les  IriaDgles  GOB ,  AOK 
ayant  d'ailleors  les  angles  en  O  égaux,  il  doit  en  être  de 
mâme desangles  OBG,  et  AKO  ;  donc  ce  dernier  est  droit. 

Mtaie  démonstration  pour  prouver  qoc  AM  est  perpen- 
diculaire h  BD. 

3*  AOssAR.  Les  deax  triangles  GBD  ,  AAD  étant  sem- 
Uables,  on  a  la  proportion 

(1)  BG  :  AR  ::GD:  AD. 

Les  triangles  lemblables  CGF,  CAO  dtmneot  aussi 

(2)  FGouBG  :  AO  ::  FC  :  âC, 
mabaumoj'eD  des  triangles  semblables  GFA ,  AGD  un  ob- 
tient successifement 

AD  :  AG  ::  AC  :  AF, 
d'où 

AD+ AG  :  AD  ::  AC+  AF  :  AC, 
ou 

OU:  AD::CF  :  AC. 
Gomparanl  cette  propwtion  aux  précédentes ,  on  en  déduit 
l'^gaUtè  de  AO  et  AR. 
jàw       kjt    nn 
*'  AL  ~  Te    OG'  ^^^f""""  ***■  **  triangle  AOR  étant 
isocèle ,  il  s'ensuit  que  OR  est  parallèle  h  GD  ;  donc  on  a  les 
proportions  : 

BO  ou  AM  :  RD  ::  AB  :  AO. 
UO:GCouAL  ::  ARouAO:  AG, 

multipliant  «a  proportions  membre  à  membre 

AM  .  GO  :  RD .  AL  ::  AB  :  AC, 

d'où  AM  .  GO  .  AC=  AL  .  AB  .  DR, 

ce  qui  revienl  h  l'égalité  ci-desios. 

Um.n  HxntK  III.  40 
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..   AN       AG  .  GO    ,  .  -„    _    ,,  .... 

AIL        Ad  .  UK 

quadrilatère  AKIN  dans  udc  circonfératce  (ce  qui  est  po*- 
rible  d'après  ce  qoe  l'on  a  vu  plus  haui) ,  l'angle  KMI  sérail 
^al  à  l'angle  KAI  comme  ayiint  même  mesare;  or  il  est 
aoni  égal  à  BLA,  donc  le  qoadrilat^  LKNNL  est  inscrip- 
liUe.  Traçant  la  drconrérence,  lesdeas  aécantea  AL,  AM, 
iuues  dn  même  point  A ,  donnent  le  rapport 

AN        AL  _  AC  ■  GO 

AK  ^  AM  ~  AB  .  DR, 
d'aUleara  on  peut  aiusi  le  prourer  de  la  manière  «ivante  •. 
an  moyen  des  triangles  semblables  AOK ,  GOB  on  a 

AK  :  GB  ::  AO  :  GO, 
et  de  même  par  les  triangles  semblables  ANR ,  DRC 

AC:  AN  ::  DR  :  AR  =  AO; 
mnltiptiant  ces  dmx  proportions  membres  b  manbns ,  on 
arrive  h  la  s(^tioa. 

6*  Les  droites  AIH ,  BD ,  GC  le  coupent  as  même  point. 
Si  je  prouve  que  les  tixsegmenUAO,  BO.  BS,  SG,GR,  RA 
jonlisenl  de  cette  propriélé  qoe  le  produit  (*) 
AO.  BS  .  RC  =  BO.  se  .  AR, 
lesligneBAS,  BR,DC  ae coopermi an  mêmepoiold'aprts 
on  théorème  conaa  des  transversales.  Or,  AO  =  ARi  dooc 
i)  fmt  prouver  l'exactitude  de  l'égalité 
fiO.SG  =  BS.RG, 
h»  triangles  semblables  (jOB  ,  AOC  donnent 
GB  oo  AB  :  AC  ::  BO  :  AO, 
de  mèoie  les  triangles  ARB ,  RCD  doutent 

Afi  :CD=An:RC=AO:  rc^ 

(*]  t4l«UrB8miBqnidtw  It livre. 
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mnlli^int  cet  deox  proportioa  lerme  h  l«me ,  ob  a 

âF  :  Âc'  ::  BO  :  RC. 
or  on  a  aussi 

Âb'iÂc'  ::  BS  :CS. 
dooc 

BO  :  RC  ::  BS  :  es 
el  fiO  .  es  =  RC  .  BS. 

Si  l'oB  eoottmiHÙl  les  carr^  éam  le  «us  inTcrse  on  verrait 
qae  la  même  proprîMé  »  encore  llea. 

Si  l'oo  (volonge  AH ,  GF ,  ED ,  cos  Irois  droites  se  coope- 
root  «n  hd  même  point.  Car  soit  P  le  poiot  de  rencontre 
de  GF  avec  ED  ;  joignons  AP  i  l'aigle  FAF  =  CAU  d'après 
l'^Iilé  des  triangles  ABC ,  PAP.  De  pins  l'oo  voit  que 
AP=BC  =  SH.  Si,  fan  lien  decarréSiOacoDstmisait  sortes 
Irois  oAtès  da  triangle  ABC  des  rectangles  semblables,  les 
mteies  propriélés  sabsisteraieal  encore. 


COIfSTROCnWf  BO  RATOn  »C  COURBORE  DE  L'ELUPSE 


Od  tait  qne  l'elHpse  est  engendrée  par  le  sommet  T  d'nn 
triangle  TAB ,  lorsqu'on  Elit  gtisser  les  extrémités  de  la  base 
sur  denx  axes  fixa.  Ce  mode  de  description  est  souTenl  em- 
pk^é  dans  la  construction  des  é|Hires  ;  mais  alors  on  rédnit 
toiffi— gle>  sa  ligne  da  base  AB,^  plaint  le  som—tT  en 
on  point  quelconque  de  celle  ligne. 
'  Dans  tons  les  cas ,  on  sait  que  si  ou  élére  en  A  et  B  deux 
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lignes  perpendicalsirfv  respectiTeoient  am  axes  directean. 
ces  ligoea  te  rencontreot  en  O;  la  ligne  10  est  à  chaque 
instant  la  normale  de  l'ellipse  pour  la  hIosUod  âcUielIe  da 
point  décrirant. 

Dons  tons  les  cas  aussi,  on  paarra  constmire  le  niy<»  de 
courbure  à  l'aide  de  U  remarqne  gaivante  :  Abaiaez  da 
centre  de  la  courbe  (point  de  renconire  des  axes)  ime  per- 
pendiculaire SOT  la  normale.  Soit  C  le  pied  de  cette  perpen- 
dicolaire.  Le  rayon  de  conrbore  est  une  troisième  propor~ 
tionnelie  aux  lignes  TC  et  TO  ;  c'est-à-dire  qu'on  a 

expression  très-facile  à  construire  ('). 


QUESTION  D'EXAMENS. 

De  kmi  lt$  iriangkt  ùucriU  dans  mu  ellipK  et  dont  un  côté 
paue  par  un  foyer,  quel  e»t  le  triangh  maximum? 


1  èléia  de  l'fiMto  roIjIMbBlqira. 


{Fig.  79.)  Soient  1°  F  le  foyer,  !f>  GN  la  direction  que  doit 
prendre  le  côlé  cherché ,  il  est  clair  que  la  condition  de  maxi- 
ninn)  imposée  an  triangle  exige  que  la  tangente  k  l'ellipaa  au 
point  H  soit  parallèle  à  la  ligne  GN. 

Soient  !•  oX  le  diamôtrc  parallèle  à  la  directimi  GN;  a*»Y 


OCMt  m*  MIc  «én*nlliiUoa  da  IMortoa  da  H.  Dopla  (DItihjpiimli 
AGéoM^lrH,  p.  ïl},TO«tltgal  ■■  dami-dilmMce oonjogué  iceinîqal  puM 
par  T;  )<  poinl  T  iMeril  iiiH  pardon  de  drolle,  lonqne  la«  wii  ptlaw  A, 
B,  T  Bt  1*  tmnin  wnl  for  un  atmn  sciele.  Le  liw  di  pvlal  O  ati  miw  elnM' 
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ledUmMrecoaji^QédaiNrAeMail;  S*«,  a  letangleidecei 
diamdtrea  ivec  le  grand  axe  i  4*  oF  =  c  =  V^o' —  A",  od 

^•t^+  ^i''^  =  '>.*^i'  pour  l'éqoition  de  relUpie  ; 

VN  X  NM  sin  (a* —a)  pour  la  meanre  du  Iriangle  cbercbé. 

1*  Le  fadeur  TN  sen  obtenu  eo  remplaçant,  dam  l'équa- 


Si,  diDg  octie expression ,  on  remplace a'2i's{n(a' — a)  par 
leon  valean  dédaites  des  relations  connues 

a.'b'  sin*(«' —  «)  =  a'b',     a'  =  ~ 


rtin  a+t' 

on  obtient  la  valeur  de  VN  en  fonction  des  qnaDiilés  con- 
■MMo,  A,  cet  de  l'indétamlDéesina, 


C'iln  a  -)-  if' 


a*  Le  produit  TNainfa' — o)  sera  obtenu  en  se  servant  de 
l'ègàiM 


in{«'-«) 

Cette  é^lilé  est  transformée  par  l'interventioii  des  rela- 
tioQS  (A)  en 


VM  8in(ï'—  a)  =  c  sin  «,+  k  c'sin'a  +  b*  ; 
la  surface  dn  triangle  eut  donc ,  après  avoir  représenté  sin  x 


c's'+  fr- 
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et  on  diMt  dnMher  le  iraxieuiB  de  T 


Li  déméeetl 

ou  ,  aprâa  réduction , 


(e-ï'+n 


(_  c'8'+  *•—  CE  \/c*ï'+  f) . 


Le  polynôme  —  c'z"+  fr'—  «K?^-i-T»  éfiïé  k  riro 

a  OU  »ina  =  d=- — -î. 

Or  l'elUpM  donnée  peat  présenter  (rots  droooslueet  : 

6<ct/3,       A  =  cV/3,        &>c(^. 
fSiooa  Â<ck^,  ou  c>|,l'cdIipMeriM 

allongée ,  et  Is  ralenr  analytique  qoi  donne  le  manmnm 
étant  inférieure  à  l'unité ,  l'ange  a  existe  ;  et  la  valoir  de 
sin  I ,  substituée  dans  la  mesure  (B)  dn  triangle ,  donne  -. 

Or  celte  valenr  est  celle  dn  triangle  maximam  général  inscrit 
dans  l'ellipse  :  on  peal ,  en  effet,  reconnaître  qne  la  droite 
GN  est  le  c6lé  de  ce  dernier  triangle  ;  ce(te  droite,  menée 

b 
avec  l'indinaison  caractérisée  par  la  condition  sin  i  = , 

par(agi>  en  deus  parties  égales  le  demi-diamètre  conjugué  de 
celui  qui  est  parallèle  à  cctlc  droite  :  on  a  alors ,  en  effet , 

csina     _  b, 

"    ~sinf,'— a)~2  ' 
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,  pu-  l'oBiiiloi  dM  rehttioai  (A) , 


ic  Bina  =  V  c'âma  +  fr" , 

égalité  execte ,  li  od  reiaplace  sioa  par — -^  :  aiosi  dans  les 

cVÏ 
dlipees  éln^nées  de  l'état  Gircalaire ,  le  triangle  cbercbé  est 
le  triangle  maximum  général  iiucrtt.  \a  même  drcoosluKC 
se  reprodDÎt  loraqac  l'on  a  fr  =  c  l/â,  et  la  ligue  GN  est 
alors  perpendiculaire  aa  grand  axe. 

&°  Si  l'on  a  fr  >>  c  V^a ,  l'dlipse  dontiée  k  rapproche  de 
l'état  eircolure ,  la  conditioD  analytique  da  masimnm 

h 
z  := est  étrang^^  à  la  question  ;  or  le  maximum  rela- 

tlf  est  akws  dminà  par  la  condltim  s  =  l  ou  a=go«i  il 
suffit ,  en  ^et ,  de  démontrer  que  la  fraction  (C)  cfiM  pour 
tontes  les  valears  de  z  Inférieures  à  l'unité,  ou  que  la  dri- 
vée (D]  de  cette  Toofilion  reste  positive  poor  les  valeurs  s-<1  • 
Or  on  a  toajoars  : 

—  c'>'+  6*—  c»  V^«'s'+  *■  >  0 ,  (E) 

Inégalité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 
cz  l/c*»' —  b'  <  V —  c'a"  ; 

or ,  lorsque  l'on  a  z  <  1  cl  6  >•  c  1^3 ,  les  deox  membre» 
de  cette  inégalité  étant  positifs,  on  peot  élever  an  carré,  et 
OD  a ,  après  réduction  : 

3c'z"<*', 

in^alité  qni  cal  vérifiée  dans  les  conditions  actu^'lles. 

Ainsi ,  lorsque  l'on  a  &>cl^3,  la  droite  qui  donne  \e. 
triangle  maximum  relatif  est  perpendiculaire  au  grand  air, 
et  la  nwsare  de  ce  triangle  est  : 

^:iî±i\  (F) 


N  Google 


On  peut  d'ailleurs  démontrer  qoe  ce  maximam  relatif 
tend  à  devenir  égal ,  mais  cet  tODJonn  inférieur  ao  maii- 

mam  général  — 7 — .  En  effet,  la  condition 

caa  |/fl'— 6'=ou  <- qoicMTcspondà  *>  cV/â, 
donne  le  réMiltat  suivant  : 

Sa* 

on  *■  =  >  —  , 


(!+") 


3a\/i 

a         ~-^      4      ■ 

Or ,  puisqae  l'on  a  c  =  ou  <  - ,  ai  on  renqriace  dans  le 

premier  membre  de  cette  dernière  inégal!té|parc,ce  pre- 
mier membre  doit  devenir  inférieur  oa ,  au  plm.  Égal  an 
deasiàoe  i  «m  a  donc  : 


>-(^)  =  <^' 


On  pourrait  examiner  les  condiliODS  nécessaires  pour  que 
le  triangle  inscrit,  dont  deux  cdiés  passent  par  les  foyers , 
floil  maximum  ;  mais  il  est  clair  que  ce  triangle  est  celui  que 
l'on  obiioDt  en  nnis^aol  le  sonimrl  du  petit  axe  aux  deux 
foyers. 

Note.  Un  polygone  d'aire  maximum  absolu,  d'un  nombre 
de  rôles  donné,  inscrit  dans  une  ellipgr ,  est  la  projection  du 
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p(4}rg<Mie  régulier  d'où  même  nombre  de  edU»  et  iucrit  dans 
le  cercle  dontrelUpseeatla  projection  ;  le»c4>ltedap(^goiie 
iotcrit  dans  l'dlipse  toachent  donc  ane  aeconde  eUipse  oon- 
wntriqoe  Kinblable  el  aanblablement  placée.  Si  le  côté  do 
polyguoe  doit  passer  par  dq  point  Sxe,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer ;  si  le  point  fiie  est  hors  de  la  seconde  ellipse  >  il  ;  a 
deux  soIoticHis  i  si  ce  point  eal  snr  l'eUipte ,  les  deux  scdalluns 
se  réduisent  à  une  seule  i  si  le  point  est  dans  l'intérieur  de  ' 
rdlipse,  le  (Ht)blèoie  est  impossible  ponr  le  maximum  abado  ; 
mais  dans  ce  cas  la  question  pent  être  ramenée  à  la  question 
analogue  pour  le  ceràe.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN,  en  184*  (*). 


t.  Faire  voir  qne  dans  l'extraction  de  la  racine  m**^ 
d'no  polyodme  entier  par  rapport  è  jr,  les  digrés  des  restes 
SDCcessifs  vont  toujours  en  s'abaissaut. 

3.  /(x)  est  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport 
à  .r,  /  est  la  limite  sopérienre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(x)=0(  si  dans  le  potynôffle/(j:)  on  substitue  à  la 
place  de  x  une  suite  de  nombres  f,  T,  l"\  etc. ,  croissant 
et  plus  grands  qne  t,  les  résnlUts/[0,/ini/(''*).  etc.,  de 
ces  snbslitutioiis ,  seront-ils  aussi  croissanls  f 

3.  Soient  o,  6,  c  les  trois  racines  de  l'équation 
j:'  —px*  -\-qx  —  r=<i. 


O  H,  l«pi«tM«MrLèonAinsaU«UT»BlBiaM(MiaiaaDiquer  enqDMtiani 
On  ta  donnari  Im  «aluiion)  lUndi  courinl  de  iBii ,  «fui  ciaectlki  dn  i|»>- 
Uani  pour  r«lBi»)«B  i  I'&n1«  aarmitB  ei  p«nr  l'igirtsitlra. 
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GalcBlorla  somibe  d* -f-t>'-)-e* ,-  oelte  somaie  pcnl-dk 
donner  une  limite  supérieure  des  rMines  porittTea  de  l'é- 
qtulioo  f 

4.  Trouver  le  nombre  qui  sabslitué  k  la  place  de  x  reud 

à  la  fois  lea  deux  fractioiu  — - —  et   ~~-aitife«ij  peol- 
OD  Ttur  à  priori  que  le  problème  est  Impotsible  > 

5.  Ud  nMnbre  pent-tl  être  k  la  fois  un  qoarré  et  on  oibe 
parfait ,  ftans  être  une  sixième  puissance  ? 

6.  IMscater  par  la  résolution  directe  et  par  le  théorèoM 
de. M.  Stann,  l'éqaalion  or"' +  A j:*  +  c  =  0.  Mmilrer 
l'idratité  des  conséquences  de  ces  denx  modes. 

Géométrie  anaiyhfiic. 

1.  Cooditloos  pour  que  les  denx  tangentes  meoées  d'an 
même  point  h  une  parabcde,  soient  égales. 

9.  Etant  donnés  en  graodettr  et  en  direction  les  axes 
d'une  ellipse  ou  d'ane  hyperbole,  déterminer  graplûquement 
en  grandeur  et  en  direction ,  et  sans  tracer  la  couttie ,  on 
système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
donné. 

3.  On  mène  à  une  parabole  qoc  suite  de  cordes  parallâes 
qoe  l'on  partage  dans  nn  rapport  donné ,  Ironver  le  lieu  des 
points  de  division. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  langeais  i  une 
parabole  et  h  sa  directrice. 

5.  Le  point  de  division  d'une  droite  de  longueur  [a-\-ù), 
qui  glisse  dans  un  angle  droit,  décrit  une  ellipse  dont  les 
axes  sont  2a,  2i>;  en  quelle  position  celte  droite  est<elle 
tangenie  k  celle  elIlpRC  ? 

(>.  D'un  point  donné  mener  ii  une  parabole,  une  séante 
dont  la  corde  d'intersection  soit  d'une  longueur  donnée  >  et 
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tnMTct  l«  Um  da  ■oHDcl  de  l'Mgle  clrcowirit  à  celle  pa- 
rabole et  ^iDl  coUs  corde  poor  oorde  de  eoMaet. 

7.  TraarerlelieadMinilienxdntiiigeBMiaDecoaiqiiD 
(«nninée»  as  pt^Bt  de  coalact  et  k  l'axe. 

8.  DélMTOiaet  one  ellipH  pisiHt  pur  nn  point  domié 
d'une  bjpeeMs  et  ayant  les  méoea  toytn  qa'elle. 

9.  Sur  le  grand  axed'imeeUipae,  et  def  deux  càU»  dn 
centre,  on  {rend  dea  diataDces  égales  è  une  longaeor  don- 
née ,  exprimer  la  «Hnme  des  distances  de  ces  deux  points  à 
un  point  quelconque  de  l'ellipse  ;  condiUont  pour  qoe  cette 
somme  soit  rationnelle. 

10.  De  ce  que  la  somme  on  la  diOârence  des  qoarrés  de 
deux  demi-diamètres  d'une  ellipse  on  d'une  hyperbole ,  est 
égale  k  la  somme  on  à  la  différenre  des  quarrés  des  axes, 
pent-on  conclure  que  ces  diamètres  sont  conjngaéB  > 

De  ce  que  la  surface  d'un  parallélogramme  circonscrit  a 
une  ellipse  on  à  une  hyperbole  est  équivalente  k  la  surface 
du  rectangle  des  axes ,  peul-on  condnre  que  les  côtés  de  ce 
parallélogramme  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués? 

f  1 .  Déterminer  graphiquement  et  par  l'analyse  une  para- 
bole tangente  en  deux  points  docinés  h  denx  droites  données. 

12.  En  quel  point  de  l'ellipse  la  tangente  fait-elle  avec  le 
rayon  vectenr  mené  au  point  de  contact  nn  angle  de  45°  ? 

13.  Trouver  sur  la  circonfërence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  de  l'extréoiilé  du  petit  axe. 

Remarquer  pour  la  discussion  qu'il  faut  non-seulement 
que  l'ordonnée  dn  point  soit  réelle ,  mais  encore  qu'elle  soit 
plus  petite  que  l>. 

Statiqvt. 

1.  Lieu  des  centres  de  gravitù  des  paralléiogrammos  con- 
struits sur  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole. 
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3.  En  appafMt  la  pointe  d'an  cnjon  cMtre  m  81  doot 
les  deux  exIrémMs  sont  fixén,  le  crayon  décrit  ue  eUi|Mei 
qoelle  est  en  chaque  point  de  la  coorbe  la  tenrion  du  fil ,  «1 
en  qnel  point  e8t-«Ue  b  pina  gnode  od  h  plus  bflrie? 
Trourer  le  lien  décrit  par  le  centre  de  gravité  dn  81. 

3.  Trourer  la  résultante  de  deax  forces  ccmconranles; 
mais  dont  on  n'a  pas  le  pcrint  de  rencontre. 

4.  TroQTcr  les  tensions  boriiontalea  de  deux  dons  aox- 
qnds  est  attadié  an  cordon  tenda  k  angle  droit  par  anc 
force  Terticale. 

Géométrie  tkieriptwe. 

t.  Étant  donnée  la  projection  hn-uunlalc  d'un  point  d'one 
surface  cylindrique  k  base  qnelconqae,  trouver  la  projecticKi 
verticale. 

t.  Plan  tangent  à  la  q>hére  en  an  point  de  cette  surface , 
donnent  |vojec(ion  ttorizonlaie. 

3.  Construire  un  Irièdre  dont  on  donne  on  angle  dièdre , 
et  les  deux  faces  qui  le  compnonent;  une  des  faces  est  na 
angle  droit. 

4.  CtHistmctlon  des  polyèdres  réguliers. 

5.  Inscrire  une  spbtee  dansnn  tétraèdre. 

6.  On  donne  nn  plan  et  la  projecticw  horiaontale  d'one 
droite;  déterminer  sa  projection  verticale,  coonaissani 
l'aide  qne  cette  droite  fait  arec  le  plan. 
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J'  =  «'±l/x'— «X, 

^=x-— i±\/ïc:i, 

X 

j^=x±  Vx" —  Il 


r'  =  x<  +  x, 

^  =  x'-l±V/?=î, 
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p  =  COS  w  +  2  sio  M  , 


^      l+tong-' 

""    ~   SiD2u' 
p  =  1  -l-âCOSw, 


flinw+coe*.  ' 
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lMIOT,pf»r«UMir  ÉDOollégiSilDl-LoDii. 

Nom  ht  le*  polTtanM  rtfaWmt 

ANNE  (Um)  ,  inolcn  élè»  â»  l'&iile  poljtecbDJgDC ,  rtptUleur  du  calltgc 
LoBi»-l«-GrMid. 

■  poliRODe  à  )■  fali  Inieiil  ai  cinanicril  i  dcoi  polj- 
MMnihUblci  dont  iMrtté*  •OUI  panlIMM;*!  dwn  qHdrila- 


droonrérenMi  IcnnqnatradiiconilMMi  coupent  ■(■  m^nie  psLni. 
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DE,  IfS ,  panlIélM  i  ACBDF,  D'P  à  ABi  Im  triangle*  BHS',  TUT 
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HlarmlDer  namèriqMmant  m  grapnlquemenl  le*  tlémanU  d'am 

Dleba  dont  ondonna  I»  lUTtace  al  la  capaclU i 

BAHY  (Emile) ,  proFeiHar  au  eoMtfe  da  CharlapuigM. 

Suilqus  appliquAa  an  magnéllliDe  pour  corriger  le  défaut  da  cea- 
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BONNET  (Otilan). 

I>étènnlD«rdan>ii«ecDniqiielaBMiBalaqitilnlerMptela  plu*peUle 
air*  an  laploi  peUtan>,atda  Ion*  lea  triaaglaa  da  mtnM  pArlmétte 
aida  inêaie  anThee  calnl  dont  lai  cMtrMil*  gnnllèd«la  ani- 
IWa  at  da  pèrlntm  ant  k  U  iMliwIn  a«  1  la  pini  granda  dlHMMW 

l'an  de  l'aalre 

Qaadrainra  de  la  courba  yt— «t   j* 

Tbéardma  do  Fourier i 

BODVEIUT ,  aneien  Utre  d*  l'ËMle  p^jtMliBiqM. 

llgoriUime  dn  plui  grand  camman  dltlianr  alg^riqae 3 

BRBTCmiDeCbiDp),  ingéntenrdM  ponl*  elebaDH^M. 

Con«id4raUon**gr  lei  tlèmantadetlaUqae 

Nota  lar  on  Boda  paniMlier  de  dMsrlpliaa  da»  UfDa*  et  *ir(MM  4a 

neond  ordre 

Nale  lar  lea  eonrbea  parallf  lei  i  l^llipie. • 

CATALAN  (E.),  r«p«ilaar  A  l'Scolepoljlacliniqna. 

AlgoritluM  d«  l'anal)*e  Indèlerminte  du  premier  degrè- 

Nota  lar  U  Mrolda 

RaelUeitfaB  d'un  «nicla  aar  Ici  itriai  Lrlgonomèiriqufi 


n  Nmi*  4*f ••>  ce*  uUc*  A  PeiMuM  oblig«anee  de  H.  la  pralfK.  AnB<  I  Léon). 
An.  oc  HiTHlH.  III.  W 
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CHtBBHT  ,  pr*ICMMit  i  l'£«*li  MMia. 

PropoiiUoDi  lur  Iti  nombril.    .     .    .  '. IM 

CREVILLABD  (A.),  proreiMiir  i,  Sarttt, 

Difcnei  pwsoann ,  en  noitbre  qnsIcoixiiH ,  ■'tunL  diiinbM  dilTs    . 

de  11  diilribuiion  dei  objeu MT 

CHOQUET  (Cb.)- 

NdU  inr  ]■  rMoInttan  de*  ^ationa  du  qiulritme  étgrt «M 

Lien  de*  umnieu  de*  mglei  circAn*erl(a  à  nne  eoniqac  et  dogl  I* 
«orde  de  coDttct  cil  *u>  d'un  foyer,  «oD*  1b  mCmeuigle.  .    .    .    43t 

OOLOIIBIER(I>.&.  G.),rigentdeiniUieniaUqi>H,  t  Bélier*. 

Prapriélé  ds  1*  diviiion  h«rnigak|u« M 

CUtIPT  (Emile),  bieheliar  tt  *oiei]eei  matbémiliqun. 

Ovel  M  le  nombre  de  permauUoni  de  m  letliai  A,  l,c,  Ho.,otlD- 

eune  lellrt  n'eil  1  w  pièce Wt 

DAURUC  (VMbka),  prafMMar  de  nutbimaUiiiiefc 

Thtorle  d»v(peur>. m 

DELADtaÉËRE  {A««uM*},  liiencit  é§  «icDcei  pkjilqiM*  el  luUiêMa- 

necherche  de*  neinei  oompleiei  itrséq«iUoB*nDniMque*.  .    .    .     tt 

HiilmaDid'an  produlldo  nctenn  (hni  la  Mmnw  erta lU 

MalUBeoUondu  cobe.  aat 

DBSBOVBS ,  protMleor  i  Hécon. 

Condllion*  de  rét  lilA  de*  recine*  de  l'équiUon  léuerile  du  <|iulritina 

desr* M7 

DESIIAU8T  (K.),  iMiBB  «lire  do  rScolg  paliUobntque. 

Tnlertedioni  raMciiive*  de  drelm  wprt^wWe*  par«ne  ^qntlon 

eonlenant  sne  vtTiiMe lït 

fnicraeclivni  iiteeeMirel  de*  Mrdet  de  toamt  da*  ingte*  elnon- 
■crjti  à  an»  courbe  et  lyiDtponr  iDmnieU'tM  dlTen  polaud'iin* 

TrliDRle  maiimoin  inieril-din*  une  cliipie iM 

PARCr  (Annind) .  anclan  Hère  de  l'École  polytechnique. 

Conibe  dont  le  rayon  de  cogrbnre  a  un  rapport  conitanl  avec  la 

ptniedela  n»rB*la)Meni«pléo  «aire  laaaurfcact  iw«  draîM  Oie.    M* 
Noio  *»r  le  nombre  r. sli 

FAURX  <p.) ,  éliTC  rie  nalhtmallqoei  apédalo- 

S«pirationdeiiacinndel'£quaUoncoBaplèt«dulroi*iiiae  degré.    .    iM 
Lien  de*  aoeimeu  de>  recliDglei  ayant  pour  enté  on  rayon  Tcctcur 
d'une  parabole  oi  panr  dlaienale  la  norarfe  lamAt  I  l'eilrtMltB 

tie  ce  rayon  TealMT.  .' les 

SolnUon  dn  probMnie  M ir: 

FERRIBR  (Louill ,  el#ve  du  colItfK  de  MIcod. 

Lieu  d'un  point  du  (rend  aie  d'une  ellipie  qui  r»ule  dan*  l'inléricar 
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PINCE,  dMtwt  UuiMtim,  fnl— iir  ■■  mU^>  d*  auiikaoTt- 

Raehcrcba  dn  neloM  MiDpInu  dcitqoiUsBi  nantriqua*.    ■    •  *i 

I!m*«R*iitAiMHd*gé*MMa«MlTtiqM. i«.    Ml.  SI) 

TMwtBe  de  DanartM. lit 

GteONO,  rédiclcar. 

Noie  inr  Ici  nciD(islii6nln  dei  tqDidon» SX.  t> 

Noie  inr  le  prablton  du  hiaiMm Ht 

BUUnI  okcaUire M 

AdiIjm  do  programiM  d'irîthiD^llqiie  de  M.  CastclniD m 

SoloUoi»  g^mAliiquBi  det  qunllons  prcf  oiéei  la  csneanra  géai- 
nl  de  Itu  ea  malbAmallquM  ipteiilei  eL  eu  malbémillqaei  é\t- 

nenUirei (Si 

Conilrnclion  dearâelnndel'ëqatlion  camplèle  da  qtMlrKme degré.  R] 

fiOtlGIS  (Ëlie),  ilère  do  ralltie  Suwi&l»,  admii  i  l'Écala  paliWdinifiw. 
Si  une  parabole  a  un  [ojer  el  un  polaLUiea,  aon  lammsl  ait  me  nue 
«pieycloTde  engendrée  pai  le  point  d'ana  cireantérencfl  roulant  lur 
ane  aulrs  d'égal  tajau. 134 

GDILHIN,  ancien  tléie  de  l'École  namBle.  ptofeiaenr. 

Pilei  de  boaleli M 

De  combien  de  maniérci  peul-OD  decgmpoKr  eu  facleuri  du  p'^"* 


Combien  }  a-l-ll  de  nombrei  dlITéranu  dini  la  table  de  Pylbagore'    : 
HUBT  ,  régent  de  phyilque  au  collège  de  Ptmlen. 

Centre  de  grinilé  de  la  surhCB  totale  d'un  tronc  de  eOne     .... 

hn  roteei  TepréKntéea  en  ïrindaur  «(en  dlrccllon  par  1rs  eflléi  ifnn 
poljgona  plru  Ds  gauche  le  tédoiMnl  à  un  eonpie. i 

Barfacai  al  volnmei  aogcndréi  par  la  léTstalion  da  potycaoei  ré- 

gallna Hi.    ! 

LBBESGUE  [V.A.),  proFaaieurà  la  (acalledeBoideaut. 

ReetiAcalian  reliU»e  ani  racinai  caniplaïaa  <«a  éqnwliii.    .    .    .    i 

Baoarqne  anr  les  ligna*  inca 

Naie  HT  lea  nombrea  parfait 


doBl  *a  doana  la  Tel— e  larbaitt  qi'il  doit  «ira  «ne  toaatiow  nt- 
lionnalle  de  mu  rnjan  de  baaa  et  ds  la  baoteor n 

■IRCOU  (3.),  élére  da  collège  de  BeMncon. 

Solaltonde  la  qneiUon  propoiéeaneaneodn  d«  l'école  normale.    .    mi 
Praprièlede  la  ciualde 4Tj 

MARE  (ArJalWt),  «téie  da  collège  3t.-Lonla,  IniiiiniiBn  Barbeu 

à  «n  «et«l«  ant  poar  aaMmiiéi  lea  lii  laaiaMi 
dont  la  anrface  ett  double  de  celle  da  trintle. 
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M4TBIED  (l«»fW).  «*»•"•«'*«•'*"""■  "™"  ■  •^""" '^•™ 

m«t  un  Mlol  flM  el  poM  hypoWnii»»  om  eoida  d'un«  oi>ntqw>m 
ODBiBeondewniqwdoBl  lepoial  SM»«nnde»(oïer».    .    .    .    i 

PropaHM  dM  midUoei * 

«BRUEUX  (Édoiurd)    èl*r>  da  oollég»  L«iU»-l*-ff»">d- 

Cooditiani  p«iiqiiele«d4fivé«  dopoljoûnn  «■  +  P,4'"— '+««. 
dBpaii  l>  ,«-•)'*"  ioKu'*  '•  [»-0*^  •!««  ""»  r.ou.e«.m-    ^ 

HESNABD  ,A™wid) ,  *l*»e  da  eollig*  ChtriMMfB».  inrtmlion  Conu«l. 
•dm»  à  l'EwlB  pollWcbDlqDC. 

SolniiDD  soarDDDée  dn  prix  iThciDDnirdauluoMi  coiwoiin(é- 

D«T«I  il« ' 

mDT',  «Mies  ptoteueuT dtkii*  Iw MU4g«*'n>iux. 


Eiuictien  de  li  ncioe  cabkpiE 

FoKuni  de  DeKirlei ■ 

Con«tniciionduronliulM*ln(a*>)clcai(alt]-  < 

HJDR&UES,  pntguaar  lu  colltm  da  Rbvdet' 


PBTHONNr  (4).  *l*«du«ill*geS*inl-Loiii>,  idnii»  i  l'Éwl»  »olIl«»- 
Lepérimèue  d'une  ellipie  eil  taiOaun  caniprii  entre  !:(•  +  *;•« 


llcelîflctiioB  de  It  ejelolde. 
Con*traelion  de  «  —  — .  . 


FHOUBKT  (A.),  éltie  du  e«ll«ge  d'Aueh. 

Mlsrmlner  griptalquemcDl  In  ■ommetid'an  polT(on<  etmTeia  d'an 
nombre  impiir  de  cAM>  dosl  an  donne  lei  point*  mi)i«Bi  d» 

PROUHET  iE0>prole*»uri)BM)l«8*d'AiiGb. 

PlDf Morledliunced^npMuttnavdraiiaoad'DBpainlialpIiD.    i 

PRUOOT  (H.),  prer««Mur  da  nutbtaiitiquei. 

Qiudrilare  de  l'hyperbole S 

HISPAL,  tliio  du  collège  de  Rouon,  ImUMUon  hérit  admi*  à  l'École 

OnauileNBleMriHiecMiqiwo*  blon  nne  conlqaaTanla  dini  m 
iigla.  Tnam  le  tin  d«arii  pu  oti  poinl  do  l'ingle  au  par  ■>> 
pointdu  plinde  laeoaibc. 
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SI  an  tritD|la  ABC  Ml  Inierit  dMi  ■■•  M^qn*,  la  paiM  A,  !•  pi 
du  b4U  BC  «I  1«  inllitn  da  li  .portloB  d«  laau  ptraHtK  i  ta  H 


CD  ligne  dnlUi. 

HOOEB  (tmlla),  élira  dn  collègfr  SalntJ^uO ,  tnalitotian  de  H.  dt  Hcumc, 
■dml>  i  l'Éaalc  poljleehnkiiu  an  iMl. 

■a  da  1«  qneMian  propaate  au  canFooii  généitl 


ftOGCET,  prataitaiir  d«  malhènwllqnci. 

HeiigoM  da  PMeil SM 

SAHDUDâ  (Ad.) ,  prafMMr  da  pkTalqBa. 

Lofi  du  rctroldliaenianl m 

SERRBT  [1.  A.]. 

SolnUan  da  la  qnailian  prapaaéa  an  «MMV*  a*B4tal  da  IIM  «i 
mathtaaliqiiM  «ptcMai' *u 

TARNIEB ,  pratHMar  d«  lUlbémaliqDai. 

Condltlona  da  rtaliU  de*  racine*  d«  rtqDitiop  eowpliMda  tnlaMua 

degré .   .    lêi 

tqiuUen  aui  cirrti  de*  diBïrenoei 4ift 

TEHQUEM  <0.).  iMiotMu.. 

LaptadBlidad«axp«lïn*Bieaanli«ipar  rapfarlia,  naliii  eeaf- 


8i  «^  M°,oiii  lonjanna— lin*  <  ' — ^  d'ipréa    Panm.    .    ,  « 

AMljMdaUlhéoriedgipertnrbailaDideiplanétea.  ptrM.Laranier.  ti 

Analya*  éf  MMMnU  d'arlttamAtkrna  m  d'alfébre.  parH.  C.  Pnornlat.  IM 

Caarba  ekvalappa  d'une  droite  iliiuni  dan*  an  anfle. IM 

TUortmcida  Deacarte*,  de  Bolle,de  Budin.de  Fearrier,  deCin- 

dijeldeSnrm.dMIulIt  d'unienlprinclpa.     .    .     .     .  lU-    Mf.  Ut 

ThAorie  «lémenuin  de*  nombm IM.    114.  m 

Air*  du  Irâugle  el  du  quadrilatère  laaerita  «i  loBetiaa  de*  cAté*.    .  li> 
Preprtttéa  rondamepule*  dr*  diamètre*  eanjogut*  d'aprte  Apalla- 

Noie  blbliogTiDhlqnetar  Apolloalut KO.  4M 


Selutlon  de  li  qoeation  du  coneour*  gtnéral  de  M*.    ■ 
Théoréoia  de  U.  Chaaie*  *ut  le*  arc*  «emblablea  de*  eoni 
DénranatratloQ  d'un  tbAaréme  da  Nawlon  *nr  un  rai . 
Pis*  de*  note*  «ddlUrat  aux  prlnolpa m  article*  da  sa  Journal,  iio. 
us.  I».  IM.  iM.  iT«.  901.  sn.  a»-  iii.  tM.  Ml.  toi.  4i*.  ti>. 

4t4.  40*.  4n.  tu. 
Nala  *ar  le  rapport  d'ArrhInfda. 
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ThtoTifl  de>  qaaolttM  DtgïtiTes tll.    m 

CanilnictiOD  du  nion  de^DUituK  da  ItlliTM SH 

■    TBÉBERT  (AfM«)  n- 

SI  deai  nsahre*  A  et  B  oDt  ph»  de  la  noiUé  dB  leon  chiffra  i 

K*BCbeeoiiimaiia,«DitouJaanAP  —  B',<  p  (PtUalnItarJ.     n 

Sptaèrt  tiii|[CDte  A  qiiM  «wm. Mi 

IRUO  ,  tàin  de  llnHIMlion  Goodontehe. 

luKrire  dini  ao  ceide  n  Iritngle  dont  lei  Uns  cAlèt  piMcat  fm 
(roit  pointe  d«iDéi Ht 

TIDAL  (JO ,  «Kte  da  OOlItEe  de  Itontpellier. 

Ueadn  toien  deipcnbele*  ifiii  >ii>  ttniiii  reiiMiiiMel  iTi 

TIGNÂL,  pToteucurde  tnelhémaliqDn. 

/B  +  C\ 

»+.  ••■«  -r-y 

HtmoailriUon  itomMrlqne  de  le  (onmile — ■ — ^ ï -,    nt 

'-  -r-i^] 

VINCENT  (A.  J.  B.),  proreiiear  an  collige  Salnl-Uafs. 

Nete  iir  lesdeoi  ^etat^<ml  :  Pirtiger  one  drvKa.  nn*  qaaaMtea 

mtijtfeBi»wtitmenlwm;tvàamiéttiifm  r«toeti s 

Hépoaia  1  deui  «iitlea  de  U.  Pinok  iin  la  oonakHClao  àm  uWm 
de  sjnui  nalureli. j K 

WAN1ZEL,  rtpèliteur  à  J'École  politeebaiqae. 

Mm*  tor  IM  f Mine*  aBinpleMt  dM  ««bMIn«  HMf  IM  EacMMi  <Ua 
pelindoM  algAbiituea. B» 
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UDl*  CDlJon  ec  poailih,  i  odïIBcmhI*  rtsli,  maii  pg*  loua  enU«rs,  doiue 

UB  traisièiDB  polynôme  dont  lei  coelBciïiiU  ne  lonl  p»  (oui  enlleri. 
Le  cMlManl  de  11  plui  b*qt«palawnH  de  li  IiUre  ordoBnaWioadini 

duiDndeedenipolinAmeaeil  luppoiiAgdi  l'unité;  par  M.  Tenfoem. 
Si  A  H  B  Mnt  deai  nombre)  CBlieri  et  porillh  «feDl  plaa  de  )■  BOillé  de 

lenn   chlOïai  k  gauebe    t  eommona,   et   il   A>  B  en  ■    toajoiira 

A'  — B' <^[PMaMeMleralpaelUrKp(rll.  Areai  Trtbeit    .... 
Algorithme  de  l'iniljse  Indélermliiée  da  premier  degr«,  par  H.  CaliliD. 

Note  lar  Ie>  miilma  d'an  produit,  par  H.  Dcladècéere i 

De  qaalqae*  propoiltlons  aur  lea  nombres,  par  H.  l^habert 3 

Note  anr  11  théorie  des  qnatititéa  Dtgaliiei,  par  H.  TranaoD ', 

Soltr  du  mime  arliete.    ■ 3 

Note  >ur  cet  article  ,  par  M.  Teii[neni I 

Diieraea  penonnes,  en  nombre  qaelconqne.  l'étant  dlit>ibué  difftrenli 
objet*  coonaïf  iroaier,  t  l'aide  d'nneaenle  donnée, l'ordre  de-tadilM- 
butieode)  oblata,  parM.  Cfaerlllard 


m.  Al(H>re  lapérienre. 

Mou  tar  lei  tMfaea  Inflnlea  deaéifnatiooi,  parM.IMrooo 

8uiM  da  lotme  irticle 

ffecàerahe  dei  racine*  compteiea  dei  tqualloni  nantriquel,  par  MH.Pinch 

et  Deladéréera 

KcctUulien  relattre  i  cet  article  ,  par  U.  LebeaRae i 

Mou  (ur  la*  racine*  eompleieidea  éqnationa  ,  par  U.  Wantial.    .-    .    ,    .    i 
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Pi 

SoMot  X'. X", ■ . . X-  IM dMvtM  wMwriwi <■  fwJ» mmkn4t  té- 

qiMlM  X~«.  U  dIflèNMe  « 
hUU  paar  « -•  «  M  k  MBkn  da 


Uiap(Dpv*te,MaptlH««amaM Sella  dilii«Me,qBiBdalta  aiUe, 

Mt  Isnjaor*  nn  nOBte*  pilr,  pu  M.  Bonoat. i 

n  pMU  qna  le*  tqulion  q^M  ife- 
la  m  dMvAsi    raoscutrtB  dn    pMjuimte 
«*'+Pjx"~'+-'-+P^_,  k+  P^  rinntuiiln»  iurnrinr  r*Miiiiiii, 

par  M.  Harlleii 1 

Théortmci  da  Dcaeanci ,  da  RoUe,  d<  BodaB.de  Paarier,  da  Stna  et  da 

CinobT,  dMnlU  land'an  Mal  prlntipa,  par  M.  TarqnsB i 

Salladeeclartiele 1 

SuiledcMtarliole l 

Tbivrtm»  <ieDr§ana,ft,rU.Viaet I 

Algorlibma  da  la  ncbarcbe  du  pluinodwHmtndltfMarde  de«i  f«lT- 

ntaiM,  par  M.  Batnenu I 

Neiaiar  l'èqoaUm  aox  eanéa  dai  dlSèCMOM,  parlLTinëer.    ■    .    .  4 


par  H.  Qiaqncl. 


Nota  lar  lea  deei  loeatioai  :  partager  uM  draite,  aaa  qaaMilé  «■ 
mofenna  aLMMme  raiien,  et  dmiaM  qu'en  tiiaon  ;  par  M.  ViscieoL    - 

Noiainr  [ea  palfEonea  régalter*  B*  — 1'<^  — ^  ,  par  H.  HaargiMS.    . 

i°Si  deai  polygone*  aasl  aeintlable».  iaUrleor*  l'ont  l'aatiaaleW 
iBura  oAlé*  perallAlu,  Mat  polnoaa  i  ii  foli  faimil  dan*  Tan  e(  dr- 
coDicrll  à  r>i|lie,  a  une  larboe  moyaDae  pToporliaonelle  eniia  calte 
de*  deux  premier*  polygone*. 

3<8iaaiiommel>d'ai]  i|iudrilaMre  inurli  dam  un  cercla,  on  mtea  dca 
lingenlei,  le*  diagonale*  des  deai  qoedrlUttrea  ateil  eMotniU  eak- 
eoarenl  (ouïe*  au  lutms  poioL 

3"  31  de  deui  poitil*  D,  D'  du  edtA  BC  d'un  triangle  iHC,  on  mène  de*  pa- 
rallèle* DE,  DF,  D'E',  ffF  «ui  deux  antre*  cdtè*  dn  triangle ,  cl  li  l'on 
joint  un  paint  H  quelconque  du  cdlè  BC  aiec  lea  eilrémilé*  de  eej  pa- 
rallèles, le*  deni  lri«ngle*  EME',  nlP  qui  en  réinllent,  rormeni  une 
■amme  coniun te  et  égale  an  triangle  DAiy,  rormè  an  Jolgnaat  leadaai 
poinla  Diiy  arec  te  toniiTietoppoiè,  par  K.  Anne 

Noie  *u[  lei  ceutiei  de  aimililude  ou  d'homologie  ,  par  H.  Ilidj.    .    .    . 

Note  lurl'iire  du  triangle  et  du  quadriluéreinscripUble*,  par  U.TerqHB.    l 

Mémoire  lur  le)  poljgonet  régulier*,  par  H.  Amiot. : 

Le*  trois  diamèlrci  meuAi  aui  trois  iammeli  d'un  triangle  inierit  dana  un 
ceiela,  Kinl  tei  diaitonale)  d'un  beiaifDne  inacrit  dan*  la  même  eercle, 
et  donl  la  lucrace  eit  double  de  celle  du  triiugle,  par  U.  Hare.    ■    .    .    '. 

Remarque  lur  le*  lignes  inconimeniurable*.  par  M.  LebcBfue 

Note  rcliUiel  cet  article^  par  U.Terqueoi 

Propriété*  des  médiane* ,  par  H.  Hatliieu  (Augolle) 

Inscrire  dana  un  cercle  un  triangle  dont  les  trois  c4té*  passent  par  traii 
point*  dooDé»,   par  H.  Triau ^ 

Noie  relative  A  cet  article,  par  U.  Terquem < 
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V.  Trigaoomttrh  notfligDa. 

P«g. 
n^DM  à  UM  Mis  tor  !■  conilrueLii»  d»  tibln  iTiganomélrlqnn,  pai 

H.  Vinceul. ii 

.  L«  itïïénnce  eulre  un  arn  du  premier  qaadnnt  et  ion  iIdiu  mI  molndra 
qaa  te  double  du  quatre  d<  t'arcdiriai  par  le  rapport  de  la  cIrMnFérence 

ai  diamètre ,  d'iprt*  Pappna ,  par  U.  Terqnem 4» 

ConalrncUaD  dea  reriqal»  ain  Ut^]  elcaa[a>t),  parH.  Hld^ )11 

Note  aur  cet  article,  par  U.  Terqnem Jl> 

M.  Vlgnal IM 

Mtmolre  tar  qeelqaei  aèriee  de  «laaa  et  deeeelunti  perH.  Lecointe.    .  sit 

Lettre  aur  cet  ertleie  ;  parlt.Celaleli. SI* 

Note  par  H.  Terquem.  .        SK 

VX.  néomttm  ■aalytâqa*  *  doux  d^eBaione. 

■•  Troorer  dana  la  ^rebsle  la  Bonule  qui  Intercepte  la  plna  petite  aire. 
!•  Trearer  dau  l'elUpee  te  normele  qal  iaterc^le  le  plu  paBde  et  la 

pi  ai  petite  aire. 
I>  Troaier  dut  U  parebole  la  Doimale  qui  ioteneple  le  ptui  petit  are. 
*■>  Trouver  daoa  l'ellipue  U  normale  qui  InlercepLe  le  plai  petit  are. 
ta  Parmi  toua  lai  irianglea  de  tatmt  p4:pinélre  et  de  mtine  aortice  lre«- 
ler  celui  dana  lequel  la  dlalence  entra  lea  ccDÛei  de  Kra'iti  du  péri- 
mètre el  de  la  auifeee  wt  maximum,  etcelol  dana  lequel  la  Mêaw 
dlalaoce  eit  minimum. 
CellttkleaMUtalledeeeluip.  4iT,t.IliparH.OtaianBonneL    ...      «4 
QMdnure  de  laceuTbey'  — «'  — tr*,  par  M.  Oielan  BoBneL    ....      in 
Hoie  nr  ■■)«  aonTelle  méthode  de  gtomélrie  analytiqua ,  par  H.  Plnek.    Ht 

Seite  du  BMie  article. tôt 

Salle  ds  même  aiilele iTl 

Théorie  dea  iilaneetlona  luocesatTei  de  droite*,  reprAiealtet  par  gne 

équation  tontanant  one  Tariable  ;  par  M.  Deamaieik 151 

Théorie  de*  epTckoppei  d'une  droile  inacHte  dana  un  angle  reeUliipie  et 

raniéqieneea  pour Incouriteaen  général,  pat  K.  Terquem.    .    .    .    .    igl 
Mole  aur  les  loteneetjona  aaccesslTca  dea  cordée  de  conLaetdaa  tangentei 
«intd'nne  courbe  1  nne  féconde  courbe  1  donnée  par 


Limitée  du  ptrimétie  d'une  ellipae  «(a+6)  et  «V  aia'+t'jelreetl- 
Bcelion  de  la  eiclolde ,  par  M.  Fejronnj 

Noleiur  letollDmde  Deeoartet,  parH.I[ldT 

Nota  iur  cetarlicle,  par  H. Terquem 

RcMRone  de  Patcal,  par  U.  Hogoet. 

DémaoaliaUOQ  dea  deui  proprléiéa  tondaminlalei  dea  diamètre*  coB)n- 
iméa  dana  lea  conlquei  d'aprèa  Ipolionlui ,  par  M.  Terqnem 

Conitrnctlon  géométrique  do  rapport —-',  par  H.  Peironnj 

Théorie  dei  toyer*  d'apréiApoHonlui,  par  U.  Tarqnem 

Nelallen»  dIdeoUté  et  éqoaliona  fondamentales  retaUiet  ani  courbe*  du 

aeeend  degré  («ofr  L  H ,  p.  Ul) .  par  H.  Terquem 

SuIlBdaméBM  article 
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N'oU  mt  Im  MoibM  pirilléJM  à  l'clllpw ,  pu  H.  BreMn  (de  dump).  .    .    14i 

Note  ini  cetirlkls,  parH.Teiqaen tu 

Si  dcui  circonf^renEcs  ic  loucheni  InlérieurenieDl  CD  an  polnl  Bu,  H  Tune 
■  un  njnncoDiUoL  cl  l'antre  un  nyoTniriible.dti  cenlre  de  limililade 
■nlre  que  le  point  dt  conlacL  on  m^ne  le  ti jon  ino)«D  de  la  cirronU- 
rence  Ttriable  ,  iod  eitrémilé  tsl  couaummenl  lur  une  cûsolde  (voir 

LU,  p.  lu);  pat  V.llarcou 471 

Propriïtéa  dn  ira  leiullahlei  d'one  coniqdt,  thtorimei  de  IL  Chatlei; 
par  IL  Tenpieai SM 


M.ftnj.  .    .    . 
Noie  nr  la  eoDitnicUen  du  racinet  de  PéqiuUon  oompMteda  gaatritat 

deyr*,  par  H.  Gérons UI 

Noie  larta  torolde,  par  H.  Catalan.  ,     .    .   ' SM 

Qaadrainn  de  lliipûtole,  par  H.  Pnidat M) 

MmoDMratiaad'aTiUiéortina  de  Newion,  p*r  H.TerqHM Ht 

VII.  fliontétrM  <ui«lftû|ii«  A  troîi  dîmcDaioiu. 

Hanernne  iiAfTetaiifrenlelfiitiresptitrHdoiniéea.  parlLAreMTittuL  ■•■ 

NaUrelatiie  i  cet  article,  par  H,  Tcrqucm ■■■ 

Note  inr  un  mode  panlrnller  de  dHcrlplIon  itt  lignai  et  dee  mftwea  da 

•eeand  ardre,  par  M.  Breton  (de  Champ) 3S* 

Alredei'el1)p>oTdeallDngi(eoJr  1. 1,  p.  4M),  ftllL:tKjnaaj.    -    .    .    .  4N 

Nolerelitive  àcetarllcle,  pirH.  Terqnern <Tl 

Note  anr  l'eipresalon  analytlqae  de  la  ploa  courte  itlilaDee  d*»  pofnli 

une  droite  ou  d'un  polnl  i  an  plan  ,  par  M.  E.  ProAel. Mt 

Vm.  Btatiqœ. 

Considération*  lor  le>  premier*  elémenta  de  la  itatiqor,  par  S.  Bleloa 
(d<  Champ) 14 

IMIennlner  le  centre  degriilléde  la  •arTacclatals  d'un  tronc  de  cdnedr^l 
t  baievparallilei,  pat  H.  Hael. 14 

SI  plniiean  Forces  aoni  reprAseaiéea  en  grandeur  si  en  direction  par  le* 
Mtéf  d'un  polygone  plan  on  gauche,  et  al  de  pini  ellea  agltaeei  dam  le 
mtmeseDi,ell«ierédiii»eni  1  un  couplcjpar  U.HaeL m 

Note  anr  cet  artlcTe ,  par  H.  Terqoen tw 

SOLUTIONS  DES  QUBSnONS  PROPO^tES  SANS  CE  VOLUME. 

I.  Al(tl>ra  tVtmt^vmm. 

Quel  Ml  Te  nombrede  permnlatlona  de  itlMtrea  a.i.e.if,...  ad  tneiae  lettre 
n'eit  i  ai  place  (t.  III,  p.  IH) ,  par  H.  Conpr- W4 

tX.  AlyAbre  taptrionre 

Ml  1'eqaaU(uix*4.lpa:'  +  lfX-t-r>-0;lai«aaià  — |/'p'— «.  9ilei«aâ 
racine!  (ont  réellei,  cllci  loni  eomptitei,  la  piemMra  «Wra  — r— iA 


(ji-vGoogle 


Pig. 

n—f—A,  là  tMODde  enln— ^-A  et  — p-).A,  et  la  iToiiMnM  Butra 
— p-t-A  et  —p-i-iÀ.  ;  l'il  Q^r  *  qu'une  rKiae  «Mlle,  «Ile  ne  tombe  jaroui 
Mire  — p— >A  II  -p+oA  [I.II,p.»I);  parH.Fiure IIO 

m.  StomMrie  Mémmtrâv 

ÈUnl<t*nBt)le««dliaHX  deac«léf  d'un  poljinne  ewiTeie  d'an  nosibre 
iaiH^<le*Ol**i<l*leniii*erie*iM>awi*cnfilMH  wnhDHnl  augadv 
eomp»  (L  H,  p.  41s},  par  H.  A.  Proubeu le 

Ooiln  polnM  (»,  I,  çl,  f)  tUDI^acéa  bumoBi^eniHit  <«  :>■(::«':  s'*') 
«iTaiMi  drMle(PQ);  wat  eUcoDriienceqaipaïupaTdaai  polnlt  nonju' 
(■te  (0,  (f)  eenpe  anhagOBekmMH  la  eiroonltrancc  deeriuaor  badla- 
tan«*  (M  deux  anim  irainia  eeBjncMta  (a ,  Z)  eemne  diaméira  (i.  11 , 
p.  su),  par  U.  Colambier. n 

Nale  aar  ia  recherebe  du  nombre  c,  par  U.  Parer Ml 

Kole  MT  le  inénie  lujel,  parM.Terquem. SU 

''Noie  inr  le  rapportd'ATCliimède,  parM.  Terqaam SM 

Vt.  CMemMila  analftJqa*  ft  dvOK  dnaanilo»». 

Dd  tiîiBglei  rectatigle  ajtnt  pear  hipaitiuiee  U  cordad'aBe  aaniqoeet 
funir  aammet  un,  point  Oie  danile  plan  de  la  coniqaa,  l'eaTeleppe  d* 
FhjpeUnm  «at  an*  aesaardaeoidqBi  dont  nn  dm  foieia  eai  le  potal  ht» 

(t.  iï ,  p-  tu) ,  pai  H.  Hatbiau  CAuguMe) Ui 

NMe  relalîTa  1  eel  irllcle ,  par  H.  Terqaam ....     134 

Le  llea  4m  nmmel»  dM  parabole»  ajianl  un  (afer  OMamun  et  un  paini 
commun  eal  ane  épicrclolde  engendrée  par  un  point  d'une  droonrareneo 
roulant  lur  une  eiroonHrenee  d*  oMme   ik}oii  (L   lU,  f.  -U),   par 

M.  Gongli H4 

Lias  de*  rayera  dt*  paraboles  qui  do >  on*  leagaale  commune  et  uns  corde 
aommune  panlIAle  i  cetle  langenle  (L  I,  p.  ti»,  par  H.  Vidal.     ...     m 

Nete»I*U«aicetarliel4,p*tM.Ten|o«M. 4M 

1°  Oa  Iiji  hDiTBer  l'angle  0  demanlire  qoe  •ea  eOUi  aolent  tonjoun  un- 
■ecU  i  itne  «aciiui  conûtiw.  Quel  e*t  le  lia«  dMil  par  on  point  qael- 
conque  du  plande  l'anglert»  Onfailtoomer  UD<wcl)aneOBK|ua,daBana. 
qu'elle  t«acb*  cooUaoneBl  le»  dsui  cAléa  de  l'angle  t.  Ooel  eal  le  liou 
dteriipMusiMlntdala  ooïKbeMndlqaer  anAéqnatlon  qui  pviMnb  té- 
aondre  1  la.  (ai*  les  déni  qoenlani.  Faire  dea  applieabiNi*  A  dea  ou  per^ 

liCDllenfl.  II,p.4s<):parH.lti9pa1 .....    3X 

l.iea  géomélrique  d'un  point  du  grand  aie  d'une  ellipse  qai  le  menton 
restant  lonj aura  langen te  a  deux  droite*  liiei,  par  H.  Feiriei.    .    .    .    Ul 

Noie  par  H.  Terquem.  .     .     .  ' '..,.'.'....    1*« 

Heelfflcalion  d'une  équation  de  cel  ailicle 41S 

Parlefojer  d'tone  parabole  on  mtnenn  rayon  Toctenr  qneleonqneei  une 
perpendlctflalra  a  ce  nyon;  puii,  lor  cei  deai  droilea  comme  cAU*  et 
«ree  kneniMte  as  point  priiinr  la  parabole  comme  diagonale,  on  con- 
alruil  un  rectangle.  Quel  cil  le  lieu  du  sommel  oppoié  aa  [ojer  (t.  1, 

p.siliD,  parM.  Faore Mt 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dan>  une  conique,  loil  menée  nne  dreile  quel- 
conque paratlélBOienl  1  la  langenle  qui  pa*>e  par  A.  Ce  point,  le  milieu 
de  la  partioD  de  la  parallile  inlweeplAa  antre  les  cAUs  AB ,  AC  et  le 
p«le  V  du  eOlâ  BC,  sont  «nr   une  m«ma  droite  (L  I,  p.  Ut),  fU 

M.  G—rfn  Kilt Mt 

ronstrucUon  da  rayon  de  courbure  d'un*  ellipse ,  par  H.  A.  TraMon.    .    -    IM 
Triangle  maximum  inscritdani  une  allipie,  par  U.  Paamarel*.    ....    IN 
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_  flSO  _ 

QUESnONS  D^iMEN. 
I.  Alfèbre  dAmOBtûrs.  ^^ 

Pi 

TrMTMflmUdniM  AB  qol  anli  dcnipvlnlilaminenx  A, B  le  polUlt 

mtiMtel«lrtp*rcMdMiiaBUin,pii' H.Ginuio i 

MoMrdMIreiMtanide,  ptTH-TerqaM] i 

NMa  ntiUnionB  DslUMetlHi  dne«be,pirU.De)»d*i«Ar« i 


m  m  bclean  da  (miiiémB  degré. 
f  ComUen  p«al-an  IMnK  de  nou  BomftH  d«  •  miueDnes  cl  t  Tortllai 

C IM  J  «ntiuniM  ttB  iMMTUit  tin  éortiM  à  U  nlle  fana  de  l'ialn)  tne 

IM  is  Doii»niMB  cl  lea  £  ia}elln  de  notra  alpbibet. 
3°  CdmbiRi  T  »-l-il  de  nonbrai  dinnaii  diDt  h  uUe  de  rjihigiiftr  fir 

V.  GalliniD. ] 

n.  Algèbre  nipirieare. 

Eipeter  (Tue  maoiéN  oo«eiM  b  IMeite  dM  fMiae*  dfalM  M  II  «tlkedt 
qatronra  Urapaurmenerle*  tingeiile*iDicoarh«eal|rtbtlqMi<Caa' 
oanngMnl.aBoèelMI,  prix  ifboBBavr  4«* MiMCM) ,  nialiea  etm- 
nmmta.  de  H.  Refer 

CoDdWni  de  féaliU  dei  nciiiM  de  l'tquUea  M^Ma  da  IraWMN  dqué, 
pet  U.  Taniiar- 

Kote  relaUie  ^oM  irlicle.  p«r  H.  I 

Condllion  de  rAilUé  de*  n*)Mi  d«  l'tn 
perM.  DabOTBi.      .    .     . 

Mole  nlaUT*  à  est  arllela,  pi 

Xlli  Qtomttriii  élémentaire. 

Tre*<reT  l<  lolsmi  d'en  MgniBnl  iptiériqDe  1  nue  kue  en  feeetloB  da 
njaDrdelebiBeduMSBwalBlden  heuleuT  ft,  «WDBilHDt  leTetene 
de  I*  iphèr«  et  leebant  qae  eena  foocUon  dea«»dM  e*l  eniléra  (ar  rap- 
pertlr  etk,  parH.  Llonnet 

Sarbeei  et  rolnna  BogeBdrtspar  Im  peiygooei  rtgahen  isarmatHMar 
d'one  perpendlealilra  lu  dIanèM  do  cwele  elnenterit  neaé  par  la 
tfunmai  aaqnel  tlK>atitoadlaiBtire,parM.llBai(Veirt.  tl,p.  tu).  .    -    i 

SeiledaniAmaarUale 1 

XT.  OéamètrU  analftiqDa  A  dewc  ^^numaiffM. 

Od  donae  une  ellipaaoa  une  bjrpertiDle  dent  AB  eat l'aie  inpneneelFaB 
rojer.  Par  leaommet  A  la  plu*  Toiain  de  ce  te jsr ,  on  mine  ee*  itr«Ua 
qualcenqae  qui  renooiilce  laEsorbean  poiDl  G  et  on  laproleaceiI'BDe 
quanilu  CD  [elle  que  le  rapport -—  *dl  eoMlammenl  égal  aa  rappert 
doDDri  -;  puisoD  (ireleidroltMBCelFDquisertDCanirenlaupoiDiB. 

Cela  poiéon  denunde  la  coorlie  ([iib  décrit  le  point  B  qnand  ladnlla  AD 
prend  loutei  lei  poailiODi  poiiiblei  autour  du  gonniet  1. 
On  eiamlnen  commenl  ilcoDiiendrail  de  modifier  l'énaneè  du  prabléna 
daai  le  oai  ai  la  eearbe  donnée  aerall  sne  parabole  afint  *on  aomiaM 
en  A  el  Bon  foyer  en  P.  Que  derleed rail  alon  réqnalion  du  Tien  fée«é' 
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—  6âl  — 

liiqaad(aaiidt?(ËeolailMinile,  1. 1,  p.  Ml,  pirH.  Mircau «M 

On  tfMiiw  an  earele  M  dcu  polnUialtriaanÀ.B,  CMpoialt  AUntioasI- 
àéttM  «omma  du  billM  iDBDiaicnl  palila  «t  U  circonrérmco  comma  uae 
licne  nuUrielle  ptifiiMnent  éUidqne  =  su  prapoK  de  dtwnniiiar  mr 
cauedreaDtéraiica  (billard  einulitra)  an  peint  DIelqifl  II  bllieA,dii1- 
Bé«T«nD,nTiBiiiM«aB  tptto  t'Wr»  tOtehle  wr  I»  ttmtatttmee ,  par 

Tr««i<r  iM  «itauoM  d'ana  niche  cilindrtqac  dent  1(  inrlMa  et  il  rapaciU 
•Ml  donntn;  itMtr  pai  la  (tométiia  U  diienukiB  alftbtiqae,  pet 

Èunt  donnétiiBeelllpHetnapoInlAinrH  olTcontérenea,  on  dierlt  an  rareie 
Unteot  1  oatle  «aarbe  M  ce  point  et  l'ail  mine  «a  cercle  et  1  l'elllpie  deux 
UBKenlai  oommanee,  antrei  que  cellei  qui  tonchenleal  let  deox  eonrbe» 
tu  point  A  donné.  On  demande  quel  eil  le  lien  ■ésméltjqna  da  point 
dlilanaoUon  de  eu  deni  un|eom ,  qu«nd  on  till  Tarier  la  lajon  do 


SI  PoB  reprteentB  l'elllpie  par  rtq 


.>•. 


TeulaiprlmerlMOPOrdonnéei  da  point  A  en  [onotkni  d'ane  leaie  coD' 
■lanla  f,  deeeUe  manUroc— a  riof ,)— A  coif  (  Concours  ttnéral  J 

iM4);parlLa«n«i. 1 

Naie  MF  celle  qaettieo ,  par  ■•  Tarquem i 


SoUillon  pnreaent  géomélrique  de  es  n<aieprtib1#nia,pir  M.Gtrono.  .  (K 
Um  «orde,  dana  nne  eonlqna,  tiaat  TDS  d'nn  [oyer  loni  nn  angle  oonttant, 
Uonter  le  llea  géoaétriqne  dai  pointa  ifiiiterMctian  dn  tangenie*  me- 
née* par  iMeitrémiiéi  data  corde  (composition  Mrila),pir  M.CboqaeL  U» 
Par  an  poinlOprii  inr  la  ptolangamant  d'uo  diamAireB*  d'an  cercle,  oa 
DiéDaanelécaaleqaekonqneqnireneoiilraleeanleeadeuxpoInttM.M', 
et  de  CCI  pointa  on  mtoa  an  oenlra  C  dsu  rayoDi  MC,  H'C.  Prouver  que 

la  produit  de  tang  -UCApar  tan|  'j  ll'CAmtGDnitanl,qHellaq(ieMiir« 
diraetion  de  la  Iteaala  (Censoun  général,  1144,  malbémaUqnea  élé- 

nwalaiiei).  Bololien  pnremant  géométriqne,  par  K.  GétoDo MS 

OMatlani  d'examen,  an  lau Mi 


Théorie  dn  Tapean,  par  H.  Ualhian  Daulae ■ 

Loi  dn  rerreidluement.  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  da  Petit  et  Daleng  dam 

toTidC;  parH.  Sahaqaf l 

Statique  appllqaéean  megnéUmn,  moi  en  da  eorrlgerla  défaut  de  eeatraga 
dei  houaâolM  d'inclinaiioa,  par  U.  Barj.  .' l 

TX.  ABoljrtaa  d'onfagaa. 

DéreloppeneDl  Mr  ptnitean  pointa  de  la  Ihéorie  dea  perturbatioiu  da 
pUnélci  da  H.  Latatrier,  par  M.  Têrqnem 

ËlémanlB  d'arlthméliqua  al  d'algèbre  k  fuiage  dsi  écelw  rojalet  de  naii- 
gaiiou  daH.  C  Poomiar,  parU.  Terqnem ■    .    i 

Programme  développé  d'un  roun  d'art Ibmétique  éltmaolaira  rcnlerminl 
outra  lea  queitleni  néeeualrei  i  loal  eiamen,  de*  liUeani  eouparallb 
de*ancianB«elnoaielleinenmet  ducalealdeiinlértla,  daH.Caa- 


N'Google 


lelMnipirH-GcroDO 

EléiDBDti  da  géomèLrie  ds  H.auliB,  psrH.  Thlbtnll.    . 

VU.  Miti«««i  di*«rM(. 

NoUm  bihliairapbiqM  mf  if  Bontw.  h*  ^  Terqneai.    , 
Solledo  même  article. 


T.  111,   p.    *i  -  Bt,  W, 

p.  tM  -  M, 

p.  »•  —  M,  M, 

p.  SM  —  tl.  M,  S», 

p.  AU  -  M. 
QiwiUmm  propoMu  «aaoïiMBn  d'igrtftiiaii  poor  iMisicacamalbé- 

■uliquei 

CampolillDD  de  maUiémitïqM*  poir  l'idmiicion  à  l'école  nsrmala.  .    .    .    l 


TOME  I.  (SnwuI 

Page  398,  ligne  14,  «n  deicendani,  04,  lûui  6S. 

Page  490.  lifine  >î-  *"  deicemlant,  ikjr  +1',  fiieu  ai'j'  +  I". 

Page  494>  ''?'>'  ">•  "*  descendant,  ain'^ ,  littt  ■■  «n*  ') . 


TOME  II.  {SupplèmtAii. 


Page  lia,  ligne    5,  en  reimielant,  AC,  liia  -.   AB. 
Page  ia3,  ligne  10.  en  descendant,  s'^f  tronve  cependant ,  (iifi .  ' 

t'y  retroaTe  rependant. 

Page  it-),  ligne  13,  en  remontant,  «près  les  mot*  wnt  rectangn- 

Page  336,  ligne     4>  <"  remoataDt,  romt  en,  lii*t  1  e>. 

Page  3 il,  ligne  il,  en  ramontant.  y^=i  sin'^,  lisit  :  fT^-fHixt-- 

Page  4o6>  ligne    1,  •»  deecendiat,  iii»  t  effacei. 

Page  43'î>  ligne    9,  en   descendant,  coït-, /i»i  ;  cosd. 

Page  4S4i  lisne  i3>  ^^  descendant ,  point ,  njautei  s  qaelcooqge 

Page  548,  ligne  dernière,  en  deacenJant,  rayon  de   la,   ajatOit:  \ 

Page  5J3,  ligne  la.  en  remoutant,  Courrier,  lit*:  ■-  Conriei. 
Page  569,  ligne  19,  en  remontant,  âio.  Ii$tt  i  S19. 
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TOME  111. 

Page     37,  ligne  1^,  «d  detceniUint,  Lilalle,  lit»  i  Pilutte. 
Pag«    ^o.  ligne  deniière,   en  dWMndaDt.  eiplioer,  /iiei  .-  eiplî- 

P«ge    58,  ligne  11,  en  dewenduit. /("-■',  lii*M  1  /■-»(■)■ 
Paga    •]•},  ligne  11,  en  ranonlint,  — i,  lïitM  ;  i. 
Page    S5,  ligne  10,  en  deicendant.  H',  liiti  porUmt  A'. 
Page  1 16.  ligne    6,   en  deiceailant,  BE,  ttttt  t  BD. 
Pige  116,  Ugne  lo,  en  descendant.  BG,  liieti  BD. 
Page  i47i  ligne     3,  en  remontant,  éqnition,  q/oui»  ;   du  lecond 
degré. 
Page  ai6,  ligne  m,  en  remontant,  b-^-p,  titt*  !  b-^p. 
Page  alg.  ligoe    3,  en  deacendunt,  l3â8,  liien  o56. 
Page  33a,  ligne  lo,  cq  remonLint,  cycloïde.  «Joatet .-  problème. 
Page  a56,  ligne  m,  en  remontant,  Fodot,  lùtë  •  Fandot. 
Page  a66,  lignd  la,  en  remontant.  &g.  1,  Uitt:  fig.  Si 
Page  3t7,  ligne    7,  en  descendant,  Fink,  tiiit  1  f  inck. 
Page  3a4>  dernière  ligne,  en  deicenilanE,   1760,  tins  :  +  j6a. 
Pag«  S4'>  ligne  la,  en  remontant,  effact*  1  est. 
Page  4°^>  liffne    a,  en  descendant,  mppriniet  ■-  et. 
Page  4>4i  lign^  >>>  en  d«icendant,  ils  désignent, fii»  .-  il  détign«. 
Page  4*4,  ligne    6,  en  remonUnt,   —,  liia  .-  —  Je  — -. 

„         ,  .  .     AK.       AC     ,.  AK        AC    GO 

Page  4™>  *"  remontant.   — -  _■  — - ,  Uitt  •  ——  ^  — , 

^     ^     '  AM        AB  AH        AU     DR 

Page  575.  première  ligne,  en  remontant,  troîi,  liiti  :  trans'. 
Pig«  S75.  ligne   fi,  e 


Fig.  l5.  H',  liin  fartent  A', 
Fig    16,  la  lettre  b  eit  omise 
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QUESTIONS  RÉSOLUES  ET  NON  RÉSOLUES 
dani  les  lomes  I ,  II  cl  III. 


RouKCrin.  p.  SI 

R»dMleiin. 

Qnnl  de  aiiDl-J>Mr. 

Ruai. 

Tldal. 

Habitai. 
LaTjlÉcr. 


m      Merllnii. 

410    B«n«t, 


Tidal. 

Louis  Rom. 
Met  Usai. 


Port, 
Vidicltc. 


U      II       331      T<on(Laali). 


Vidal. 
Vidal. 
Faare. 


«S      111        ■•      PioubeL     I 
«i     II       JI4     yeriJMi. 


111      iH     Riipal. 


p-  «M,  1. 11 
p.  «•,1.111 


PARIS,  -  IHPniHBRlB  DR  FAIN  KT  TRUSOT, 
Rue  Hicinc ,  m.  prêt  de  l'Odéaii. 
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